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Esercizio 1 Calcolare il valore di sin(5 arccos(1/v/3)).

[punteggio 5]

Posto 6 = arccos(1/+/3), risulta
e = cos(56) + isin(50) = (cos @ + isin 6)°.
Pertanto

sin(560) = Im(cos @ + isin 6)°
=1Im (cos5 6 + 5 cos* A(isin §) + 10 cos® A(isin §)?
+10cos? O(isin0)? + 5 cos f(isin 0)* + (isin9)°)
= 5cos” fsinf — 10 cos? fsin® 6 + sin® 0
= sinf (5 cos* @ — 10 cos? fsin? 6 + sin* 9) .

Sappiamo che cos@ = 1/v/3 e quindi sin§ = +4/1 — 1/3. Possiamo conclu-
dere che

in(50) = 44/ 2 (5% — 1012 1 4
s = |9 — 1055+ <
m 3179 337 9
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Esercizio 2 Sia (S,d) uno spazio metrico. Dimostare che la funzione
distanza d : S x S +— R e continua.

[punteggio 5]

Si veda I’esempio 3.13 del testo di riferimento.



Esercizio 3 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze:

o0 oo
a) Y nP2me" b)Y (=5
n=0 n=0

[punteggio 5]

a) II coefficiente n-esimo della serie & a, = n32" e si ha

an n32m 1 n 3 n—s00
e
n+1

Any1 (n+1)32n+1 2

1
5
Il raggio di convergenza della serie ¢ R = 1/2.

b) 1l coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma » 7 japz" ¢

W (=5 n=1+k, k=0,1,2,...
"1 0 altrimenti

e quindi

R = limsup |am|™ = lim sup {Ian\l/”}
m

m—00 n>m

= lim sup {5k3/(1+k3)} = lim 5 =25,

M—00 .. 1+k3>m m— o0

cioe R=1/5.



Esercizio 4 Determinare il dominio di analiticita della funzione
sin z
\/COoS z

assumendo per f(z) il ramo corrispondente al ramo di logz che ha come
linea di diramazione il semiasse reale positivo.

flz) =

[punteggio 6]

Le funzioni sin z e cos z sono intere, pertanto i punti di non analiticita di f
sono tutti e solo quelli determinati dalla radice

1
V/€os z = exp (2 log(cos z)) .

La linea di diramazione del ramo scelto di log(cosz) ¢ determinata dall’e-
quazione

cosz =1, 0<1t<o00.
Per 0 <t <1 tale equazione ammette, come nel caso reale, la soluzione
2(t) = arccos(t) + 2wk, te0,1], keZ,

che rappresenta i segmenti dell’asse reale [—7/2 + 27k, /2 + 27k], k € Z.
Per t > 1 ’equazione risulta equivalente a

(%) — 26’ +1 =0,
la cui soluzione &
¥ =t 4+ 12 — 1.

Osservando che il membro di destra di quest’ultima espressione & reale
positivo per ogni t > 1, si ha

2(t) = —ilog {(t:l: V2 — 1) eio}
- 2k7r—i1n<ti\/t2 — 1) . te(loo), kel

Tali punti rappresentano gli assi immaginari passanti per z = 2km.



Esercizio 5 Determinare la natura di tutte le singolarita isolate della
funzione

2541

f(Z):m

e svilupparla in serie di Laurent con centro in z = 0 nella regione |z| > 1.
Determinare infine il residuo di f(z) in z = 0.
[punteggio 6]

La funzione f(z) in quanto composizione di funzioni intere ¢ analitica in
tutto C ad eccezione degli zeri delle funzioni a denominatore. Essa quindi
ha singolarita isolate nei punti z4 = +i e z9g = 0. Poiché in un intorno di
z1 siha f(2) = g+(2)/(2 — z+) con g (2) = (2° +1)/((2 — 25 )2) analitica e
non nulla in 24, i punti z+ sono poli semplici. Poiché in un intorno di zg si
ha f(2) = go(2)/(z — 0) con go(2) = (2° +1)/(2? 4 1) analitica e non nulla
in zg, il punto 2y € un polo semplice. Il residuo di f in zg vale

Res f(2) = g0(0) = L.

Nell’anello A(0, 1, 00) la funzione f & analitica e quindi sviluppabile in serie
di Laurent. Osservando che in questo anello risulta |1/z| < 1 e utilizzando
il risultato notevole della serie geometrica si ha

25 +1
1(z) 23(14272)
1 0o
= <22 + 23) Z(—l)”z_%
n=0
0o 00
— Z( 1)nz—2n+2 + Z(_l)nz—Qn—3
n=0 n=0
) 11 1
=Sl Gt a5

Si osservi che il coefficiente del termine z~! di questa serie, cio¢ 0, non &
il residuo di f in z = 0. Tale residuo si trova sviluppando f(z) in serie di
Laurent nell’anello A(0,0,1)

5
27 +1
f(Z) - Z(1+22)
1\ &
4 - 1\ .2n
= <z + Z> Z( 1)"z
n=0
oo oo
_ Z( l)nz72n+4 + Z(_l)nzf2n71
n=0 n=0
1 1 1 1
4 2
=l - — — — 4 — o
-2+ 14+ 5 3 24—1-25 +

da cui risulta, in accordo con quanto ricavato prima,

Res f(2) = 1.



Esercizio 6 Calcolare l'integrale reale
[o¢] :L,(l
/ 27(1:1:7 a E R’
o T°+2zx+1

specificando per quali valori di a esso risulta convergente.

[punteggio 6]

Siponga f(z) = 2%/(2%422+1) = e?1°87 /(24-1)2, assumendo per il logaritmo
quel ramo la cui linea di diramazione coincide con il semiasse reale positivo
i0

logz = Inr + 16, z=re", r>0 0<60<2m.
La funzione f & analitica ovunque ad eccezione del semiasse reale positivo e
del polo doppio in z = —1 dove ha residuo
d a . .
Res f(z) _ 7ealogz _ ealogzi _ _aea(ln 1+im) _ —qel™@.
z=—1 dz =1 2la=—1

Si integri f lungo il cammino chiuso orientato positivamente v = A\ + yg +
A2 + 7, dove

A1(x) = x 410, r<z <R,
Yr(0) = Rel? 0 <6< 2,
Xo(x) = x — 10, R>xz>r,
v (0) = reio, 2r>0>0

Come al solito, £ i0 sta a indicare = + ie con ¢ infinitesimo positivo cosi
che in rappresentazione polare x + i0 = ze'® mentre z — i0 = 2e!(27¢) . Per
r <1< R,siha

/7 F(2)ds = /A Fede /7 RICCS /A ECLE / e
— 27 Res f(2)

= —2miae'™?.

Per gli integrali lungo i singoli cammini che compongono v risulta

R qa(lnz+i0) 0 R qalnz
de= [ S eldp=[ S 4
0= [ = |

ea(ln T+i2m) alnz

r R
dz = R i27rd — _ i27ra/ eid
AR /R<<me12f>+1>2e S A e

aln R 2 Ra+1
f(z)dz 3(2_1)2 27TR*<];T_1)2 R_m‘(], sea+1<2,
YR
alnr a+1
2
f(Z)dZ S(le_ir)g27r7':<1ﬂi7r)2ﬂ>o, Sea+1>0.
Yr

Pertanto, prendendo i limiti » — 0 e R — 00, si conclude che per —1 < a < 1
I'integrale assegnato risulta convergente e di valore

o x® dor — —2miael™®
/0 24 2r 107 1_ema
—2miael™®
ei7ra (efiﬂ*a _ eiﬂ'a)
Ta

sin(ma)’



