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Esercizio 1 Dimostrare le seguenti affermazioni, se vere, o fornire un con-
troesempio, se false:

(a) L’unione di una infinitd numerabile di aperti ¢ un aperto;

(b) L’intersezione di una infinita numerabile di aperti ¢ un aperto;

(¢) L’unione di una infinita numerabile di chiusi ¢ un chiuso;

(d) L’intersezione di una infinita numerabile di chiusi & un chiuso.
[punteggio 6]

(a) Vero. Sia {A;}?°, una infinita numerabile di insiemi aperti e si con-
sideri un generico punto x € U2  A;. Deve allora esistere almeno un kg
tale che z € Ay,. Poiché Ay, ¢ aperto per definizione 3 ¢ > 0 tale che
B(x,e) C Apy C U A da cui segue che 'asserto.

(b) Falso. Si consideri in C I'infinita numerabile di aperti {A}72, dove
A, = B(0,1+1/k). Evidentemente si ha N2, Ay, = B(0,1) che & un chiuso.

(c) Falso. Si consideri in C l'infinita numerabile di chiusi {A;}72, dove
Ay, = B(0,1—1/k). Evidentemente si ha U3° ; Ay, = B(0,1) che & un aperto.

(d) Vero. Sia {A;}22, una infinita numerabile di insiemi chiusi. Per le leggi
di de Morgan

(ﬂ Ak) = J (4w
k=1 k=1

In virtu del punto a) il complementare dell’intersezione degli A € un aperto
e quindi la loro intersezione € un chiuso.



Esercizio 2 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze:

a) Z(n +c")" ceC b) Z 5
n=0 n=1

[punteggio 6]
a) 11 coefficiente n-esimo della serie assegnata vale a,, = n + ¢" e si ha

1/n n /n11/n
1n _ aplfn _ ) M |14 c"/n| n—00 1 <1
@ In+ "l { le| |1+ n/c?Mm e fel > 1

avendo usato lim,_,. n!/™ = 1. Pertanto il raggio di convergenza vale
1 le] <1
R = N
{ 1/]el el >1

b) 11 coefficiente n-esimo della serie assegnata riscritta nella forma canonica
o2, a2k vale

o — 5™k ge k = my! con my, intero
K 0 altrimenti

La formula di Hadamard fornisce

1 1

— = limsup |a,|""

R msup fan
= lim sup|ak|1/k

. |
= lim sup5™/™*'
n—oo k>n

= lim 5"/ =D = 50
n—oo

essendo my,, il pitt piccolo intero tale che my, ! > n. In conclusione R = 1.



Esercizio 3 Determinare tutte le soluzioni dell’equazione

cotan(y/z) =0

[punteggio 5]

Poiché cotan(z) = cos(z)/ sin(z), ’equazione proposta ¢ equivalente a

cos(v/2) =0
Posto w = +/z, si ha

e’L’U} + e—zw

2 =0

OvVVero
(™) = -1
che fornisce
iw = log(+i) = log <1eii”/2) =Inl+i(£mr/2+ 2km)
In conclusione, si ha
Vz=(2n+1)r/2 n=0,+£1,42, ...
e quindi le radici cercate sono

z=(2n+1)7/2)> n=0,1,2...

k=0,41,+2, ...



Esercizio 4 Assumendo per la funzione integranda il ramo principale,
calcolare il valore dell’integrale

/ Z1/3 dz,
Cr

dove Cpg e la circonferenza i raggio R centrata nell’origine e percorsa in verso
antiorario.
[punteggio 6]

Si osservi che il ramo principale di z'/3 = exp[(1/3)log z] & una funzione
analitica sul cammino Cr. = {2(0) = Re?, —m4+e <60 <n-— e} e ivi
ammette come primitiva il ramo principale di %24/ 3. Si ha allora

/ A3 4y = lim A3 4z
Cr

e—0 CR -

= lim -z
e—0

— lim ZR4/3 (ez‘g(w—a) _ ei%(—w—i—a))

e—0

z=Ret(m—¢)
3 4/3]

z=Rei(=m+¢)

4
= lim 2R4/3 2i sin [3 (m — 6):|

e—0

4
— ZR‘V?’ % sin <§>



Esercizio 5 Si sviluppi in serie di Laurent nell’anello 0 < |z — 1] < 1 la
funzione
1
(z=1)2(z—2)*

[punteggio 6]

Ricordando lo sviluppo in serie notevole
1 (o)
k
- w”,
1 —w Z
k=0

valido per |w| < 1, per 0 < |z — 1| < 1 si ha

1 1 d -1
(z—1)2(z-2)2  (2—1)2dzz—-2
1 d 1

(z—1)2dz1—(2—1)
1 d &
— m%z:(z—l)k

k=0

_ 1 S 5 — k—1
— @—1Vg;M 1)

= i k(z—1)k3
k=1
= Z (n+3)(z—1)"
n=—2
1 2

= 4(z -1 12 +....
(2_1)2+Z_1+3+ (z=1)+5(z—1)"+




Esercizio 6 Calcolare il valore del seguente integrale

2w
/ sin(exp(cos 6 + isin 0))d6
0

[punteggio 5]

Posto z = € e quindi dz = ie’?df si ha

2m d
/ sin(exp(cos @ + isinf))df :/ sin(exp(z)),—z7
0 C 1z
dove C = {2(0) = ¢, 0 < 6 < 2r}. La funzione integranda che appare
nell’integrale sul cammino C' e analitica in tutto C ad eccezione del polo
semplice in z = 0. Per il teorema dei residui si ha

/Csin(exp(z))cjj = 27i Res M = 27T2'M

= 27w sin(1).
2=0 1z 1 msin(l)
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Esercizio 1 Nei casi seguenti, se ||-|| € una norma sullo spazio vettoria-
le V dire semplicemente che & una norma, mentre se non lo ¢ dimostrare
esplicitamente che viola una delle proprieta della norma.

1.

2.

3.

4.

V=R3e |z| = |1 — x2| + |x2 — x3| + |23 — 21];
1 1
V=0CR)e|fl = falf(x) %Tj;f)d

V=CoR)elfll=Jalf(z 1+|ﬂc|

V=tyelal| =332, |zl /K23

- 1/3
SV =tre el = (S lol)

[punteggio 5]

D.

. No. Ad esempio per z = (1,1,1) # 0 si ha ||z| = 0.
. Si

. No. Si prenda f(z) =1/log(2 + |z|) per la quale risulta || f|| = oo

No. Si prenda = = (24)52, con xj, = k= /3. Allora

> lal! = 3ok < o
k=1
cio¢ x € ¢4 ma

i || /K3 = ikfl = 0
k=1

k=1

S1.



Esercizio 2 Determinare i valori di o € R per i quali le seguenti funzioni
appartengono a C(R)

23 —log(1 + x%) x
(22 + 1)° (c) (@2 + 1)(log(1 + z2))®

_a|x‘1/3

(b)

(a) [z[e

[punteggio 6]

(a) >0 (b) a>2 (c) mai

Per il punto (c¢), si osservi che f ¢ continua in x = 0 per a < 0. D’altro
canto

x 1 d -
2 D) loa(l 1237 — 24w 108 )

quindi |f| ¢ integrabile su R per a > 1. In conclusione, non esite un valore
di a per cui f € C1(R).



Esercizio 3 Nello spazio vettoriale V' = (3]0, 7] con prodotto scalare

= [ f xz)dx sia W = span{l,sinz}. Determinare la decom-
posmone del vettore v(ir)=rinv=w+zconweWezeW

[punteggio 5]

Si ortogonalizzi secondo Gram-Schmidt il sistema di vettori {1,sinx}

up(z) =1

iy
Hu1H2:/O 12y =

i 2
ug(x) =sinxz — Wm(m) =sinz — —
1

™
s 92 2
uuQH?:/ <sinx—> dr=T
0 s 2

Usando il proiettore my si ha

2 (w,up)  (x,1) (x,(sinz —2/7))
P S P R

Osservando che (z,1) = 72/2 mentre (z,sinz) = 7, si ricava

Si osservi, per verifica, che

<w,z):/0ﬂ72r(m—72r>d:z:20.



Esercizio 4 Calcolare le seguenti distribuzioni semplificando il piu possi-
bile il risultato

(a) x(sinz do — cosz 0) (b) (x(log|x])")’ (c) (coszsgnx)"”

[punteggio 6]

1. Usando ¢ = dy e hdp = h(0)dg con h € C*°(R), si ha

z(sinz §p — cosz 0) = x(—cosz )
= x(sinx § — cosx 6)
=xsinx 0 — xcosx dy

=zxsinz 6
2. Usando (log |z|)’ = P(1/x), si ha
(z(logla])) = (xP(1/x)) = (1) =0
3. Usando (sgnz)’ = 289 e hdg = h(0)dg con h € C>°(R), si ha

(—sinzsgnx + cosx 23g)"”

(cos zsgnx)"”

(—sinzsgnx + 250)"”

(—cosxsgnx —sinx 28y + 25()

coszsgnz + 28;)’

=sinxsgnz — cosxz 2850 + 26,
= sinzsgnx — 25 + 26
= sin|z| — 280 + 247



Esercizio 5 Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier in [—, 7] la fun-
zione f(x) = 0(|x| —7/2)0(7 —|z|) sgn(x) e studiare la convergenza puntuale
della serie cosi ottenuta.

[punteggio 5]

Poiché O(x) =1 per z > 1 e (x) =0 per x < 0, si ha
-1 —7r<zx<—7/2
flz)=4¢ 0 —7m/2<x<m/2
1 m/2<z<T

La funzione f(z) & dispari e pertanto

1 s

a = — f(z)cos(kx)dx =0 k=0,1,2,...
7T —T

mentre

1 [7 .

b = — f(x)sin(kx)dx
™ —T
2 ™

= / sin(kzx)dx

T Jr/2

= %(cos(lmﬁ) — cos(km)) k=1,2,...

In conclusione

2. 2(cos(km/2) — cos(km)) |
f(z) ~ ; P sin(kx)
Il prolungamento periodico da (—m, 7] a R di f(x) & una funzione deri-
vabile a tratti, con punti di discontinuita in +7 e +7/2. Pertanto la se-
rie trigonometrica sopra scritta converge puntualmente a f(x) per z €
(=m, —7/2)U(—7/2,7/2)U(7/2, m) mentre per x = +7 e x = £7/2 converge
rispettivamente a 0 e +1/2.



Esercizio 6 Sia T l'operatore lineare in (C|—m,7]; C, ||-||,,) definito da

-1 —r<z<-7m/2
(THx) =g(@)f(z)  g(x) = sinz —7/2 <z <7/2
1 T/2<zx<m

Determinare lo spettro puntuale e continuo di 7.

[punteggio 6]

Si studi l'iniettivita dell’operatore zI — T, z € C. Si vuole determinare se
Ker(zI—T) contiene il solo vettore nullo ovvero se (2I—T") f = 0 & soddisfatta
per f € (C]—m,7];C) solo da f = 0. L’equazione per gli autovalori (zI —
T)f = 0 implica

(z—g(@)f(x) =0  Vue[-mmn]

e Se z € C\[-1,1], il fattore z — g(x) € sempre non nullo per z € [—m, 7]
e quindi f =0, cioe zI — T ¢ iniettivo.

e Se z € (—1,1), il fattore z — g(x) si annulla solo in x, = arcsin z. Per-
tanto f(x) =0 Vz € [—m,z,) U (2, 7] ma dovendo f essere continua,
si conclude ancora f = 0, cioe zI — T ¢ iniettivo.

e Se z = +1, 'equazione (zI — T)f = 0 & soddisfatta per tutte quelle
funzioni f continue in [—7, 7] e non nulle solo in (7/2,7] (se z=1) o
solo in [—m, —7/2) (se z = —1). Dunque T ha autovalori z = +1 e a
ciascuno di tali autovalori corrispondono infinite autofunzioni.

Si studi ora la suriettivita di zI — T'. Si vuole determinare se Ran(zI — 1))
coincide con (C[—m, 7]; C) ovvero se Vh € (C[—m,7]; C) esiste f € (C|—mn,n]; C)
tale che (21 — T')f = h. Affinche cio accada deve essere

h(x)

f(x):m

Vo € [—m, ]

e Se z € (—1,1), per ogni h tale che h(xz,) # 0 la f diverge in z, e
quindi risulta non continua. In tal caso zI — T € non suriettivo ma,
per quanto visto in precedenza, iniettivo, cioe z € o.(T).

e Se z € C\ [-1,1], la funzione f, in quanto rapporto di funzioni con-
tinue con la funzione a denominatore mai nulla, ¢ continua in [—7, 7).
Pertanto zI — T & suriettivo e anche iniettivo e quindi invertibile.

Riepilogando, 0,(T) = {—1,1}, 04(T) = (—1,1), p(T) = C\ [-1, 1].



