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1 Un sistema unidimensionale è descritto dall’Hamiltoniana

H = K + V, K = ap2, V = bq4, a, b ∈ R

essendo q e p gli operatori canonici di posizione e impulso. Dimostrare che in ogni autostato
|ψ〉 di H risulta 〈ψ|K|ψ〉 = 2〈ψ|V |ψ〉.

[punteggio 4]]

2 Sia J = J1 + J2 con J1 e J2 operatori di momento angolare. Dimostrare che per i
coefficienti di Clebsch-Gordan risulta

Cj,mj1,m1,j2,m2
≡ 〈j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m〉 = 0, se m 6= m1 +m2,

dove j1,m1, j2,m2 e j,m sono, rispettivamente, i numeri quantici di J2
1 , J1z, J

2
2 , J2z e J2, Jz.

[punteggio 4]

3 Al tempo t0 un sistema è descritto dall’operatore densità ρ(t0). Qual’è la condizione
che ci dice se il sistema si trova in uno stato puro o miscela? Può uno stato puro (miscela)
diventare uno stato miscela (puro) a un successivo tempo t? Portare un esempio o dimostrare
quanto si afferma.

[punteggio 4]



4 Una particella di massa m, priva di spin, è vincolata a muoversi lungo una circonferenza
di raggio a. Considerando che la particella non è soggetta ad altre forze esterne ad eccezione
del vincolo, il suo moto lungo la circonferenza è descritto dall’Hamiltoniana

H = − ~2

2ma2
d2

dθ2
,

dove la variabile angolare θ misura la posizione della particella rispetto a un raggio di riferi-
mento. Osservando che le autofunzioni fisicamente accettabili devono essere periodiche in θ,
determinare:
1) gli autovalori e le autofunzioni dell’energia della particella;
2) la degenerazione di questi autovalori;
3) la probabilità di misurare l’energia dello stato fondamentale quando la particella si trova
nello stato descritto dalla funzione d’onda

ψ(θ) =
1√
π

{
e−iπ, 0 ≤ θ ≤ π,
0, π < θ ≤ 2π;

4) la variazione al primo ordine in λ del livello fondamentale dell’energia e del primo eccitato
nel caso in cui venga aggiunta la perturbazione V (θ) = λ sin θ cos θ.

[punteggio 7]

5 Una particella di spin 1/2 si trova in uno stato |ψ〉 in cui il valore di aspettazione di Sx
è α~/2 e quello di Sy è β~/2 con −1 ≤ α, β ≤ 1. Mostrare che:
1) deve necessariamente aversi α2 + β2 ≤ 1;
2) lo stato |ψ〉 è unico se α2 + β2 = 1 mentre di stati |ψ〉 ne esistono due se α2 + β2 < 1.
3) Calcolare le probabilità di ottenere i valori ±~/2 in una misura di Sz quando la particella
si trova nello stato |ψ〉 corripondente al caso α2 + β2 = 1.

[punteggio 7]

6 Un gas ideale di N particelle identiche è descritto dall’Hamiltoniana di singola particella

H(q,p) = ap3/2 + bq2, q = |q| , p = |p| , q,p ∈ R3,

dove a, b sono costanti positive. Nell’ipotesi di equilibrio termico a temperatura T e conside-
rando le particelle come classiche, calcolare:
1) la funzione di partizione Z(T );
2) l’energia media E(T ) del gas.
3) Nel caso in cui le N particelle siano fermioni di spin 1/2 a temperatura T = 0, determinarne
l’energia di Fermi εF .

[punteggio 7]
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