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1 Per sistemi con un numero finito di gradi di libertà, le trasformazioni degli operatori
canonici qk, pk

qk 7→ q̃k, pk 7→ p̃k, q̃†k = q̃k, p̃†k = p̃k, k = 1, . . . , N,

sono regolate dal teorema di von Neumann. Enunciarlo, spiegando il significato dei termini
usati.

[punteggio 4]

2 Sia L = (Lx, Ly, Lz) un operatore di momento angolare. Quanto valgono i valori di
aspettazione di Lx e Ly in un autostato |l,m〉 di L2 e Lz? Nello stesso stato, quali valori
potrebbe fornire una misura di Lx e Ly?

[punteggio 4]

3 Un sistema quantistico si trova in uno stato descritto dall’operatore matrice densità ρ.
Come si fa a stabilire se lo stato in questione è uno stato puro o miscela? All’equilibrio termico
il sistema si troverà in uno stato puro o in uno stato miscela?

[punteggio 4]



4 Una particella di massa m e spin 1/2, vincolata in una dimensione, è descritta dalla
Hamiltoniana

H = H0 + ωSz, H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2q2.

Posto H0|n〉 = (n+ 1/2)~ω|n〉 e Sz|±〉 = ±(~/2)|±〉, con |n〉 e |±〉 stati normalizzati,
1) determinare lo spettro di H inclusa la degenerazione.
2) Sia |ψ(0)〉 = C(|0〉|−〉 +

√
3|1〉|+〉) lo stato del sistema al tempo t = 0, determinare la

costante di normalizzazione C e lo stato |ψ(t)〉 al tempo t > 0.
Sia A un operatore che agisce solo sulla parte spaziale nel seguente modo:

A|0〉 = i
√

2|1〉, A|1〉 = −i
√

2|0〉, A|n〉 = |n〉, n ≥ 2.

3) Dimostrare che A è una osservabile.
4) Determinare i risultati di una misura di A al tempo t e le relative probabilità.

[punteggio 7]

5 Due particelle di spin 1/2, non identiche, sono descritte dalla Hamiltoniana

H =
J2

2I
+ αJz, J = (Jx, Jy, Jz), J = |J | ,

dove J = J1+J2 con J1,2 = L1,2+S1,2, essendo L1,2 e S1,2 i momenti angolari orbitali e di spin
delle due particelle. Al tempo t = 0 la particella 1 si trova nello stato di momento angolare
totale j1 = 1/2 e j1z = 1/2, mentre la particella 2 nello stato di momento angolare totale
j2 = 3/2 e j2z = −1/2. Come al solito, j1, j1z, j2, j2z sono i numeri quantici di J2

1 , J1z, J
2
2 , J2z.

Determinare:
1) lo stato del sistema al tempo t > 0;
2) i risultati di una misura di J2z al tempo t e le relative probabilità;
3) il primo istante t1 in cui lo stato del sistema ritorna uguale a quello al tempo t = 0.

[punteggio 7]

6 Si consideri un sistema di N particelle identiche non interagenti contenute all’interno di
una sfera di raggio 2R. L’Hamiltoniana di singola particella vale

H =
|p|2

2m
+ V (r),

dove r è la distanza dal centro della sfera e

V (r) =

{
−V0, 0 ≤ r < R,
V0, R ≤ r < 2R.

All’equilibrio termico a temperatura T e considerando le particelle come classiche, calcolare:
1) l’energia media E del sistema;
2) la pressione P (2R) esercitata dal gas sulla superficie della sfera.
Nell’ipotesi che le particelle siano fermioni di spin 1/2 a temperatura T = 0, calcolare:
3) l’energia di Fermi εF del sistema nel limite di N molto grande.

[punteggio 7]
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