
MECCANICA QUANTISTICA E MECCANICA STATISTICA
A.A. 2022/2023 – Prof. C. Presilla

Prova A4 – 10 luglio 2023

Cognome

Nome

Matricola

penalità

esercizio 1 2 3 4 5 6

voto

1 Sia ⇠ un’osservabile e |Ai un vettore normalizzato e si ponga (�⇠)
2

= hA|⇠2|Ai�hA|⇠|Ai2.
Dimostrare che �⇠ = 0 se e solo se |Ai è un autovettore di ⇠.

[punteggio 4]

2 Un elettrone si trova nello stato di spin |↵i =
3
5 i|+iz +

4
5 |�iz, dove Sz|±iz = ±~

2 |±iz.

Determinare il valore medio di Sx nello stato |↵i e le probabilità di misurare i valori ±~
2

eseguendo la misura di Sx stante l’elettrone nello stato |↵i.
[punteggio 4]

3 Un sistema quantistico all’equilibrio termico con un termostato a temperatura T è for-

mato da due sottosistemi. Assumendo che l’Hamiltoniana del sistema sia H = H1 + H2, dove

H1 e H2 sono le Hamiltoniane dei due sottosistemi, dimostrare che l’entropia del sistema è

additiva, cioé che risulta S = S1 + S2.

[punteggio 4]



4 In uno spazio di Hilbert di dimensione 4, il sistema di vettori {|1i, |2i, |3i, |4i} è una base

ortonormale. In questa base, due osservabili ⇠ e ⌘ sono rappresentate dalle matrici

⇠ !

0

BB@

1 1 ⇠13 0

⇠21 1 0 ⇠24

0 ⇠32 0 �2i

⇠41 0 ⇠43 0

1

CCA , ⌘ !

0

BB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 k � 1

1

CCA ,

dove ⇠13, ⇠21, ⇠24, ⇠32, ⇠41, ⇠43 e k sono numeri complessi. Determinare:

1) il valore dei coe�cienti incogniti ⇠ij ;

2) il valore di k a�nché ⇠ ed ⌘ siano osservabili compatibili;

3) gli autovalori di ⇠ e ⌘ per k fissato come al punto 2);

4) un insieme di autovettori comuni di ⇠ e ⌘;

5) stabilire se le due osservabili formano un sistema completo di osservabili compatibili.

[punteggio 7]

5 Due particelle identiche di massa m e spin 1 sono vincolate in una dimensione e governate

dall’Hamiltoniana

H =
p
2
1

2m
+

p
2
2

2m
+ V (q1 � q2) +

3⇡
2

4
~↵

m
�
`
�S1 · S2, V (q) =

⇢
0, |q| < `,

1, |q| > `,
` > 0,

dove S1, S2 sono gli operatori di spin delle due particelle e q1, p1, q2, p2 le loro coordinate spa-

ziali e quantità di moto. Determinare:

1) il valore degli esponenti reali ↵, �, � usando solo l’analisi dimensionale;

2) l’espressione di Hcm, la componente di H nel sistema di riferimento del centro di massa;

3) i primi quattro autovalori di Hcm, specificandone la degenerazione, e i corrispondenti auto-

vettori;

4) la correzione al primo ordine in ✏ indotta sul livello fondamentale di Hcm dalla perturbazione

H
0
= ✏(S1

2
z + S2

2
z).

[punteggio 7]

6 Un gas di N particelle identiche non interagenti di massa m è vincolato in un piano

all’interno di una regione di area A con Hamiltoniana di singola particella

H(q, p) = c

q
p2

x + p2
y + m2c2, q = (qx, qy) 2 A ⇢ R2

, p = (px, py) 2 R2
,

dove c è la velocità della luce. Supponendo che il gas sia in equilibrio termico con un termostato

a temperatura T e le particelle possano essere descritte come particelle classiche, calcolare:

1) l’energia media per particella E/N ;

2) l’entropia S del gas.

Si consideri poi il caso in cui le particelle siano fermioni di spin 1/2 e la temperatura di

equilibrio sia approssimabile con T = 0. Determinare:

3) l’energia di Fermi ✏F in funzione della densità N/A delle particelle.

Suggerimento: nel calcolo degli integrali considerare il cambio di variabile |p|2 c
2
+ m

2
c
4

= x
2

[punteggio 7]
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34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coe�cient, e.g., for �8/15 read �
�

8/15.
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Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),

and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coe�cients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coe�cients

here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.
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