MECCANICA QUANTISTICA E MECCANICA STATISTICA
A.A. 2018/2019 — Prof. C. Presilla

Prova A5 — 10 settembre 2019

Cognome

Nome

Matricola

penalita

esercizio voto

1 Sia 1 un operatore (necessariamente non Hermitiano) che soddisfa le relazioni

.i.

m +nin=1,  m=ninl =o0.

Dimostrare che I'operatore n = 1 ha come autovalori solo 0 e 1.
[punteggio 4]]

2 Una particella di spin 1/2 si trova in uno stato corrispondente allo spinore non norma-
lizzato

(5.

Determinare le probabilita di ottenere i valori +2/2 e —h/2 in una misura della componente
x dello spin.

[punteggio 4]

3 Si consideri un sistema di N particelle di massa m, indistinguibili, mutuamente non
interagenti, contenute in un volume V', all’equilibrio termico a temperatura 7. Mostrare
esplicitamente che I’energia libera F' = —kpT log Zn risulta proporzionale a N.

[punteggio 4]



4 L’Hamiltoniana di un sistema a due livelli & definita da
141 1—1
2), H|2) =
V2 12 2) V2

dove |1),]2) sono gli autostati normalizzati dell’operatore autoaggiunto ¢ con autovalori 4-v/2
gy =v2n),  g2)=-v22)

Al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato [¢(0)) ottenuto subito dopo una misura dell’os-
servabile & con risultato —v/2. Determinare:

1) lo stato |1(0)) e il valore medio dell’energia in tale stato;

2) la probabilita di trovare il valore minimo dell’energia eseguendone una misura nello stato
[1(0));

3) la probabilita di trovare il valore massimo dell’energia eseguendone una misura nello stato
|1(t)) al tempo ¢t > 0;

4) gli istanti di tempo in cui lo stato del sistema [¢)(t)) ritorna uguale a quello iniziale |1(0)).
[punteggio 7]

HI1) = 1) + 1) +12),

5 Un pendolo di massa m e lunghezza ¢ oscilla in un piano verticale sottoposto all’accele-
razione di gravita g. Esso e descritto dalla Hamiltoniana classica

1 A
H= §m€2c92 + mgl(1 — cosf),

dove 6 e I’angolo di deviazione dalla verticale e 6 la sua derivata rispetto al tempo. Determinare:
1) 'Hamiltoniana quantistica Hy(g,p) relativa alle piccole oscillazioni, dove ¢ e p sono gli
operatori canonici ¢ = £0 e p = mfé;

2) gli autovalori di H;

3) 'Hamiltoniana Hy(q,p) + Hi(q,p) che rappresenta 'approssimazione successiva a quella
delle piccole oscillazioni;

4) la correzione agli autovalori di Hy indotta, al primo ordine perturbativo, da Hj.

Si rammenta che per un oscillatore armonico quantistico di massa m e pulsazione w, nella base
degli autostati della Hamiltoniana ’operatore posizione ¢ ha elementi di matrice

. [ h — ‘
<]‘q’k> = m( k+1 6k,j71+\/%5k,j+1)7 Jak:071727""

[punteggio 7]

6 Un sistema ¢ costituito da N particelle identiche, non interagenti mutuamente, con
energie di singola particella date da

Ejm = JA+mE,  j=01,..,J, m==+l,

con A > 0eI' > 0. Considerando le particelle come classiche e all’equilibrio termico a
temperatura T, calcolare:

1) 'energia media E del sistema;

2) i valori limite di E per T'— 0 e T — o0;

3) la probabilita Pi(j < 5,m = 1) che una data particella abbia energia €, con j < 5 e
m = 1.

Infine, nel caso in cui le N particelle siano fermioni di spin 1/2 a temperatura 7' = 0, calcolare,
nell’ipotesi J > 1e ' =0,

4) lenergia di Fermi ep del sistema.

[punteggio 7]
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