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voto

1 Dimostrare che le autofunzioni dell’operatore Hamiltoniano unidimensionale

H = � ~2
2m

d
2

dx2
+ V (x), V (x) 2 R,

possono sempre essere scelte reali.

[punteggio 4]

2 Sia J = J1 + J2 con J1 e J2 operatori di momento angolare. Dimostrare che per i

coe�cienti di Clebsch-Gordan risulta

C
j,m
j1,m1,j2,m2

⌘ hj1,m1, j2,m2|j1, j2, j,mi = 0, se m 6= m1 +m2,

dove j1,m1, j2,m2 e j,m sono, rispettivamente, i numeri quantici di J
2
1 , J1z, J

2
2 , J2z e J

2
, Jz.

[punteggio 4]

3 Dimostrare che l’entropia di un sistema quantistico chiuso rimane costante nel tempo.

Si ricordi che l’operatore matrice densità ⇢(t) di un generale sistema chiuso evolve nel tempo

in accordo all’equazione di von Neumann

i~d⇢(t)
dt

= [H(t), ⇢(t)].

[punteggio 4]



4 L’Hamiltoniana di un sistema a due livelli è definita da

H|1i = |1i+ 1 + ip
2
|2i, H|2i = 1� ip

2
|1i+ |2i,

dove |1i, |2i sono gli autostati normalizzati dell’operatore autoaggiunto ⇠ con autovalori ±
p
2

⇠|1i =
p
2|1i, ⇠|2i = �

p
2|2i.

Al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato | (0)i ottenuto subito dopo una misura dell’os-

servabile ⇠ con risultato +
p
2. Determinare:

1) lo stato | (0)i e il valore medio dell’energia in tale stato;

2) la probabilità di trovare il valore minimo dell’energia eseguendone una misura nello stato

| (0)i;
3) la probabilità di trovare il valore massimo dell’energia eseguendone una misura nello stato

| (t)i al tempo t > 0.

[punteggio 7]

5 Due particelle di massa m vincolate a muoversi lungo una retta sono soggette a una

una forza esterna elastica di costante elastica k > 0 e interagiscono mutuamente mediante

una seconda forza elastica attrattiva con costante elastica 0 < kint ⌧ k. L’Hamiltoniana del

sistema è dunque

H =
1

2m
p
2
1 +

1

2
kq

2
1 +

1

2m
p
2
2 +

1

2
kq

2
2 +

1

2
kint (q1 � q2)

2
.

1) Riscrivere l’Hamiltoniana H usando le coordinate del centro di massa;

2) determinare i tre autovalori più piccoli, E0 < E1 < E2, di H e i corrispondenti autostati

|E0i, |E1i, |E2i;
3) dire quale di questi tre stati è fisicamente accettabile se le particelle sono indistinguibili e

hanno spin 0;

4) determinare quale valore dello spin totale può essere misurato quando il sistema si trova

negli stati |E0i, |E1i, |E2i se le particelle sono indistinguibili e hanno spin 1/2.

[punteggio 7]

6 Un gas di N particelle identiche non interagenti di massa m è vincolato lungo un asse

con Hamiltoniana di singola particella

H(q, p) =
p
2

2m
+ V (q), q 2 R, p 2 R,

dove

V (q) =

⇢
0, |q| < L,
1
2↵(|q|� L)

2
, |q| > L,

↵ > 0, L > 0.

Supponendo che il gas sia in equilibrio termico con un termostato a temperatura T e possa

essere descritto come un gas classico, calcolare:

1) l’energia media E/N per particella;

2) i valori limite e gli andamenti di E/N per T ! 0 e T ! 1;

3) il numero medio di particelle contenute nella semiretta q < L con quantità di moto p > 0.

[punteggio 7]




















