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1 In un sistema che si trova nello stato descritto dal vettore |A〉 (non normalizzato) viene
misurata l’osservabile rappresentata dall’operatore autoaggiunto ξ. Ripetendo tale operazione
N volte si trova il risultato ξi un numero Ni di volte con

∑
iNi = N . Dimostrare che

lim
N→∞

1

N

∑
i

Niξi =
〈A|ξ|A〉
〈A|A〉

,

cioè che il valore medio dei risultati ottenuti nelle N misure coincide, nel limite N → ∞, con
il valore di aspettazione di ξ in |A〉.

[punteggio 4]]

2 Si consideri l’equazione di Schrödinger stazionaria unidimensionale

− ~2

2m
ψ′′E(x) + V (x)ψE(x) = EψE(x)

con V (x) = λδ(x), dove δ(x) è la distribuzione di Dirac in x = 0 e λ una costante. Stabilire le
condizioni di raccordo di ψE(x) in x = 0.

[punteggio 4]

3 Portare l’esempio di un sistema all’equilibrio microcanonico in cui la temperatura può
essere negativa e spiegare cosa questo vuol dire. Si spieghi qualitativamente senza fare calcoli.

[punteggio 4]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 



4 Due particelle identiche di massa m, non interagenti, sono confinate all’interno di un
parallelepipedo rettangolo di lati Lx, Ly, Lz.
1) Calcolare autovalori e autofunzioni dell’Hamiltoniana H del sistema.
2) Nell’ipotesi che sia Lx > Ly > Lz, determinare il grado di degenerazione del livello fon-
damentale E0 e del primo eccitato E1 di H, specificando le relative autofunzioni, nei tre casi
in cui a) le particelle siano distinguibili, b) siano bosoni indistinguibili di spin 0 e c) siano
fermioni indistinguibili di spin 1/2.
3) Supponendo che le particelle siano fermioni indistinguibili di spin 1/2, valutare come si
modificano i primi due livelli E0 e E1 di H se H → H +H ′ con

H ′ = αS1 · S2 + β(S1 + S2) ·B,

dove S1,S2 sono gli spin delle due particelle e B un campo magnetico esterno.
[punteggio 7]

5 Un rotatore quantistico è descritto dall’Hamiltoniana

H =
L2

2I
+ gBLz,

dove L è il momento angolare orbitale, I il momento di inerzia, B il modulo di un campo
magnetico esterno diretto lungo l’asse z che si accoppia con il momento magnetico gL.
1) Determinare lo stato |ψ0〉 del sistema sapendo che a) una misura di L2 su |ψ0〉 fornisce con
certezza il risultato 2~2 e b) una misura di Lx su |ψ0〉 fornisce con certezza il risultato ~.
2) Assumendo |ψ0〉 come lo stato del sistema al tempo t = 0, determinare lo stato del sistema
al tempo t > 0.
3) Determinare il valore di aspettazione di L2

x in funzione del tempo.
Si ricordi che

L± = Lx ± iLy, L±|l,m〉 = ~
√
l(l + 1)−m(m± 1)|l,m± 1〉.

[punteggio 7]

6 Un sistema di N particelle è all’equilibrio termico a contatto con una riserva a tempera-
tura T . Il sistema ha microstati caratterizzati da energie (attenzione, si tratta di energie di N
particelle non energie di singola paricella)

Ej = −Γ(N − j), j = 0, 1, . . . , N,

la cui degenerazione è gj =
(
N
j

)
= N !/(j!(N − j)!). Calcolare:

1) il numero di microstati del sistema;
2) l’energia media E;
3) l’entropia S;
4) i valori limite per T → 0 e T →∞ di E e S interpretandone il significato.
Si ricordi la formula del binomio di Newton (a+ b)n =

∑n
k=0

(
n
k

)
an−kbk.

[punteggio 7]
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