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Cognome

Nome

Matricola

penalità

esercizio 1 2 3 4 5 6

voto

1 Si consideri il vettore di stato |A〉 normalizzato, 〈A|A〉 = 1, e l’operatore non necessaria-
mente autoaggiunto ξ. Dimostrare che

〈A|ξ†ξ|A〉 ≥ 〈A|ξ†|A〉〈A|ξ|A〉.

[punteggio 4]

2 Un sistema quantistico di N particelle è descritto dall’Hamiltoniana

H =
N∑
k=1

p2
k

2m
+ V (q1, . . . , qN ), qk,pk ∈ R3.

Dimostrare che vale la formula

d

dt

(
N∑
k=1

qk · pk

)
=

N∑
k=1

p2
k

m
−

N∑
k=1

qk ·∇qkV (q1, . . . , qN ).

[punteggio 4]

3 Si consideri lo stesso sistema dell’Esercizio 2 e si supponga che esso si trovi in uno stato
di equilibrio statistico. Utilizzando la formula dell’Esercizio 2, determinare il valore medio
dell’energia cinetica del sistema in relazione al valore medio di una opportuna funzione del
potenziale (teorema del viriale quantistico). Si ricavi la relazione tra i valori medi di energia
cinetica e potenziale nel caso specifico N = 1 e V (q) = C/ |q|.

[punteggio 4]



4 Una particella di massa m, vincolata in una dimensione, è soggetta al potenziale

V (x) =

{
∞, |x| > a/2,
−λδ(x), |x| ≤ a/2, λ, a > 0.

Determinare:
1) le condizioni di raccordo in x = 0 di una generica soluzione dell’equazione di Schrödinger
stazionaria;
2) tutti gli autovalori con energia E < 0 e le corrispondenti autofunzioni discutendone il loro
numero al variare dei parametri λ e a.

[punteggio 7]

5 Due particelle distinguibili aventi entrambe spin 1/2 si trovano in uno stato del tipo

|ψ0〉 = a| −+〉z + b|+−〉z = a|−〉1z |+〉2z + b|+〉1z |−〉2z ,

con a, b generiche costanti e dove |±〉1z e |±〉2z sono gli autostati degli operatori di spin S1z e
S2z con autovalori ±~/2. Determinare:
1) le costanti a e b tali che

a) |ψ0〉 è normalizzato;

b) la probabilità di misurare S2z = ~/2 vale 1/3;

c) la probabilità di misurare S2 = 2~2, dove S = S1 + S2, vale 1/2.

Supponendo che le due particelle interagiscano con Hamiltoniana H = (ω/~)S1 ·S2 e al tempo
t = 0 il sistema si trovi in uno dei due stati |ψ±0 〉 trovati al punto 1), determinare:
2) i valori di aspettazione 〈ψ±0 (t)|S1z |ψ±0 (t)〉 al tempo t > 0;
Al tempo t = π/ω si effettua una misura di S2 ottenendo come risultato 2~2. Quindi il sistema
viene lasciato evolvere per un ulteriore tempo δ. Determinare:
3) i risultati e le relative probabilità ottenibili in una misura di S1x effettuata a questo istante
di tempo.

[punteggio 7]

6 Un gas di N particelle identiche non interagenti di massa m è vincolato in una dimensione
con Hamiltoniana di singola particella H(q, p) = p2/(2m) + V (q), dove

V (q) =


∞, q < 0,
V0q/L, 0 ≤ q < L,
0, L ≤ q ≤ 2L,
∞, q > 2L,

V0, L > 0.

Supponendo che il gas sia in equilibrio termico con un termostato a temperatura T e le particelle
possano essere descritte come particelle classiche, calcolare:
1) l’energia media E del gas;
2) la probabilità p[0,L] che una particella si trovi nell’intervallo [0, L] e il valore di tale probabilità
nel limite T →∞.
Si consideri poi il caso in cui le particelle siano fermioni di spin 1/2 e la temperatura di
equilibrio sia approssimabile con T = 0. Determinare:
3) l’energia totale del gas quando l’energia di Fermi vale V0/2.

[punteggio 7]
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