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1 Una particella si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda

 (r) = (x
2
+ y

2
)f(r), r = (x, y, z), r = |r| .

Quali sono i possibili risultati di una misura di Lz, terza componente del momento angolare

orbitale L della particella?

[punteggio 4]]

2 Due osservabili, rappresentate dagli operatori ⇠ ed ⌘ autoaggiunti, anticommutano, cioè

⇠⌘ + ⌘⇠ = 0, e inoltre ⇠
2
= ⌘

2
= 1. Supponendo che ⌘ abbia autovalori non degeneri (ov-

vero che lo spazio di Hilbert abbia dimensione 2), determinare l’espressione delle matrici che

rappresentano le due osservabili nella base degli autovettori di ⌘.

[punteggio 4]

3 A partire dalla formula di Sakur-Tetrode per l’entropia di un gas ideale di N particelle

contenute in un volume V all’equilibrio microcanonico a energia E,

S = kBN log

 
V

N

✓
4⇡mE

3Nh2

◆3/2

e
5/2

!
,

e considerando che all’equilibrio canonico a temperatura T c’è una precisa relazione tra E e

T , ricavare la seguente formula per il potenziale chimico del gas ideale all’equilibrio canonico

µ = kBT log
�
n�

3
�
, n ⌘ N/V, � ⌘ h/

p
2⇡mkBT .

[punteggio 4]
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4 Lo spazio di Hilbert di un sistema quantistico è rappresentato da tre stati ortonormali

{|1i, |2i, |3i} e l’Hamiltoniana del sistema vale

H = ~!1 (|1ih1|+ |3ih3|) + ~!2 (|1ih1|+ |3ih3|+ |1ih3|+ |3ih1|) + ~!3|2ih2|,

con !1,!2,!3 numeri positivi incommensurabili.

1) Determinare autovalori e autovettori normalizzati di H, esprimendo quest’ultimi in termini

dei vettori di base {|1i, |2i, |3i};
Si consideri l’operatore

M = µ1|1ih1|+ µ2|2ih2|+ µ3|3ih3|,

con µ1, µ2, µ3 numeri reali tutti diversi tra loro. All’istante t = 0 il sistema si trova nello stato

| i tale che una misura di M fornisce con certezza il valore µ1.

2) Determinare i possibili risultati di una misura di H stante il sistema nello stato | i e le

relative probabilità di occorrenza.

3) Si calcoli la probabilità P (t) di ottenere µ3 come risultato di una misura di M al tempo

t > 0.

4) Stabilire il più piccolo tempo t0 in cui P (t) risulta massima.

[punteggio 7]

5 Due particelle identiche di massa m e spin 1 sono vincolate in una dimensione con

Hamiltoniana

H = H1(q1, p1) +H2(q2, p2) +
2↵

~2 S1 · S2, Hj(qj , pj) =
p
2
j

2m
+ V (qj), j = 1, 2,

dove S1 e S2 sono gli operatori di spin delle due particelle, ↵ = ~2⇡2/(2mL
2
) con L > 0 e

V (q) =

⇢
0, 0 < q < L,

1, q < 0, q > L.

Determinare:

1) autovalori e autovettori di H;

2) energia, degenerazione e autovettori corrispondenti dello stato fondamentale;

3) del primo stato eccitato;

4) del secondo stato eccitato;

5) del terzo stato eccitato.

[punteggio 7]

6 Un gas ideale costituito da N particelle identiche di massa m è vincolato lungo l’asse x

con Hamiltoniana di singola particella

H(x, px) =
p
2
x

2m
+ V (x), V (x) =

(
�V0x

�� x < 0,

V0�x
� x > 0,

dove V0, �,� sono costanti positive. Nell’ipotesi di equilibrio termico a temperatura T e con-

siderando le particelle come classiche, calcolare:

1) l’energia media E del gas;

2) il valore di � per il quale l’entropia S del gas assume valore minimo;

3) la posizione media delle particelle hxi per tale valore di �.

4) Nel caso in cui le N particelle siano fermioni di spin 1/2 determinare, a temperatura T = 0

e per un arbitrario valore di �, l’energia di Fermi ✏F .

[punteggio 7]
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