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1 Si consideri una osservabile ξ con autovalori ξi e corrispondenti autovettori |ξ(ki)i 〉, dove
ki è l’indice di degenerazione di ξi. In base al postulato di von Neumann, quando ξ viene
misurata in un sistema che si trova nello stato |A〉 e il risultato della misura è ξi, allora lo stato
del sistema subito dopo la misura è |B〉 = .... Specificare l’espressione di |B〉 e dimostrare che
il raggio di |B〉 è unico (|B〉 è unico a meno di un fattore moltiplicativo).

[punteggio 4]

2 Una particella si trova in uno stato descritto dalla seguente funzione d’onda

ψ(r) = C sin
(p · r

~

)
, p, r ∈ R.

Possiamo dire che si tratta di una particella libera?
[punteggio 4]

3 L’entropia di un sistema di N particelle classiche identiche di massa m, non interagenti
mutuamente, contenute in un volume V e all’equilibrio termico con un reservoir a temperatura
T è espressa dalla formula di Sakur-Tetrode

S = NkB

(
log

(
V

Nλ3

)
+

5

2

)
, λ =

h√
2πmkBT

.

In base a questa formula limT→0 S(T ) = −∞. Spiegare perché questo risultato è inaccettabile
e individuare la causa di tale comportamento errato.

[punteggio 4]



4 Una particella è vincolata all’interno del segmento [−a/2, a/2] e all’istante t = 0 la
funzione d’onda che descrive il suo stato è

ψ(x) = 〈x|ψ〉 = Cχ[−a/4,a/4](x),

dove χ[a,b](x) è la funzione caratteristica dell’intervallo [a, b], cioè χ[a,b](x) = 1 se x ∈ [a, b]
altrimenti χ[a,b](x) = 0. Determinare:
1) la costante di normalizzazione C;
2) la densità di probabilità P (E) di ottenere il valore E in una misura dell’energia;
3) la funzione d’onda della particella al tempo t > 0;
4) le correzioni ai livelli energetici della particella indotte dalla perturbazione λχ[−a/4,a/4](x)
al primo ordine nel parametro λ.

[punteggio 7]

5 Una particella di massa m e spin 1/2 è vincolata a muoversi su una sfera e si trova nello
stato specificato dallo spinore

ψ(θ, ϕ) = C

(
3 sin θe−iϕ

2

)
,

dove θ, ϕ sono le coordinate angolari della particella.
1) Esprimere lo stato |ψ〉 corrispondente allo spinore ψ nella base |l,m, s,ms〉 degli autovettori
comuni agli operatori di momento angolare orbitale L2, Lz e di spin S2, Sz e determinare la
costante di normalizzazione C.
2) Determinare lo stato normalizzato |ψ1〉 in cui si viene a trovare la particella allorché, stante
la particella nello stato |ψ〉, viene effettuata una misura di J2, dove J = L + S, con risultato
3~2/4.
3) Calcolare lo stato |ψ1(t)〉 evoluto da |ψ1〉 per un tempo t sotto l’azione dell’Hamiltoniana

H =
ω

2~
L2 + ω(Lz + 2Sz).

[punteggio 7]

6 Un sistema di N particelle identiche di massa m, non interagenti mutuamente, si muove
nello spazio tridimensionale soggetto all’Hamiltoniana di singola particella

H(q,p) =
|p|2

2m
+ γ |q|6 , q,p ∈ R3,

dove γ è una costante positiva. Considerando le particelle come classiche e all’equilibrio termico
con un reservoir a temperatura T , calcolare:
1) l’energia media E del sistema;
2) l’entropia S del sistema.
Nel caso in cui le N particelle siano fermioni di spin 1/2 e la temperatura del reservoir possa
essere approssimata con T = 0, calcolare:
3) la densità degli stati di singola particella G(ε) e l’energia di Fermi εF del sistema.
È utile ricordare che∫ 1

0

√
1− u2du = π/4.

[punteggio 7]


























