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1 Siano ⇠ : H 7! H e ⌘ : H 7! H due operatori autoaggiunti (osservabili) nello spazio

di Hilbert H. Diciamo che le due osservabili sono compatibili se esse ammettono un sistema

completo di autovettori comuni. Dimostrare che ⇠ e ⌘ sono compatibili se e solo se [⇠, ⌘] = 0.

Per semplicità si assuma che ⇠ sia non degenere.

[punteggio 4]]

2 Siano L1 e L2 due operatori di momento angolare e L = L1 + L2. Dimostrare che

i coe�cienti di Clebsch-Gordan C
l,m
l1,m1,l2,m2

= hl1,m1, l2,m2|l1, l2, l,mi sono 0 se m 6= m1 +

m2. Nella notazione standard, l1, l2, l,m1,m2,m sono, rispettivamente, i numeri quantici di

L
2
1, L

2
2, L

2
, L1z, L2z, Lz.

[punteggio 4]

3 Al tempo t0 un sistema è descritto dall’operatore densità ⇢(t0). Qual’è la condizione

che ci dice se il sistema si trova in uno stato puro o miscela? Può uno stato puro (miscela)

diventare uno stato miscela (puro) a un successivo tempo t? Portare un esempio o dimostrare

quanto si a↵erma.

[punteggio 4]



4 Un flusso stazionario di particelle di massa m, prive di spin, incide da x = +1 sulla

barriera di potenziale unidimensionale

V (x) =

⇢
+1 x < 0,

(~2/2m)��(x� a) x > 0,
�, a > 0.

Detta  E(x) la funzione d’onda stazionaria associabile alla singola particella avente energia E,

determinare:

1) la condizione di raccordo di  E(x) nel punto x = a;

2) la funzione d’onda  E(x), a meno di una costante moltiplicativa, nella regione x > a;

3) il coe�ciente di riflessione R.

[punteggio 7]

5 Due particelle identiche di spin 1/2 interagiscono mutuamente mediante un potenziale

armonico unidimensionale nella coordinata relativa x = x1 � x2 avente pulsazione dipendente

dagli spin S1 e S2. In sostanza, nel sistema del centro di massa la hamiltoniana risulta essere

H =
p
2

2m
+

1

2
m!

2

✓
1 +

2S1 · S2

~2

◆2

x
2
.

Determinare:

1) autovalori e autovettori di H;

2) il più generale stato | i normalizzato tale che: i) una misura dell’energia dà con certezza il

risultato E = ~!9/4; ii) una misura della terza componente dello spin totale dà con certezza

il risultato Sz = 0; il valore medio dello spin totale S
2
è pari a ~2.

3) l’evoluzione temporale di tale stato dopo un tempo t.

[punteggio 7]

6 Si consideri un sistema di N fermioni identici di spin 1/2, non mutuamente interagenti,

vincolati a muoversi in un piano. La hamiltoniana di singola particella vale

H(q,p) =
p
2

2m
+ V (r), p = |p| , r = |q| , q,p 2 R2

dove

V (r) =

⇢
�V0(r/R)

2
, 0  r  R,

+1, r > R,

con V0 costante positiva. Calcolare:

1) l’energia media classica all’equilibrio termico a temperatura T , Ecl(T );

2) il valore limite di Ecl(T ) per T ! 0 e la sua espressione asintotica per kBT � V0;

3) l’energia di Fermi, ✏F ;

4) l’energia media quantistica a temperatura T = 0, Eq(0).

Per semplicità, si risponda ai punti 3) e 4) assumendo N/(⇡R
2
)  2⇡mV0/h

2
, cioè ✏F  0.

[punteggio 7]




























