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1 Sia ⇠ un operatore autoaggiunto e |Ai un vettore normalizzato. Posto (�⇠)
2
= hA|⇠2|Ai�

hA|⇠|Ai2, dimostrare che �⇠ = 0 se e solo se |Ai è un autovettore di ⇠.

[punteggio 4]

2 Siano ↵ e � due osservabili che commutano entrambe con l’osservabile ⇠ ma non com-

mutano tra di loro:

[↵, ⇠] = 0, [�, ⇠] = 0, [↵,�] 6= 0.

Dimostrare che ⇠ è un’osservabile degenere.

[punteggio 4]

3 Un sistema quantistico all’equilibrio con una riserva termica a temperatura T è formato

da due sottosistemi. Assumendo che l’hamiltoniana del sistema sia H = H1 +H2, dove H1 e

H2 sono le hamiltoniane dei due sottosistemi, dimostrare che l’entropia del sistema è additiva,

cioè S = S1 + S2.

[punteggio 4]



4 Un sistema, il cui spazio di Hilbert ha dimensione 3, è descritto dalla hamiltoniana

H = ~!
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Si considerino le seguenti due osservabili

A = a

0
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A , B = b
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All’istante t = 0 viene eseguita una misura di A trovando il valore a. Sia | 0i lo stato del

sistema subito dopo tale misura. Determinare:

1) il valore di aspettazione di A al tempo t;

2) i possibili risultati di una misura di B al tempo t e le corrispondenti probabilità;

3) la variazione dell’energia dello stato fondamentale di H, al primo ordine perturbativo,

quando ad H viene aggiunto il termine ~!B.

[punteggio 7]

5 Un sistema quantistico (rotatore) è descritto dall’hamiltoniana

H =
L
2

2I
+ gBLz,

dove L è il momento angolare orbitale, I il momento di inerzia, B il modulo di un campo

magnetico esterno diretto lungo l’asse z che si accoppia con il momento magnetico gL.

1) Determinare lo stato | 0i del sistema sapendo che a) una misura di L
2
su | 0i fornisce

con certezza il risultato 2~2 e b) una misura di (Lx + Lz)/
p
2 su | 0i fornisce con certezza il

risultato ~.
2) Assumendo | 0i come lo stato del sistema al tempo t = 0, determinare lo stato del sistema

al tempo t > 0.

3) Determinare il valore di aspettazione di Lx in funzione del tempo.

Si ricordi che

L± = Lx ± iLy, L±|l,mi = ~
p
l(l + 1)�m(m± 1)|l,m± 1i.

[punteggio 7]

6 Si consideri un gas ideale di N particelle di massa m, vincolate all’interno di un cilindro

di altezza L e raggio R. L’hamiltoniana di singola particella è

H =
|p|2

2m
+mgz,

dove z è la quota dalla base del cilindro e g l’accelerazione di gravità, assunta costante. Nel-

l’ipotesi di equilibrio termico a temperatura T e considerando le particelle come classiche,

calcolare, al primo ordine nell’approssimazione kBT ⌧ mgL:

1) la pressione P (z) del gas alla quota z;

2) l’energia media E del gas.

Considerando invece le N particelle come fermioni di spin 1/2 a temperatura T = 0, e nell’i-

potesi che N sia su�cientemente piccolo cos̀ı che ✏F  mgL, calcolare:

3) l’energia di Fermi ✏F;

4) l’energia media E del gas.

[punteggio 7]
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