Problema 4: Si consideri il sistema in figura formato
da due cilindri omogenei di massa M; ed M5 connessi da
una corda inestensibile e di massa trascurabile, posti su
un cuneo di angoli a e 3 vincolato ad un piano orizzon-
tale. La corda agisce sugli assi dei cilindri e passa su una
carrucola di raggio R, e momento d’inerzia I. rispetto
al suo asse. La carrucola ¢ tale che i due tratti di corda
sono paralleli ai lati del cuneo. Al tempo ¢ = 0 il sistema
¢ fermo e quindi viene lasciato libero di muoversi. Si as-
suma che i cilindri rotolino senza strisciare (rotolamento
perfetto) e che la corda non scivoli sulla carrucola.

(a) Si calcolino le velocita dei due cilindri quando la quota del cilindro di massa M, ¢ diminuita
di h. (b) Si calcoli I'accelerazione del centro di massa del cilindro My durante il moto. (c) Si
calcolino le forze che la corda applica ai due cilindri durante il moto. (d) Si calcolino le forze
d’attrito tra i due cilindri ed il cuneo.

Valori numerici: o = 30°, g = 45°, M; = 780 g, My = 310 g, R. = 7.0 cm, I. = 0.0011
kg:m?, h = 13.6 cm.

Soluzione

a) Prendiamo un sistema di riferimento per la massa M; tale che v > 0 se il
cilindro scende. Analogamente scegliamo un sistema di riferimento per la massa M> tale che
v > 0 se il cilindro sale. Con questa scelta, durante il moto entrambi i cilindri hanno la stessa
velocita v. Dato che la corda non scivola sulla carrucola, la velocita dei punti sul bordo della
carrucola e pari a v per cui la carrucola ruota con velocita angolare

we = v/ Re.

Consideriamo ora il cilindro di massa M;. La sua energia cinetica ¢ pari a
1 1
2 2
K, = 5M1’U + 5[1&)1,

dove I} = M;R?/2 ¢ il momento d’inerzia rispetto all’asse, R; ¢ il raggio del cilindro e w; la
velocita di rotazione del cilindro. Per la condizione di rotolamento perfetto v = w; R. Quindi

3

K1 = ~Mv*.
1= 4
Con lo stesso ragionamento si ricava
3
K2 = —MQUQ.
4
Infine I'energia cinetica della carrucola ¢ pari a
1 1
K. = -Iw? = — %
2 = oR?

Per calcolare la velocita utilizziamo il principio di conservazione dell’energia meccanica. Dob-
biamo quindi innanzitutto calcolare di quanto si sposta il cilindro di massa M2 quando l'altro
scende di una quota h. Per scendere di una quota h, il cilindro di massa M7 deve percorrere
una distanza (verso il basso)




Il cilindro di massa M, percorre quindi una distanza d verso 'alto e quindi la sua quota

aumenta di )
sinf3 { 19.2cm Compito A,

hy =dsin 3 = h@ ~ 1 19.1cm Compito B.

La variazione di energia potenziale gravitazionale ¢ quindi
Uf - Ul = ]\/[2gh2 — Mlgh.
Dato che K; = 0 la conservazione dell’energia implica

Kf-i-Uf:Ki-f-Ui = Kf=Ui—Uf.

Dato che 3 3 )
_ 2 2 2
Kf = ZMIU + Z]V[Q’U + ﬁlcv s
abbiamo
v Mygh — Msghs
-\ 3(My + Ma) /4 + 1./ (2R?)
Numericamente
[ 0.70m/s Compito A,
~ 1 0.90m/s Compito B.

b) Indichiamo rispettivamente con 77 e T3 la tensione della corda tra M; e la carrucola e tra
la carrucola ed Ms. Se a ¢ 'accelerazione dei due cilindri (uguale con le convenzioni prese
prima), la IT equazione cardinale rispetto al punto di contatto da

Ieont 101 = (Mhgsina — Th) Ry,
Icont200 = (—Magsin 3 + T3)Ro,

dove oy = a/R; e aa = a/Ry sono le accelerazioni angolari (positive per rotazioni antiorarie).
Dato che il momento d’inerzia di un cilindro rispetto al punto di contatto & Ieon; = 3M R? /2
(Huygens-Steiner) otteniamo le equazioni

3
§M1a = Migsina — T1,

3
§M2a = —M>sgsin 3 + Ty.

Esse permettono di ricavare le tensioni
3 .
TN = —§M1a+Mlgsma, (5)
3
T = §M2a + Mg sin 3. (6)

Infine consideriamo la carrucola. Se a. = a/R. ¢ 'accelerazione angolare (. > 0 per rotazioni
antiorarie) la II equazione cardinale fornisce
1

l.a,. = (Tl - TQ)RC = R—(;a =T, —T5.
c



Sostituendo (5) e (6) otteniamo

_ (Mysina — Mysin 8)g

3(My + M3)/2 + I./R?

Numericamente otteniamo

a— 4090 m/s* Compito A,
1.50m/s” Compito B.

L’accelerazione puo essere derivata in modo piu rapido dall’energia. Se la massa M; percorre
un tratto = verso il basso la sua quota diminuisce di A; = x sin o, mentre quella della massa
M, cresce di Ay = xsin 3. Quindi I'energia meccanica si puo scrivere come

3

3 1
Emece = ZM1U2 + ZM2v2 + R2 2 — Mgz sin a + Mygz sin 3,
(&

ossia

1 [3(M; +M I.
Emece = |:( : 2)+

2 2 R?
L’energia meccanica si conserva: la sua derivata rispetto al tempo ¢ quindi nulla. Ne segue
che

} v? — (M sina — My sin 3)gz.

3(My + M 1 . .
30 + My) + —C2 va — (M sina — My sin 3)gv = 0.
2 RZ
Questa equazione permette di ricavare a. Si riottiene la formula di sopra.
E possibile rispondere alla domanda a) utilizzando la cinematica ed il valore calcolato per a.
Infatti, si tratta di un moto uniformemente accelerato, in cui si chiede la velocita dopo aver

percorso una distanza d = h/sina (partenza da fermo). Quindi
v = V2da

Il risultato ¢ equivalente a quello gia trovato.
¢) Le tensioni si ricavano da (5) e (6). Si ottiene

T — 2.7TTN Compito A, T — 2.57TN Compito A,
71 260N Compito B, 27 11.93N Compito B.

d) Per il calcolo della forza d’attrito, utilizziamo la IT equazione cardinale rispetto all’asse.
Abbiamo

1

Loy = Fio Ry Fiq = EMlaq
1

Iran = Fo, Ry Fyy = éMza,

dove abbiamo utilizzato la condizione di rotolamento perfetto e I = M R?/2 per il momento
d’inerzia di un cilindro rispetto al suo asse. Quindi otteniamo

P 0.35N Compito A, P 0.14N Compito A,
1a =7 0.74N Compito B, 2671 0.16N Compito B.






