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1 RACCOLTA DI ESERCIZI

Una buona parte degli esercizi qui raccolti, teorici e pratici, sono essen-
zialmente quelli proposti durante il corso; quindi lo studente deve saperli
affrontare con sicurezza. Si consiglia anche di consultare le raccolte di eser-
cizi di autori vari con link all’indirizzo:

http://www.romal.infn.it /people/santini/didattica.html

1.1 Richiami di algebra lineare

1) Le matrici A e i vettori colonna b sono qui sotto presentati nella notazione
compatta delle matrici aumentate (A : b). i) Caratterizzare il nucleo N (A)
ed il range R(A) di A e trovare le loro dimensioni (si ricordi che dim R(A)
¢ il rango della matrice A). ii) Risolvere, quando possibile, i corrispondenti
sistemi omogenei Ax = 0, al variare degli eventuali parametri liberi pre-
senti. ii) Interpretare questo risultato dal punto di vista della dipendenza
o indipendenza lineare dei vettori che costituiscono le colonne delle matrici
A; darne anche un’interpretazione geometrica in R™. iii) Risolvere, in par-
allelo, anche il problema duale: Af¢ = 0. iv) Risolvere, se possibile, il
sistema lineare Ax = b al variare degli eventuali parametri liberi presenti.
iv) Determinare il range di R(A), utilizzando I'equazione (¢,b) = 0 che lo
caratterizza, e calcolare il rango di A. v) Calcolare autovalori e autovettori

delle matrici quadrate.
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1.2 Spazi vettoriali

1) Mostrare che i seguenti insiemi sono spazi vettoriali. Spazi finito - di-
mensionali: lo spazio dei vettori ordinari in R? e quello dei quadrivettori
in M*; lo spazio R dei reali; lo spazio R” delle n-ple di numeri reali; lo
spazio C dei numeri complessi; lo spazio C" delle n-ple di numeri comp-
lessi; lo spazio Mat(n,R) (Mat(n,C)) delle matrici n x n di elementi reali
(complessi); lo spazio Mat(m,n,R) (Mat(m,n,C)) delle matrici m x n di
elementi reali (complessi); lo spazio P,, dei polinomi di grado n — 1 a coef-
ficienti reali (complessi). Spazi infinito - dimensionali: lo spazio R* (C*)
delle successioni {x,}neny di numeri reali (complessi); lo spazio delle suc-
cessioni finite, convergenti a zero, limitate di numeri reali (complessi); gli
spazi di successioni [, p > 0; lo spazio C|,p delle funzioni reali continue
sull’intervallo reale [a,b]; lo spazio delle funzioni analitiche in un dominio
D; gli spazi di funzioni Ly([a,b]), p > 0. Lo spazio degli stati |¢p > (kets) di
un sistema fisico in Meccanica Quantistica (esso puo essere finito o infinito
dimensionale). Individuare la dimensione di questi spazi vettoriali e qualche



base significativa.

2) Mostrare che un insieme finito di punti isolati di R™ non & uno spazio
vettoriale.

3) L’introduzione di vincoli sui vettori di uno spazio vettoriale puo far si che
il nuovo spazio non sia piu vettoriale. Dire se i seguenti spazi sono vettori-
ali e calcolarne la dimensione. Possiamo immaginare una regola sui vincoli
compatibili con le proprieta di uno spazio vettoriale?

i) {z = (z1,...,2,) € R Zxkzl} ii) {x € R"; z1 =0},
n—1
iii) {x €R"; 71 + 325 =0, ke Ny}, i) {z € Pusz =Y ctf},

k=1
v){z €R™ 21 >k, 2<k<n}, wv){reR, x>0},
vii) {A € Mat(n,C), tr A =0}, wviii) {A € Mat(n,C), det A =0}

Risp. i) no; ii) si; iii) si, se k = 1, no altrimenti; iv) si; v) no; vi) no; vii) si;
viii) no.

4) Sono dati k (k < n) vettori v¥), j =1,..,k di C" ed & definita la matrice
nxkM= (y(l),. v(¥)) avente come colonne le componenti di tali vettori.
Mostrare che, se il rango di M (r(M)) ¢ k, allora i vettori sono indipendenti;
se, invece, r(M) < k, allora sono dipendenti.

5) Dati i vettori y(l) = Q(l) + 2§(2), Q(Q) = cg(l) + Q(2) di uno spazio vetto-
riale V' di dimensione 2, stabilire per quali valori di ¢ € R tali vettori sono
dipendenti e indipendenti. ii) Se, ai vettori oM 0@ s aggiunge 0@ =)
stabilire per quali valori di ¢ € R i tre vettori sono dipendenti e indipendenti.
Se V = R?, disegnare tali vettori nei due casi.

Risp: vV, v® sono lin. dipendenti per ¢ = 1/2; sono lin. indip. per c # 1/2.
o@D @ U(3) Sono..

6) Dati i vettori Q(l) = g(l) + 2§(2) + Sg(3), y(z) = 2§(1) + cg(Q) + dg(3) di uno
spazio vettoriale di dimensione 3, stabilire per quali valori di ¢,d € R tali
vettori sono dipendenti e indipendenti. ii) Se, ai vettori o @ s aggiunge
v®) = ) stabilire per quali valori di ¢,d € R i tre vettori sono dipendenti
e indipendenti.

R: i) Per ¢ =4, d = 6 i due vettori sono lin. dipendenti, con 02 = 29,
Altrimenti sono lin. indipendenti. ii) Per ¢ = 4 i tre vettori sono lin.
dipendenti, con v® = 201 + (d— 6)2(3). Per ¢ # 4 sono lin. indipendenti.

7) Dati i vettori vV = (1,1,1,¢), v® = (a,1,0,0), v = (0,b,1,0) di
R*, determinare per quali valori dei parametri a, b, ¢ € R sono dipendenti o



indipendenti.
R:Sea#0, b= (a—1)/a, ¢ =01 tre vettori sono lin. dip: —ap™) 4 v® +
av® = 0. Altrimenti sono indipendenti.

8) i) Dati i polinomi py(t) = 1 + at + 2t?, pa(t) = 2 + 3t + 42, stabilire
per quali valori di a sono dipendenti o indipendenti. ii) Se p3(t) = —1 +
2t + ct?, stabilire per quali valori di a, c i tre polinomi p;(t), j = 1,2, 3 sono
linearmente dipendenti o indipendenti.

R: i) per a = 3/2 sono dipendenti, con p2(t) = 2p;(t); altrimenti sono
indipendenti. ii) sono dipendenti sia per a = 3/2 (ovvio) che per ¢ = —2
sono indipendenti per a # 3/2, ¢ # —2.

9) Dimostrare i) che due qualunque spazi vettoriali reali (complessi) aventi
diversa dimensione non possono essere isomorfi; ii) che due qualunque spazi
vettoriali reali (complessi) aventi la stessa dimensione n sono isomorfi e, in
particolare, sono isomorfi a R" (a C").

10) Dimensione di spazio vettoriale. Avendo definito come dimensione
n di uno spazio vettoriale il numero massimo di vettori indipendenti di tale
spazio, dimostrare che dim C" = n.

11) Base di uno spazio vettoriale finito-dimensionale. Avendo definito
come base nello spazio vettoriale V', con dim V = n, un qualunque insieme di
vettori {g(i) » , indipendenti, mostrare che ogni vettore v € V' ¢ esprimibile
come combinazione lineare di tali vettori.

12) Mostrare che lo sviluppo di un generico vettore v € V nella base {e(}7_,
di V' e unico.

13) Span. Avendo definito lo span (inviluppo lineare) di un insieme (finito,
numerabile, continuo) di vettori di V' come 'insieme di tutte le combinazioni
lineari finite di tali vettori, mostrare che lo span di un insieme finito di
vettori indipendenti {y(i)}le dello spazio vettoriale V', di dimensione finita
o infinita, & un sotto-spazio vettoriale V’ di V tale che dim V' =k, e che i
vettori {v(V}¥_| ne formano una base.

14) Somma diretta di spazi complementari. Avendo definito come comple-
mentari due spazi vettoriali Vi, V5 tali che V; () Vo = {0}, e avendo definito
come somma diretta V3 @ Vo degli spazi vettoriali complementari V7, Va,
quello spazio i cui elementi z € V; @ V5 sono decomponibili nella somma
T = x; + xy, dove z; € Vj, i) mostrare che tale decomposizione ¢ unica; ii)
mostrare che dim(V;, @ Va) =dimV;+dimVa.

15) Siano v, j =1,2,3 tre vettori indipendenti di R?. i) Dare una in-



terpretazione geometrica ai sottospazi V; = span(y(j)), Jj=123ell; =
span(y(i),y(j)), i,j =1,2,3, i # j. ii) Mostrare che gli spazi V}, j =1,2,3
sono complementari, mentre gli spazi V; e 1l;;, o gli spazi II;; e R? non lo
sono. iii) Mostrare che R? = span({v™,v® v®}) = Vi P Vo P Vs.

1.3 Spazi normati finito ed infinito-dimensionali

1) Dimostrare le seguenti disuguaglianze

q

b 1/p b /q
J1f@®)g(t)|dt < (f |f (%) ) (f lg(t)|? ) , %4— % =1 Holder (continua),

(X |z + wel)YP < (S lanl?)YP + (S lye?) P, Minkowski (discreta)

1/p b 1/p b 1/p
(f |f(t) |pdt> < (f |f(t)|p> + (f lg(t) |p> , Minkowski (continua).
2

2) Mostrare che, se z € C™,

o lzwye] < (S [kl P (S [kl )V, 2+ 1 =1 Holder (discreta),
1

~

n 1/p
|z]|oc := mazi<k<nlzrl, |z]lp = <Z kal”> , 1<p<oo
k=1

sono norme; e che quindi gli spazi C3, := (C",[|-|[o0); C := (C™, [|-[|p). 1 <
p < oo sono spazi vettoriali finito-dimensionali normati (nel caso di || - ||,
usare le disuguaglianze di Holder e Minkowski).

3) Dimostrare le disuguaglianze

lzlloe < [lzllp < n'7llzlleo, 2 € C™, (3)

4) Dato il vettore z € R", di componenti zj, = 1/2%, 1 < k < n, calcolare
|z]|oo € [|z]]p, 1< p < oo,

. n_1\ /P
Risp. |lzlloe = 1/2, Ilzll, = 3 (352)

5) Disegnare e confrontare tra di loro le palle chiuse ||z||c < 1 € ||z]|, <
1, p>1,per z € R? e x € R3. A che figure geometriche corrispondono?
Risp. R?: rombo di lato v/2 (p = 1), circonferenza di raggio 1 (p = 2), ...,
quadrato di lato 2 (p = oo). R3: ottaedro di lato v/2 (p = 1), sfera di raggio
1(p=2),...,cubodilato 2 (p = c0).




6) Stabilire che, se V' & uno spazio vettoriale di dimensione n, le norme
|z||so € |]2]]p, 1 < p < oo sono equivalenti, cioe che esistono a, b, ¢ € Ry
tali che: a ||z, < [lz|lc < b [[z]]p < cl|z]-

Risp. n~'/7|[z||, < ||z]loo < ||zllp < nM/P|l2]|o0, 2 € CT

) Usare la disuguaglianza di Holder per mostrare che

i) [lzll < ¥nllz|l, z € C"

i) (lzll2)? < [lz][pllzllq

Risp. scegliere: i) yp = 1. ii) yx = zj,

Spazi infinito-dimensionali

7) i) Mostrare che, se la funzione f(x) > 0 & monotona non crescente
nell’intervallo [n, N + 1], allora

N
| fade <30 < s+ [ f@yde, nNEN @)
n k n

=n

ii) Discutere le implicazioni di queste disuguaglianze per N — oo e n finito

o0
o nullo, mostrando, in particolare, che la convergenza della somma Y f(k)

k=0
00

implica ed ¢ implicata dalla convergenza dell'integrale [ f(z)dz. iii) Come
0
generalizzare questi risultati al caso di x < 07

8) Mostrare che gli spazi (I, [|-|[p), 1 < p < oo (delle successioni di R* (di
C) tali che ||z||, < 00) e lo spazio (I, || - ||so) (delle successioni di R> (di
C*°) limitate, cioe tali che ||z||c < 00 sono spazi vettoriali normati.

9) Sia z € R, con componenti xj = 1/a*, a > 1, k € N. Calcolare ||z||, e
Risp. ||zl = 1/a, ||zll, = (a? = 1)7/7

10) Siano z* = {25} en, . 5 = (n£1)/n. i) A quale spazio di successioni
appartengono? ii) Mostrare che ||21]|co = 2, ||27||co = 1.

11) Dato l'insieme delle successioni finite {g(”)}neN, con e,gn) = 0y, calcolare

e — e™], e [[e™ — €™ ||, per m # n.
Risp. [|e™) — e™|[, = 217, [|e() — e(™)]|, = 1.

12) Date le successioni z(™, n € N, tali che m](gn) = aff%, n,keNL a>1,

calcolare [|z][os, [lz®1]5, [|2?]|, [12)]]s-



1/5
R 12 = &, 12?5 = % (75) " 11201 = B, 1205 =

a®—1
25 1 1/3
ad \ a3-1 :

13) Siano I e Iy gli spazi delle successioni reali (o complesse) rispettivamente
finite e convergenti a 0. Dimostrare le seguenti inclusioni:

lfyCliClaoC---ClyCle CC™.

14) Dare un esempio di successione appartenente a l2, ma non a ly; a I3 ma
non a ls.

Risp. {1/k}ren, € l2,¢ l1; {1/VE}ren, €15, ¢ 1o

15) Dire se le norme || - ||, sono definibili negli spazi i) I, ii) Iy, iii) lo.
Risp. i) no; ii) si; iii) no.

16) Mostrare che, i) se & € I, 1) ||z]|cc < ||2]|p, ii) a differenza del caso

finito-dimensionale, le norme || - ||, e || - ||oc nON sono equivalenti.

17) Individuare i valori del parametro reale « tali che le seguenti successioni
appartengono a [,.

1 2 2 n

i) sin(l/n®): i) nfe="%: ip) n®ean.
TS i1) sin(1/n%); dii) n“e™ " ; iv) n% ,v)(

1—i—n2)0‘;
, <\sinn|>°‘
vi) | —— | .
n

Risp. i) e ii): @ > 1/p, iii) « € R, iv) a <0, v) o> B vi) a > 1/p

18) Definiti gli spazi normati Cpla, b] = (Clqp), ||+ [lp) delle funzioni continue
nell’intervallo [a, b] tali che

1/p

b
1)y = / Fopd| <o

e lo spazio normato Cxla,b] := (C[a,b],|| - ||c) delle funzioni continue in
[a, b] con la norma del sup (uniforme)

1 )loo := suprefal f(B)];

dimostrare che:
i) Cp(R) C Cy(R), 1 <p<gq.



i) [1F()llp < (0= a) P ()lloo, [ € Clagy-

iii) A differenza del caso finito dimensionale, le due norme non sono equi-
valenti.

iv) Dedurre che la convergenza uniforme della successione di funzioni f,,(t) €
Clay 2 f(t) implica sia la convergenza nella norma || - ||, che la convergenza
puntuale Vt € [a, b].

19) Dato lo spazio delle funzioni continue in [a, b], ad eccezione di un insieme
finito di punti ¢; € [a, b], intorno ai quali vale la disuguaglianza

Ci
) < ———
£ < =y

mostrare che, se f € Ly[a,b], allora f € Lg[a,b], p > q.

20) Consideriamo 'insieme dei monomi {t"},en C C[0, 1]. Mostrare che ¢"
converge a 0 in media quadratica: |[t" — 0[] = (2n + 1)~/2 — 0, mentre
non converge a 0 nella norma uniforme: |[[t" — 0||c = 1. Spiegare questa
differenza tra le due norme mostrando che t" converge puntualmente ad una
funzione discontinua in [0, 1].

21) Indiduare i valori dei parametri reali a tali che le funzioni indicate
appartengano a Li(R), La(R).

. a

Dlalre i lales i) o) (R
Risp. (i) Li(R) : a > —1, La(R) : o > —1/2; i) Li(R): —1<
a <0, Ly(R) : —1/2 <a < 0; i) Li(R): a>1, Ly(R): a >

3/4; iv) Li(R): a>1, Ly(R): a>1/2.

22) Indiduare i valori dei parametri reali a e 3 tali che le seguenti funzioni
siano L1, Lo negli intervalli specificati.

1 1 e ®
. 0 _ . 7
Z) \/m|3_x2’a7 [ 7OO>7 Zl) |2—£L’2’O‘, ( OO7OO>
i) S Lt i) el sing, 0.0 0) == (<o0,00)
i) ———— [—1,1]; iv) |x|%*sinx o0): W —00,00);
11—z’ Y R x4+ 822 + 1
) 22 + 2az — 3al®, ( ) wid) i (—00, 00)
V1) |x ar — 3a —00,00); 7 (—09, ;
’ 1 —coshz
—(14a)x? —2z h( )
e .. e *cosh(ax
viii , (—00,00);  iz) —s————2. [0,00);
) |22 — 2 — qf ( ) )a:2—|—7r/2+a [0, 00)



e~ " sinh(ax)

. ; 2 _ a [_ .

x) P [0, 00); xi) |2z 3+ 2a)x + 3|, [—2,0];
xii) —’x|3a ;
x4+ 822+ o’

Risp. i) L1]0,00) : 1/4 < a <1, L3]0,00): 0 <a<1/2; i) Li(R): a<
1, Ly(R) : a < 1/2; i) Li[-1,1),Lo[~1,1] : o < 0,V5;
i) L1]0,00) : —2<a < -1, Ls[0,00): -3 <a<—3; v)L1(R): —1<
a<3, LaR): —1/2<a<7/2; vi) [1(R): =3 <a<—-1/2, Ly(R): —
3<a<—1/4; wii) [i(R): —1<p<1, a>1/2, Ly(R): —1<f8<
1, a>3/4; wiii) [i(R): —1<oa, Ly(R): —1<a<—1/4;..

23) Indiduare i valori dei parametri reali « e 3 tali che le seguenti funzioni
siano L negli intervalli specificati.

i)z %Inzx, (0,1); )2z “Inz, (1,00)

Risp. i) a < 1;ii) a > 1

1.4 Spazi metrici; proprieta metriche di spazi vettoriali nor-
mati; densita, completezza, basi

1) Mostrare che {z € R™; ||z||2 = 1} & uno spazio metrico, definendo come
distanza la lunghezza dell’arco di geodetica congiungente ogni coppia di
punti dello spazio, ma non ¢ uno spazio vettoriale normato.

2) Mostrare che un insieme I di punti isolati di R & uno spazio me-
trico, definendo come distanza, ad esempio, quella euclidea: d(z,y) = |z —
yl, =,y € I, ma non & uno spazio vettoriale normato.

3) Mostrare che uno spazio vettoriale normato & anche uno spazio metrico
dotato della distanza d(z,y) = ||z — y||.

4) Dato lo spazio metrico (M, d), mostrare che la sfera (palla) aperta B(z, r)
{z € M; d(z,zy) < r} e chiusa B(zy,r) = {z € M; d(z,z,) < r} sono
rispettivamente insiemi aperti e chiusi.

5) Un sottoinsieme (S,d) C (M,d) e detto i) “limitato” se & contenuto in
qualche palla; ii) “totalmente limitato” se, Ve > 0, esiste un insieme finito di
punti X, = {zy,...,2,,} (detto € - reticolo) tali che, Vz € S, d(z,z;) < e,
per qualche z; € X, (ovvero S ha il ricoprimento finito: S C Up_, B(xk, €)).
i) L’insieme dei punti {(m,n), m,n € Z} C R? & un € - reticolo per quale
valore di €7 ii) Mostrare che, se S ¢ totalmente limitato,

10



a) S ¢ limitato; b) non si pud costruire una successione {g(j)}jeN C S tale
che d(y(i),g(j)) > €p, per ogni €q.

6) Mentre, nel caso finito dimensionale, un insieme limitato ¢ anche to-
talmente limitato, nel caso infinito dimensionale cido non & vero. Mostrare
infatti che la palla B(0,1) ¢ un insieme limitato ma non totalmente limitato
in (I, || - [lp) e/o in (Iso, || - |loo) (si utilizzi la successione {e(™},cy, con

em’ = Snm.)-

7) Mostrare che, in uno spazio metrico (M, d) completo, le nozioni di sot-
toinsieme S C M chiuso e completo coincidono.

8) i) Mostrare che, in uno spazio metrico (M, d), un sottoinsieme S C M
¢ compatto se e solo se ¢ completo e totalmente limitato (questo risultato
generalizza, al caso infinito - dimensionale, il teorema di Heine - Borel, che
afferma che un insieme S C R™ & compatto se e solo se ¢ chiuso e limitato).

9) i) Dare un esempio di insieme chiuso e limitato che non ¢ compatto
(vedere gli esercizi 6 e 8). ii) Dare un esempio di sottoinsieme che non &
aperto, né chiuso e né compatto. iii) Mostrare esempi di sottoinsiemi chiusi,
ma non compatti.

10) Mostrare che ogni sottoinsieme S chiuso dello spazio metrico (M, d)
compatto € compatto.

11) Mostrare che [; & denso sia in (lo, || - ||oo) che in (Ip,]] - |[p); ma non &
denso in (loo, || - |]oo)-

12) Mostrare che: i) Iy non ¢ chiuso in (I, || - ||cc); i) I, non & chiuso
in (lso, || - ||oo); iil) o € chiuso in (I, || - [loo); 1v) lo € la chiusura di [, in

(loos ||  loo); ¥) lq € la chiusura di I, p < g, in (Ig, || - |lq))-

13) Data la successione di successioni z(™), con m,(cn)

= m, i) qual’e lo
spazio l,, p > 1 pill piccolo a cui appartiene? ii) Determinare la successione
z = {xy} alla quale converge per componenti (puntualmente), ed individuare
lo spazio I, ¢ > 1 pil piccolo a cui z appartiene. iii) Mostrare che ||z —
Z||soc — 0 per n — oo e dedurre qualcosa sulle proprieta di chiusura di [, in
(loor | o).

R. i) Iy i) {k7Y0}en, € s iil) 2™ — 2|jc = 1/(n + 1) — 0, 4y non &

chiuso in (oo, ||+ [|oo)

14) Mostrare che se, in uno spazio metrico (M, d), i sottoinsiemi A C B C C
sono tali che A € denso in B e B ¢ denso in C, allora A ¢ denso in C.

15) Utilizzando la completezza di R e C, dimostrare che R} e C} sono
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completi.

16) Utilizzando la completezza di C, mostrare che gli spazi (Ip, ||-]]), p > 1,
€ (I, || - ||oo) sono completi.

17) Mostrare che lo spazio Cesla,b] = (Clay, || - ||c) & completo, mentre
lo spazio Cpla,b] = (Cap)s || - [|p) non lo & (per quest’ultimo punto basta
trovare una successione di Cauchy {f,(t)} C Cl,p che converge ad una
funzione discontinua). Qual’e allora il completamento di Cpla, b]? Vedere i
prossimi esercizi.

18) Gli spazi Ly[a,b] come completameto degli spazi Cpla,b].
a) Sia x g () la funzione caratteristica dell’insieme misurabile £ C R: xg(z) =
0, x ¢ E, xg(x) =1, x € E. Si definisce funzione u-semplice la funzione

f,u(l') = ch’XEk(x)?
k

dove gli insiemi Ej sono disgiunti e la loro unione coincide con [a,b]. Le
funzioni p-semplici coincidono con le funzioni costanti a tratti, quando gli
insiemi misurabili Ej sono intervalli ordinari di [a, b]. Vale il seguente risul-
tato (da giustificare in modo qualitativo):

Ogni funzione f(x) € Lsla,b] é approssimabile in media quadratica (in
norma || - ||2) da successioni di funzioni p-semplici f,,(x) (cioé lo spazio
delle funzioni p-semplici é denso in Lo nella norma || - |]2).

b) Mostrare che, per ogni funzione f(x) costante a tratti (o, pilt in generale,
per ogni funzione p-semplice), esiste una successione {f,(x)} di funzioni

continue che converge ad essa nella norma || - ||2 (in media quadratica), ma
non nella norma uniforme || - ||. Cioe lo spazio delle funzioni continue
¢ denso, rispetto alla norma || - ||2, nello spazio delle funzioni p-semplici.

Suggerimento: per convincersi di cio, basta mostrarlo per la funzione gradino
H(z): H(xz)=0, x <0, H(z) =1, x > 0, scegliendo la successione:

0, T < —%,
fn(z) = %w—i—%, —% §1x§ %, (5)
1, X Z n

Allora: ||f, — Hl||2 — 0, n — oo, mentre ||f, — H||co = 1/2, V¥ n. Dedurre
che lo spazio delle funzioni continue ¢ denso in Ly: Cla, bl = La[a, b]

c) Mostrare che lo spazio {f € C|—m, 7], f(—m) = f(7)} & denso Ca[—m, 7]
e, quindi, in Lo[—m, 7].

19) Meditare ed, eventualmente, dimostrare (con 'ausilio di qualche libro di
testo) i due teoremi di Weierstrass qui sotto riportati sull’approssimazione
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di funzioni continue mediante polinomi e polinomi trigonometrici.
Il primo teorema di Weierstrass. Se f(t) € C[0,1], allora la successione di
polinomi {P,(t)} definita da

:kzzof <:> ( :z >tk(1—t)”_k

converge uniformemente (ciog, nella norma del sup) a f (), su tutto I'intervallo
[0,1]. Cioe lo spazio dei polinomi & denso in (Cjg 15, || - ||oo), € quindi anche
in C,|0,1].

Il secondo teorema di Weierstrass. Se f(t) € C|—m,n] ed ¢ periodica di pe-
riodo 27, allora, Ve > 0, esiste una successione di polinomi trigonometrici:

Fo(t) = \ﬁ NG <Z ay, cos kt + Z by sin kt)

tale che |f(t) — F,,(t)| < €, uniformemente in ¢ € [—m,7]. Cio¢ lo spazio
dei polinomi trigonometrici ¢ denso in {f € C|_; r; f(—7) = f(m)} nella
norma uniforme, e quindi, dall’esercizio 3.0.3 - 15), anche rispetto a || - ||,.

Insiemi completi di vettori, basi e separabilita

20) Qual’e lo span dei seguenti insiemi di vettori?

i) span{e}k c C”, el(j) =0j;, k <n,

i) span{e@)}? c C", el(j) =i,

iii) span{g(”)}neN, e,gn)

iv) span{t*}r—o,. n-1,
v) span{t" },en-.

Risp. i) {z = (1, .., 7,0, ..,0) € C*, z; € C} C C", isomorfo a C¥, k < n;

ii) C™; iii) insieme Is delle successioni finite; iv) insieme P,, dei polinomi di

grado n — 1; v) insieme dei polinomi.

21) Mostrare che

= 5nk7

i) span ({e(™ }nen) = Iy & denso negli spazi (Io, || |loo) © (p-|| - [l)), ma non
i (loos || - [[oo)-
ii) L’insieme dei vettori {e(™ },,cn & una buona base di (Io, ||-||o0)) € (p, |||[p)-

22) Mostrare che:

i) span({t"},en)=spazio dei polinomi ¢ denso in Cy[a, b], e quindi anche in
Cpla,b).

ii) L’insieme dei monomi {t"},cn € una buona base di C[a,b] (e quindi di

Cpla,b]).
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23) La base di Fourier. Mostrare che:
i) span ({e"},cz ) =spazio dei polinomi trigonometrici & denso in { f € C[—m, 7],

f(—m) = f(m)} nella norma uniforme, e quindi anche rispetto a || - ||,.
ii) L’insieme dei monomi trigonometrici {e"'},cz ¢ una buona base di
{f € Cl—m, 7|, f(—m) = f(n)}, nella norma uniforme e in quella || - ||,.

iii) Poiche lo spazio {f € Cy[—m,n|, f(—n) = f(m)} & denso Cy[—m, 7] e,
quindi, in Lo|[—m, 7]; dedurre che I'insieme dei monomi trigonometrici ¢ una
buona base (la base di Fourier) in Lo[—m, 7].

24) Mostrare che gli spazi metrici i) Ry, i) R7,

vi) Clqp), vii) Cpla, b] sono spazi metrici separabili.

iii) Cp, v) C}, v) Iy,

Risp. i corrispondenti sottoinsiemi densi e numerabili sono i) Q, ii) Q", v)
I'insieme delle successioni limitate di razionali; vi),vii) I'insieme dei poli-
nomi a coefficienti razionali.

25) Convergenza uniforme ed in media per spazi di successioni.

Mostrare che, dalla disuguaglianza ||z|| < ||z||p, 2 € [, segue che, per
spazi di successioni, la convergenza in media implica la convergenza uni-
forme.

26) Mostrare che i) la successione z(™), a:;n) = ﬁ converge uniforme-

mente alla successione 0, ma non appartiene a l; ii) la successione z™ el s
x,gn) = n%, a >0, k <n, x,(cn) = 0, k > n converge uniformemente alla
successione 0, mentre converge a 0 in norma p solo se a > 1/p; iii) la suc-
cessione z(™ € ly, x,(cn) =1, k<n, xén) =0, k > n e tale che Hg(”)Hoo =1
e ||z, = n'/P. Verificare che, in tutti questi casi, la disuguaglianza
l|z||loo < ||2||p, z €1, dell’esercizio precedente ¢ verificata.

27) Convergenza uniforme, in media, in media quadratica e puntuale per
spazi funzionali.

i) Usando le disuguaglianze || f(t)[|, < (b—a)"/?||f(t)lloo € [|f]]1 < Vb —al|f]l2,
f € Cla,b] (per la seconda, si usi la disuguaglianza di Cauchy - Schwartz),
mostrare a) che la convergenza uniforme (nella norma del sup) in [a, b] im-
plica sia la convergenza puntuale che quella in Lyla,b], 1 < p; ii) che la
convergenza in media quadratica implica la la convergenza in media.

ii) Mostrare che la convergenza in L,la,b] non implica né la convergenza
uniforme né quella puntuale.

iii) Mostrare che la convergenza puntuale non implica quella uniforme e
neppure quella in media.

Sugg. Per il punto ii), considerare i seguenti esempi. a) la successione di fun-
zioni fp(x) = e ™ in (0, 1), mostrando che: ||f, —O0l||, = (1 —e™")/(np) —

14



0, n — oo, mentre ||f, — 0||cc = 1, V n (in questo caso, f,(x) converge
a 0 in (0,1) anche puntualmente). b) La successione f,(z) delle somme
parziali di Fourier; essa converge a f(x) € Ls[a,b] in media quadratica:
|| fn(z) — f(z)||]2 — 0 ma, in generale, non converge puntualmente (basta
scegliere f(z) discontinuo), e quindi non c¢’¢ neppure convergenza uniforme.
c) La successione di funzioni

{fl(l)a f1(2) (2) fl 2(3)5 fég)v (4)7 f2(4) f4 1 ’ } definita cosi’:

e ={ g vep = ()

mostrando che fi(k) (x) converge a 0 in media quadratica: Hfi(k) (x)—0|]2 — 0,
ma non converge in nessun punto dell’intervallo, poiche, per ogni x € [0, 1],
esiste un valore di (7, k) arbitrariamente grande tale che fi(k) (z) = 1 oppure
f(k) (x) = 0; inoltre ||fi(k) () = 0]|co = 1. Per il punto iii), si consideri infine

1
no={ " b )

la successione
1

mostrando che f,(z) converge a 0 puntualmente in (0, 1), mentre || f,,—0||2 —

Lellfn—0]loo = vVn — 0.
1.5 Spazi euclidei

1) Mostrare che i vettori v = (1,1), v® = (2, —4) € C? sono indipendenti;
quindi ortonormalizzarli.

R e® = 2(1,1), e = /2(1+ )(1,-1)

2) Mostrare che i vettori o) = (1,0, -1), v® = (3, -2i, 1), v = (4+
i,—1 — 67,2+ i) € C3 sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli.
R. eV = %(1,0, —1), e® = %(1, —2i,1), e = %(i,—l,i)

3) i) Mostrare che i vettori o) = (1,0,0), v® = (a,1,0), v® = (¢,b,1) €
C3, a,b,c € C sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli. i) Mostrare che
i vettori v = (1,0, 1), v® = (3,-24,1), v® = (444, -1—6i,2+1) € C>
sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli.

R. i) {e@}3, &) = 5;p; ii) M) = %(1,0,_1), e — 7(1 —i,1), e® =
2(1,2i,1)
4) i) Mostrare che i vettori o) = (0,0,1), v® = (1,4,a), ® = (b,i(b —
2),c¢) € C3, a,b,c € C sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli. ii)

15



—x

Mostrare che le funzioni f = e™*, g = xe™” sono indipendenti in L2[0, 00),

e ortonormalizzarle

: 1) _ 2) _ 1
R. i) eV = (0,0,1), e = —(
2e77, @ (z) = 2v/2(z — $)e™?.

5) Dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz: |(y,z)|* < (y,y)(z, z)

1,4,0), Q(g) = \/Li(l?_’ho)' ii) 6(1)($) =

e usarla per mostrare che ||z|| := \/(z,z) & una norma; dedurre che uno
spazio euclideo ¢ anche normato e metrico, con distanza d(z,y) = ||z — y||

6) Dimostrare il teorema di Pitagora: Se i vettori {z(®)}7

allora

sono ortogonali,

1> e®™IP =" lz®2. (8)
k=1 k=1

7) Tensore metrico i) Mostrare che, se la base {e)}? di uno spazio euclideo
E non ¢ ortonormale, allora, Vz,y € F,

n
z,y) =Y giZy;,  gij = (e, ). (9)
ij=1
ii) mostrare che la matrice (n x n) g = (g;;) € hermitiana non negativa (si
verifichi che (z,2) > 0, Va; € C).
La matrice (g;;) € detta “tensore metrico”. Se E & uno spazio pseudo-

euclideo (come lo spazio di Minkovski), la matrice g € solo hermitiana.

8) Mostrare che:
i) C4 & uno spazio euclideo, con prodotto scalare

(&n): Zflmk, §&necCn (10)
k=1
ii) La sua base ortonormale canonica & data dai vettori {e?)}7, e i dji-

iii) Valgono le seguenti disuguaglianze:

| > &Geml* < <kZ ’ka) <k21 \T]k|2> , disug. di Cauchy-Schwartz
= =1 =

k

—_

" 1/2 n 1/2 " 1/2
(Z I +77k|2> < (Z |§kl2> + <Z |77k|2) , disug. di Minkowski
k=1 k=1 k=1
(11)
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9) Mostrare che:
i) lo spazio ls ¢ euclideo, con

(€n) = Z ke, €1 € Lo (12)
=1

ii) La sua base ortonormale canonica & data dai vettori {e)}7, egj ) = i

e valgono le disuguaglianze presenti nell’esercizio precedente, sostituendo n
con oo.

10) Mostrare che:
i) lo spazio Mat(n,C) delle matrici (n x n) a coefficienti complessi € uno
spazio euclideo, con prodotto scalare

n
(xyy:wQWY) =Y Xy, |, XY € Mat(n,C),  (13)
i,j=1
dove XT = XT ¢ la matrice hermitiana coniugata (aggiunta) della matrice

X, di componenti (XT)Z-]- = Xji;
ii) la norma e la distanza euclidea di matrici sono quindi date da:

. 1/2
1 X1l2 = (Zl !Xz'j\2> :
w= (14)

. 1/2
X =Yz = ( > |Xz‘j—Yz‘j!2> ;

1,j=1

iii) valgono le seguenti disuguaglianze:

| Z Yij}/ijF S (Z |XU‘2) (Z |}/’ij|2>7 Cauchy—Schwartz

1,j=1 1,j=1 1,j=1
1/2 1/2 1/2
n n n

(Z | Xij ‘|’Yij|2> < (Z |Xij|2> + ( > |Yij’2> ; Minkowski;

ij=1 ij=1 ij=1
(15)

iv) la base ortonormale naturale & { () ij=1, dove
(B = 6105 (16)

11) Mostrare che:
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i) lo spazio P,, dei polinomi di grado (n — 1) & uno spazio euclideo di dimen-
sione n, con il prodotto scalare

b
g) = / F@a(t)dt: (17)

ii) la norma e la distanza euclidea sono quindi date da:

1/2

Ifll2 = (f. )? = (f\f |2dt> ,
, 12 (18)
d(f.g)=If —gllo=(f—g.f—9)'* = (f £ (t) - g(t)\?dt) :

a

iii) valgono le seguenti disuguaglianze:

b b
| [ f(t)g(t)dt|* < <f|f(t)|2dt> (f lg(t |2dt> , Cauchy-Schwartz

1/2 , 1/2 1/2
<f|f |2dt> < <f|f(t)|2dt> (f lg(t |2dt> ,  Minkowski.

(19)

iv) i vettori {#/~1}% sono indipendenti (quindi formano una base) ma non
ortogonali.
v) Ortogonalizzarli, nell'intervallo [—1, 1], ottenendo:

1 3

1, t, t2— =, 3 — ¢,

3 5
vi) Verificare che questi polinomi ortogonali coincidono, a meno di costanti
moltiplicative, con i polinomi di Legendre L (t) (che sono ortogonali ma non
ortonormali):

Li(t) = id—k(ﬂ D k=01
P ok kL atk o
vii) Costruire infine la base ortonormale {P;(t)};en:
3 3 /5 1 5 |7 3
Py(t) =1, Pi(t) = y/=t, Po(t) = =4/ =(t* = 2), P3(t) = =4/ = (3 — =1), ..
0 =1, P =2 m =220 1), o =2 Te - 2,

12) Mostrare che gli spazi Ca[a, b] e La|a, b] sono euclidei rispetto al prodotto
scalare definito nell’esercizio precedente, nel quale sono indicate anche le
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corrispondenti norma e distanza, e le disuguaglianze di Cauchy-Schwartz e
Minkowski.

13) Usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz |(f,g)| < ||f||2]lg]l2 per
ottenere le disuguaglianze:

Fglle < 1If112llgll2, Al < Vo —allfll2, f.g€ La

e dedurre che i) f,g € Ly = fg € Ly;ii) f € Lsla,b] = [ € Lila,b].

R. Scegliere i) g(t) = %Ig(t)l eii) g(t) = %

14) Dimostrare che, se lo spazio euclideo & separabile, allora esiste in esso
una base ortonormale. (Suggerimento: la separabilita implica l'esistenza di
una base numerabile {g(j)}jeN; da essa, usando il procedimento di Gram-
Schmidt, trovare un insieme di vettori ortonormali {g(j N jeN, mostrando che,
ad ogni passo finito n, span({z?)}7)=span({eV}}), e che quindi I'insieme
di vettori {e!)} ey & la base ortonormale cercata).

15) Sia S un sottospazio dello spazio euclideo E, e sia {Q(j)};v:l (N finito o
infinito) una base ortonormale di S. Mostrare che, dato il generico vettore
€k,

i) il vettore di S che meglio approssima x

N
2N = S g6
e =28 (20)

(A
& = (g(z),g), coefficienti di Fourier di z rispetto a {Q(j)}é-v:l.

ii) il vettore zN) & la “proiezione ortogonale” di z € E su S, verificando
cioé che il vettore (z — () & ortogonale a tutti i vettori di S;
iii) vale la disuguaglianza di Bessel:

N
[E (= 1 (21)
i=1
iv) Se, Vx € E, vale la relazione di Parseval:

el =) l&P, (22)
i=1

il sistema di vettori {g(j)};";l ¢ una vase ortonormale di F.

16) Dimostrare il seguente teorema: CNES affinche gli elementi della suc-
cessione numerica { }7° siano i coefficienti di Fourier di un certo z apparte-
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nente allo spazio di Hilbert H separabile, rispetto ad una base ortonormale
{eD}%2,, & che {&}5° € L.

17) 1l teorema precedente mostra che, introdotta una base ortonormale
{g(j)};-’;l nello spazio di Hilbert H separabile, viene stabilita una corrispon-
denza biunivoca tra H e ls:

zreH & {z1)5° € ly, ap = (e, 2). (23)
Mostrare che tale corrispondenza biunivoca ¢ un isomorfismo sia lineare:
ax+ By € H & {azxk + By }° € b2 (24)

che euclideo:

(z,9) =D Trys- (25)
=1

18) Complemento ortogonale. Definire il complemento ortogonale S+ di
S C E, rispetto allo spazio euclideo F, come l'insieme dei vettori di F
ortogonali a tutti i vettori di S, e dimostrare che:

i) NSt = {0},

ii) ogni vettore z € E ¢ esprimibile in modo univoco nella forma y + z, con
y €S, z€ S+ (quindi: E=5aS),

iii) S+ & un sottospazio chiuso di E.

1.6 Funzionali lineari e distribuzioni

1) Un funzionale lineare sullo spazio vettoriale V' & un operatore f: V — C
tale che:

flaz + By) = af(z) +Bf(y), ,B€C, z,yeV.

n

a)Sex e C"e {Q(k)}? ¢ una base di C", con z = > ze®), mostrare che
k=1

I'operatore e; che, applicato a z, ne seleziona la componente j - esima z;

(rispetto alla base {e(®)}):

ej(z) = x; (26)
¢ un funzionale lineare.
b) Poiche il generico funzionale f sul generico x € C™ agisce nel seguente
modo:

f@)=>" fuzr, fr€C,
k
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esso ¢ esprimibile come combinazione lineare dei funzionali e;:

F=> frer.
K

L’insieme dei funzionali {e;}7 € quindi una buona base nello spazio dei
funzionali su C"; essendo inoltre soddisfatte le condizioni

ej(e™) = o,
questa base & detta la base duale della base {e™}7 di C™ e gli {fx}}_, sono

le componenti def funzionale rispetto alla base {e;}7.

2) i) Usare i risultati dell’esercizio 1 per mostrare che l'insieme dei funzionali
lineari sullo spazio vettoriale V' & esso stesso uno spazio vettoriale V*, detto
il duale di V, tale che, se f, f2) € V*, allora:

(@f D+ B/P)(@) = afD(x) + B/ P (x), VzeV, a,fEC.

ii) Se {e(®}7 e una base di V e {e;}7 & la base duale di V*, allora il generico
n

funzionale f = " frey € rappresentato, nella base {e;}}, dal “vettore riga”
k

k)

n
(f1,.., fn), mentre il generico vettore z € V: z = > z,e®) & rappresentato

k=1
dal “vettore colonna” (21, ..,2,)7, e azione di f su z

fl@) =" fum
K

¢ descritta dal prodotto riga per colonna.

3) Altri esempi di funzionali lineari.
a) Se z = {x}3° € lo,

oo
F@) =" fexr,
k=1
con {fx}3° € l2, & un buon funzionale lineare.

b) Il generico funzionale lineare su ¢(t) € Cla, b] ¢ descritto dall’integrale:

b

f(g) = / F(Op(t)dt, f(t) € Cla,b)

a
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¢) Nello spazio euclideo C%, il prodotto scalare

n
(a,z) = Z ATy
k=1

€ un buon funzionale lineare. Che relazione intercorre tra le componenti del
vettore a e le componenti del funzionale lineare f? (R. fx = ax)
d) Nello spazio euclideo ls, il prodotto scalare

oo
(a,2) = Z ATk
k=1

€ un buon funzionale lineare.
e) Negli spazi euclidei Cs[a, b], L2[a, b], il prodotto scalare

b
F(g) = (a,0) = / ap(t)dt, a(t),p(t) € Calab.

a

¢ un buon esempio di funzionale lineare.
f) l'operatore dz, : Cla,b] — C definito dalla

510(90) = 90(.%'0), (P(x) € C[a? b]? To € [aab]a (27)

¢ un buon funzionale lineare, detto “delta di Dirac”.

4) Sia f: N — C un funzionale lineare sullo spazio vettoriale normato N;
i) dare le definizioni di continuita e limitatezza del funzionale. ii) Mostrare
che: a) se f & continuo in 0, allora & continuo in N; b) f & continuo se e solo
se ¢ limitato sulla sfera unitaria: supy<1/f(z)| < oo.

5) Mostrare che l'insieme dei funzionali lineari limitati sullo spazio vettoriale
normato N forma uno spazio vettoriale, con:

(afy + Bf2)(z) = afi(z) + Bf(z), Vz e N, a,8 € C.

esso stesso normato, il duale N* di N, la cui norma, e definita cosi:

flz z
= sup @ i 2= s 1f@ (@9)
lzlin0 2N g0 " 2N g y=1
da cui segue la disuguaglianza:
|f(@)] < |[flIn=]|z||~, |]z]|v # 0. (29)
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6) Le norme di funzionali importanti.

i) Mostrare che, se z € C§, e f(z) = (a,z), con a € C§, allora ||f|| = ||al|2-
ii) Mostrare che, se ¢ € Cxla,b], e F(p) = fab (t)dt, allora ||F|| =b— a.
iii) Mostrare che, se ¢ € Cxla,b], e F(p) = fff(t)go(t)dt, con f € Clay),
allora || F|| = [|f|]1.

iv) Mostrare che, se ¢ € Cula, b], € dz,(p) = p(20), allora ||dz,|| = 1.

v) Mostrare che, se ¢ € Lafa, b], € d5,(¢) = ¢(x0), allora d,, non & limitato.

7) Norma indotta da N su N*. Dati i funzionali lineari

b
f@) =Y fun Fio) = [ £00(0), (30)
k a

dove le f sono le componenti del funzionale f e f(t) & la funzione che
rappresenta il funzionale F', mostrare che: i) se {zy}reny € [, = N, allora

Il = [|fllg, con 1/p+ 1/q = 1; cioe che f € [, = N*. Trattare anche i
casi degeneri in cul p = 1, = 00 e p = 00,q = 1. ii) Se ¢(t) € Ly[a,b],
allora ||F|| = ||f||4; cloe N* = Ly[a,b]. Trattare anche i casi degeneri in cui

p=14¢g=00ep=o00,¢g =1 Suggerimento: usare la disuguaglianza di
Holder...

8) Convergenza forte e debole di vettori. Una successione di elementi
{z(™} dello spazio normato N
a) converge fortemente, o in norma, a x se:

Hg(”) —z|| =0, n— oo
b) converge debolmente, o per componenti, a x se, per ogni funzionale lineare
fenN™
f@™) = f@)] =0, n— oo,

9) Mostrare che, in [, 0 in C", se si scelgono come funzionali gli elementi della
base duale {e;}, allora la convergenza debole coincide con la convergenza
“per componenti”:

lej (™) — e;(z)] = |27 — 25| — 0, n— oo, Vi.

10) Mostrare che la convergenza forte implica la convergenza debole, es-
sendo:

£z = f@)] = [f@™ —2)] < [|f]]|z") — 2],
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iii) Dare un esempio in cui la convergenza debole non implica quella forte.
iv) Mostrare che, se lo spazio ¢ finito - dimensionale, la convergenza debole
implica quella forte.

11) Convergenza forte e debole di funzionali lineari. Data una suc-
cessione di funzionali lineari {f(™} € N* su N; essa:
a) converge debolmente a f € N* se, Vo € N:

1M (@) - f(@)] = |(f™ - f)(2)] = 0, n— .

b) converge fortemente, o nella norma di N*, se ||f™ — f|| = 0, n — oc.
i) Mostrare che la convergenza forte implica quella debole, usando la dis-
uguaglianza |f(z)| < ||f||n+||z||n dell’esercizio 5, ma che il contrario non &
Vero.

ii) Mostrare che la successione di funzionali {f(} converge debolmente al
funzionale f se e solo se | (™ (e))— f(eD)]| = |(f™ = f) (D)) — 0, n — oo,
per ogni elemento della base {e\)} di N.

12) Lemma di Riemann - Lebesque. i) Mostrare che le successioni di fun-
zionali lineari { Sy, }nen € {Ch }nen, definite da:

Sn(p) = /sin(nx)go(ac)dac, Cn(p) = /cos(nx)cp(:v)d:):

convergono debolmente a 0, se lo spazio delle funzioni di prova ¢ & Li[—m, 7.
Suggerimento: conviene scegliere ¢ in C'[—m, 7] (che & denso su L;[—, 7]
nella norma || - ||1) e integrare per parti. ii) Mostrare invece che {Sy }nen
e {Cp}nen non convergono fortemente a 0 (mostrando, ad esempio, che
|| cos(nz)||1 =4 e || cos(nx)||eo = 1).

13) Distribuzioni come funzionali lineari. i) Un funzionale lineare ¢ una
trasformazione lineare F' da un opportuno spazio vettoriale di funzioni, non
necessariamente normato, come, ad esempio, lo spazio di Schwartz S delle
funzioni C*°(R) che vanno a zero per |z| — oo piu rapidamente di ogni
potenza, o come lo spazio K delle funzioni C*°(R) che si annullano con
tutte le derivate al di fuori di un intervallo I. Tale trasformazione ¢ ben
rappresentata dall’integrale:

Fwwaéﬂ@w@m,weS@Kx

Quindi c¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra il funzionale F' e la funzione
f(z) sotto integrale; se f(z) & “regolare”, allora il funzionale & detto regolare;
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altrimenti ¢ detto “singolare”. Funzionali lineari regolari e singolari sono
anche detti “distribuzioni regolari e singolari”.

La funzione ¢(z) € S (€ K) & detta “funzione di prova”. Gli spazi
in questione sono cosi ristretti da non essere normati; ma piu & ristretto
lo spazio delle ¢ e piu ricche sono le proprieta dei funzionali lineari (dis-
tribuzioni) definibili su di esso. Pur non essendo normati, negli spazi di cui
sopra & definita una nozione di convergenza. Ad esempio, Una successione
{¢n} di K converge a una funzione ¢ € K (¢, — ¢), se:

. dion(t) _ dRe(t)
R

=0,1,..
uniformemente in I. Allora un funzionale lineare su IC € continuo, se
lim [F(¢n) — F(p)| =0
n—oo

quando ¢, — .

i) Mostrare che, se f(t) € L1(R), allora il funzionale f ¢ continuo, stabilendo
la disuguaglianza:

[f(on) = f(@)] = I/Rdtf(t)(wn(t) — (1)) < max fn(t) — @))] [/l

te

Punto materiale, carica puntiforme, forza impulsiva e delta di
Dirac.

14) Si mostri, attraverso un procedimento di limite opportuno, che la densita
di massa di un punto materiale, la densita di carica di una carica puntiforme
e una forza impulsiva sono manifestazioni diverse della delta di Dirac. Per
fare questo:

i) Si consideri una massa unitaria, distribuita uniformemente su un seg-
mento di lunghezza € = 2/n centrato intorno ad un punto qualsiasi x¢; la
corrispondente densita di massa vale:

n _ 1

0, se |z—uxo|>1.

che da in effetti una massa unitaria:

1
/ dxo,(x — z9) = /dyén(y) =1.
—o0 _1
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ii) Si osservi che, mentre il limite puntuale, per n — oo, della successione di
funzioni 0, (x) non ¢ ben definito, in quanto:

lim 6, (z — o) = { 00, se T = o, (32)

n=00 0, se x # xg,

I'integrale di d,(z) (la massa) resta ben definito anche nel limite, contin-
uando a valere 1:

lim dxdn(z) = 1.
iii) Si mostri che:
Jim [ deoo — ao)p(a) = p(ao). @

dove ¢(z) € una qualunque funzione di L1 (R) e continua in xg.
I fisici introducono la “funzione generalizzata”, o “distribuzione”, é(x — xg)
(detta “6” di Dirac) come quell’oggetto matematico definito dall’equazione

precedente:
o0

/ dx6(x — 20)p() = (o), (0)

— 0o
immaginando di passare al limite sotto il segno di integrale nella formula (a)
ed identificando:
lim d,(z — z9) = d0(x — x0)

n—oo
(cosa delicata, dal punto di vista matematico, dato che tale limite non esiste,
come gia notato, in senso stretto). Il fisico con una buona base matematica
sa, comunque, che 'espressione (b) va interpretata nel senso della formula
(a). In questo senso si dice che la successione di funzioni é,(x — xg) € una
rappresentazione della §(x — xg) di Dirac per n — oo.
iv) Mostrare che:

b

xg), a<xg <b;
/dm(m_mo)gp(@ _{ g( " x0<2 zo > b. (33)

a

Riepilogando, in modo pit rigoroso, la successione di funzionali

5 () = / 5l — z0)p(a)de (34)
R
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a) converge debolmente (o sotto integrale, o nel senso delle distribuzioni) al
funzionale 9, detto “delta di Dirac”, definito dalla sua azione sulla funzione
di prova ¢:

Jzo () = p(x0);

b) non converge in senso forte (o in norma); basta infatti mostrare che la
successione di funzioni {d,(x —z¢)} non & di Cauchy. Per ¢ € (C(R), || ||cc),
allora |[6,(2)—6m(2)1 = 1; per ¢ € (C(R), |||1), allora [|3 ()~ () oo =
|n —m|/2.

¢) la successione di funzioni {J,,(z — xo)} non converge puntualmente a nes-
suna funzione legittima;

d) Il funzionale d,, € “singolare”, poiche non esiste una funzione f(z) “re-
golare” tale che [p f(2)p(x)dt = ¢(x0).

16) Limitatezza e non del funzionale ¢ di Dirac Mostrare che il fun-
zionale delta di Dirac d,, 1) € continuo (limitato) per ¢ € (Cla,b], || - ||o0)-
(La disuguaglianza:

1020 ()] = o (@o)| < [lp]oo-
implica la limitatezza e anche la continuita). ii) Si mostri che d, non &
un funzionale limitato se ¢(x) appartiene a (La[a,b], || -||2), considerando la
successione di funzioni continue

1/4 n
(pn(x) = (%) e_i(m—mob c LZ(R)

e mostrando che ||@,(2)||2 = 1, mentre |65, (¢n)| = (n/m)"/4.

19) Rappresentazioni della § di Dirac. Si mostri che, data la funzione
p(x), pari e “regolare” sull’asse reale e tale che

/R p()ds =1,

allora la successione di funzionali
55)(0) = [ np(n(e — 20))p(e)da (35)
R

a) converge debolmente (o sotto integrale, o nel senso delle distribuzioni) al
funzionale d,,, detto “delta di Dirac”, definito dalla sua azione sulla funzione
di prova :

Oz () = (0);
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b) non converge in senso forte (o in norma); basta infatti mostrare che la
successione {np(nx)} non ¢ di Cauchy. Per ¢ € (C(R),|| - ||), allora

Inp(n( — ) ~ mp(m( — o))l = /\p )= " (Zy) |y, (36)

che non tende a 0 per n, m sufficientemente grandi; si scelga, ad esempio,
m = n/2 per avere

/‘p —*p ‘dy—/‘ —*p )‘dy#O (37)

Per ¢ € (C(R),||-|]1), allora ||0,(z) — 6m(x)||cc = O(|n—m|) e, con la stessa
scelta, |[0n(x) — 0m(2)|]oc = O(n).

c¢) La successione {np(nz)} non converge puntualmente a nessuna funzione
legittima.

20) i) Verificare che le seguenti funzioni:

i) H(L = 2[z)); i) e /V/m; iil) mpigays iv) S22
godono delle proprieta elencate nell’esercizio precedente. ii) Ottenere le
corrispondenti successioni di funzioni che rappresentano 0(z) e graficarle.
iii) Dimostrare che esse sono delle buone rappresentazioni della delta di
Dirac anche senza passare al limite sotto il segno di integrale, scegliendo
opportunamente lo spazio delle funzioni di prova. Per gli esempi i)-iii) si

scelga lo spazio delle funzioni L;(R) continue in 0; per I'esempio iv) si scelga
una ¢ tale che:

i) £lz)=el0)

& assolutamente convergente in ogni intervallo finito
(condizione del Dini); (38)

i) () = 0, Jz] = o0. come ()| < o

21) Trovare i valori dei parametri o, (3, ~y affinche le seguenti successioni di
funzioni siano buone rappresentazioni della §(zx).

i) et ii) anYe P Izl
22) Ancora sulla 0. Si mostri che:
i) 8(z) = 8(—2); ii) (az) = (58(z), a € Ry dii) &' (~x) = —&'(x); iv) d(g(x)) =
X ek 9lwn) =0, ¢/ (ea) #0

23) Si mostri che:
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i) Hx) + H(—z) = 1; i) x6(x) = 0; 1ii) g(x)o(x — xo) = g(xo)d(x —
x0); W) 8(z% — 1) = L[6(x — 1)+ d(z + 1)]; ) d(sinx) = 3, 50(x —
nm); wi) 0(cosz) = 0z — (n+1/2)7)

24) Si mostri che:

1 00 4
1 1
/dm5(2x) coST = o3 /da:&(xQ—l)ap(:L') = 550(1); /dwé(sin:c) cosz = 0;
—1 0 —1
/dxé(sinxex) ST —e;
xT—T
7dx6(cos x)e = L 7dw5(sin x)e " = !
~ 2sinh %’ S l—eT
0 1
7d Ssinz)e ™ =~
xd(sinx)e = Jtanh
0

25) Si mostri che [*_0(y)dy = H(x).

26) Derivata di una distribuzione. Data la distribuzione (regolare o
singolare) D definita dal funzionale lineare

D(e) = [ Dlaeta)ds, ¢ e,
si definisce derivata D’ della distribuzione D il funzionale lineare:
D(¢) = =Dl¢) = = | D@)¢ @)t

Si verifichi che questa definizione & consistente con la ben nota regola di
integrazione per parti, valida per funzionali regolari.

27) Si mostri che, se D ¢ una distribuzione (regolare o singolare) rappresen-
tata dall’integrale:

D(p) = /R D(@)p(x)dr, ¢ €S,

la sua derivata n-sima ¢ definita dalla formula:

D(g) = (-)"D(p™) = (-)" /R D(x)p™ (z)de.
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28) Si verifichi che, nel senso delle distribuzioni:

H'(x) = 0(x); dH(—x)/dx = —0(z); g(x)d'(x) = g(0)d'(x) — ¢'(0)d(z);
(H(z)sinz) = H(x)cosz; (H(z)cosz) = H(x)— H(x)sinz,

3 (6(2) = )
(39)

g(x), x> xo,

Fla) = { f(z), x <o, (40)

con f,g € C' nei rispettivi intervalli, avente la discontinuita (il salto) A =
g(xo) — f(z0) nel punto di discontinuita x,
i) riscrivere F'(z) attraverso la funzione gradino H nel seguente modo:

F(z) = f(z)H(xo — x) + g(x)H (z — x0). (41)
ii) Utilizzare tale espressione e l'esercizio precedente per mostrare che

F'(z) = f'(x)H(xo — ) + ¢'(x)H(x — x0) + Ad(z — w0). (42)

30) i) Mostrare che, se la funzione f(z) & periodica: f(z+2) = f(x) e vale
z nell’intervallo —1 < x < 1, allora:

flla)y=1+2 > - (2n+1)).

ii) Mostrare che ([z])’ = )", .5 6(x —n), dove [z] & la parte intera di z (con,
ad esempio: [1/2] =0, [-1/2] =—1) .

31) Si mostri che:

b
/dmd(é(m—xo)) sin(z) = —H (b—x0)H (zo—a) cosxg = —H((b—x¢)(xg—a)) cos xo;

dx
(H(z)(z* + 1)) = 6(x) + 22H (2); /daﬁjx [H(x)tanh x| = 1;
[ 56 )plads =~ / (a7 o= (*”f) - ¢<z>> |
0
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32) Altre distribuzioni rilevanti. Stabilire la validita delle seguenti re-
lazioni, nel senso delle distribuzioni.

1 1 1
[—— . + 976 _ . 1 ’:P i

ixt

(lz])" = sign ; lim = F2mid(z)H (Ft).

e—0,t—o0 I + 7€

33) a) Mostrare che, data la successione di funzionali {f(™}, con f™ () =
IS e ™ p(x)de, i) la successione {e”"*} converge a 0 puntualmente in
(0,00), ii) {f™} — 0 debolmente, ma non fortemente nella norma || - ||oo-
b) Mostrare che, data la successione di funzionali {f(™}, con f(™(yp) =
[z tanh nzp(z)dz, i) la successione {tanhnz} converge a sgn x puntual-
mente in R — 0, ii) { (™} converge debolmente al funzionale ([ — ff)oo)dxgp(m),
ma non fortemente ad esso nella norma || - || .
c) Verificare i seguenti limiti, per n — oo, nel senso delle distribuzioni:

2,2

_%e_nT — 5/(1’), ne_”m - 5(‘7;)7 in R;

43
el - 0 in RT. (43)

34) Basi ortonormali e rappresentazioni della delta. Si mostri che, se
{e(™(2)}$° & una base ortonormale di Ly[a, b], allora la completezza di tale
insieme di funzioni equivale alla condizione che la successione delle somme
parziali

Sn(m,y) =Y ¥ (y)e™ ()
k=1

converge debolmente alla §(z —y), generando la cosidetta “relazione di com-
pletezza”:

N—o0

N o)
lim 3 e (y)e® (@) = 3 e® (y)e® (2) = 5 — y)
k=1

Si confronti la relazione di completezza con la condizione di ortonormalita:

b
/ e (x)e® (z)dx = 6y, (44)

31



35) Equazioni algebriche e differenziali con distribuzioni. Dimostrare
i seguenti risultati, nel senso delle distribuzioni.

(x—a)y(z) =0 = y(z)=co(z —a);
(x —a)y(zr) =22 —-a®> = y(x) 0(x —a) + = + a;
zy(x) =1 = y(z)=cd(x)+ P(1);

2y (r) =0 = y(zx)=ch(x)+d;

zy'(z) =0(z) = y(x)=cHO(z)+d—d(z);
(my’(m)) =0 = y(z)=ab(z)+0bln|z|

(45)

35) Trovare la soluzione dell’equazione di Schrédinger stazionaria con poten-
ziale di tipo delta

—y"(x) + ad(z)y(z) = K*y(x)
1.7 Serie di Fourier

1) La completezza della base discreta di Fourier Ricordando che la succes-
sione di funzioni {ey(z)} ortonormali in Ls[a, b]:

costituisce un sistema completo (una base) in Ly[a, b] se e solo se:

Zen €n —5(1’—:[/)7 x7ye [a7b]7

si mostri che le funzioni { f}”e z costituiscono un sistema ortonormale e

completo (una base ortonormale) di Lo(—m,7); cioe si verifichi che:

i
f %el(nfm)w = Opm, ortonormalita

Z em(ac y) _ 5(1‘ _ y), Completezza.

Suggerlmento: si mostri che

1 — ¢i@N+1)z
Zemw _ ,—iNz 1 4+ e2sz) = e_lele—ﬁ =
_ sm(ZY —i—f)a:) _ 27Tsln(l/flf) (1‘/2) ’ v=N +1
sin Z mx  sin(x/2) 2
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e si ricordi che 0, (z) = sin(vz)/(mx) rappresenta 6(x), nel limite v — oo.

2) Nello spazio euclideo Lo[—m,n], dotato di prodotto scalare (x,y) =
I x(t)y(t)dt, si consideri il sottospazio finito-dimensionale M generato dai
polinomi trigonometrici di ordine n:

{1, cost,sint, cos2t,sin2t, ..., cosnt,sinnt} (dimM = 2n + 1). i) Si mostri
che la corrispondente base ortonormale é:

1 cost sint cos2t sin2t cosnt sinnt

ii) Si mostri che la proiezione ortogonale f(t) di una generica funzione di
Lo[—7, 7] sul sottospazio M generato dai polinomi trigonometrici di ordine
n ¢ proprio la serie di Fourier troncata all’ordine n:

{

}.

fn(t) = \}1207 + ﬁ (kgl ay, cos kt + k§1 by, sin k:t) ,
21 27 21
ag = ﬁ Of dtf(t)dt, ay, = ﬁ Of dt cos kt f(t)dt, by, = ﬁ Of dt sin kt f (t)dt

(46)
La serie di Fourier troncata e quindi il polinomio trigonometrico piu vicino,
nella norma || - ||2, alla funzione continua da rappresentare.
iii) Volendo usare invece la base ortonormale degli esponenziali:

(7). @

mostrare che si ottiene:

—x

fn(t) = \/% > ogre™, gp = \/% ekt f(t)dt. (48)

k=—n 4

3
3

3) Swviluppo in serie di Fourier
i) Si usi il risultato precedente per mostrare che un funzione f(x) € Lo(—m, )
¢ sviluppabile in serie di Fourier:

flz)= Z fn€™ = co + Z{S” sin(nx) + ¢, cos(nx)},

nez n=1
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0= / Fla)dz, o= / cos(na) f(z)dz, sp =~ / sin(nz) f (x)da

™
—T —T

dove gli {fn}, n € Z e i{ch,sn} n € N sono i cosidetti coefficienti di
Fourier di f(x) (o meglio, sono legati ai coefficienti di Fourier dalle relazioni
co = ag/V27, ¢p = an/\/T, Sp = bu/\/T, fn = gn/V27; vedere I'esercizio
precedente).
ii) Si verifichi ’equivalenza tra lo sviluppo in esponenziali e quello in seni e
coseni, trovando le seguenti relazioni tra i coefficienti cg, ¢, 85, € 1 coefficienti
In:

co=fo, ¢n="fot [-n, Sn= Z(fn - f—n)

Quando converra usare 1’'uno o ’altro sviluppo?

4) Proprieta di convergenza della serie di Fourier. Dimostrare che la serie
di Fourier gode delle seguenti proprieta di convergenza.
i) La serie di Fourier converge in norma || - ||2 a f(z) € Lo[—m, 7]; cioe:

f(x) — fM(2)]]2 =0, n— o,
fO ()= 3 fre, fie=J dzo—ikz f(z),

k=—n

(49)

ii) Essa converge puntualmente a f(z):
lim | fn(z) = f(2)| =0
n—oo

in ogni punto x € (—m, ) in cui f(z) ¢ continua e soddisfa alla condizione
del Dini (I’assoluta convergenza del rapporto incrementale

fly+z)— f(z)
y

(50)

nell’intorno y € (—4,d) di quel punto). Converge infine uniformemente a
f(x)

lim || () = f(2)]|oc = 0

n—oo

in ogni punto = € (—7,7) in cui f(z) ¢ continua e la condizione del Dini &
soddisfatta uniformemente.
iii) Se f(x) ¢ discontinua in z¢ € [—m, 7], ma esistono i limiti destro e sinistro:

fx(zo) = El_i,%l+ flzote)
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e la condizione del Dini e soddisfatta per i rapporti incrementali destro e
sinistro, allora
lim f(n)($0) _ f+($0) + f_(ﬂfo).

n—00 2

In particolare, se f non ¢ periodica: f(w) # f(—mn), allora

lim f(n)(ﬂ:ﬂ') _ f,(ﬂ') +f+(—7T)‘

n—00 2

5) Altre proprieta della serie di Fourier.

i) Mostrare che, nell’intorno di una discontinuita del tipo descritto in iii) si
verifica il cosidetto “fenomeno di Gibbs”. Cioe la somma parziale f,(z), per
n >> 1, oscilla molto rapidamente, a destra e a sinistra della discontinuita,
in una regione dell’ordine di O(n~1); il massimo di tale oscillazione si verifica
per 23, ~ zo£7/n e la differenza | f,(v3,) — f(20)| ~ 0.09| f4 (20) — f—(20)]
resta finita per n — oco. Dopo aver disegnato questo massimo, il grafico di
fn(x) si raccorda con continuita, assumendo in xq il valor medio del limite
destro e sinistro (come gia visto in iii)).

ii) Dimostrare che, se la funzione f(x), periodica di periodo 27, ha derivate
continue fino all’ordine (k — 1) e la derivata k-esima appartiene a Lj[—m, 7],
allora i coefficienti ¢,,, s,, della corrispondente serie di Fourier vanno a zero,

per n — 0o, pilt rapidamente di n~*:

lenls |sn] = o(n_k), n>>1

Dedurre che le derivate f)(z),j = 1,..,k della funzione f(z) ammettono
la rappresentazione in serie di Fourier ottenuta scambiando gli operatori di
derivazione con la somma della serie.

6) Formule di Parseval Dimostrare le seguenti formule:

™

1 _ _ ~ 1 ~ -
Py dxf(x)g(x) = Z fagn = 0006 + 5 zl:{CnC;I + STLS;’L}’

2T
g nez

dove fn, gn, n € Z sono i coefficienti di Fourier di f(z), g(z) nello sviluppo
in esponenziali e {cp, sp}, {c),, s}, } sono i coefficienti di Fourier di f(z), g(x)
rispettivamente nello sviluppo in seni e coseni (vedere I’esercizio 3). Dedurre,
in particolare, che:

217r/da:|f(x)|2 = |fal? =l + ;zlj{\cnﬁ + |sn|?}.

nez

35



7) Teorema di convoluzione Dimostrare che il prodotto di convoluzione R(x)
di due funzioni G(x) e I(x):

™

R(x) = /dx’G(m — ') (2)

—T
equivale alla semplice moltiplicazione dei corrispondenti coefficienti di Fourier:

R, =27G,I,

8) a) Sviluppare le seguenti funzioni f(x):

i) x; i) 2% i) |xf; ) signx; v) 6(x); i) H(x); vii) et H(—x)+coH (z);
viii) (H(xz) — H(—xz))cosz; iz) cosh(x/m); x) %

in serie di Fourier nell’intervallo [—7, 7] ed utilizzare (quando possibile) le
relative formule di Parseval (o dei limiti notevoli dello sviluppo) per ottenere
le somme di opportune serie numeriche. b) Disegnare e confrontare i grafici
delle funzioni e delle somme delle corrispondenti serie su tutto R. ¢) Trovate
le serie, vedere se sono o non sono uniformemente convergenti in [—m, 7], e
mettere in relazione questa proprieta con le proprieta della funzione f(z).

(=)t 2

sinnx, Parseval: ) # =%, > =Z(x=13%)
0

2n+1
n=1 n=1
) 22— T2 4 g S )" Pars: S~ L 7 0O __2(,_0
i) 2° =T +4 Y g-cosnx, Pars: Y, p=15 Y o =—15 (x=0),
n:1oo n=1 o n=1
2n+1 ) _1
iii) x| =§ — % ZOW, Parseval : Zom = 6(%)4a
n= n=
. ) O (Il 00 9
w) signx =2 W, Parseval : > w =,
n=0 n=0
v) §(z) =5+ 2 Y cosnz,
n*l

. (2n41)z & 2 R ()

vi) H(x) = % + £ Z 7511127::_1) , Pars.: Zo 7(2ni1)2 =, ZO 2(n3-1 =7 (z=
n= n—=
o0 .
vil) et (=) + el (a) = afer - Hazel 55 S,
n—=
o0

k . P(2p+1

viit) (H(x) — H(—x))cosx = ) MSkax, Z 42§D+1p2 )1 = SWW (x=7

iz) coshZ = 3 %emz, nz_:l li(;zg)g = % (Smh( - 1) (x =0);

wsign(x)—x nGZ X s S 2

x) 79 Z sinnz - §™ SR = T (v = §), Parseval : Zlﬁ =%
_ n=

(51)
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9) a) Sviluppare le seguenti funzioni f(x):

i) e ii) x%; iii) xH(x); iv) sinaxz, a €R; v) cosazx, a €R
in serie di Fourier nell’intervallo [—7, 7| ed utilizzare (quando possibile) le
relative formule di Parseval (o dei limiti notevoli dello sviluppo) per ottenere
le somme di opportune serie numeriche. 2) Disegnare e confrontare i grafici

delle funzioni e delle somme delle corrispondenti serie su tutto R.

c¢) Trovate

le serie, vedere se sono o non sono uniformemente convergenti in [—m, 7|, e
mettere in relazione questa proprieta con le proprieta della funzione f(z).

sinh(am) (=)™ i - 1 1 1
; ar _ — 1nx . . s — X
7“) e = T Z a—inC Pars. Z n2+a?2 = 2a (tanh(aﬂ) a
neL n=1
> A = 4 (s — 1) (@=0)
| n2+a?2 2a \ sinh(am) a )
n—=
3 = ()" (6 2\ o X1 /6 212
i) x* =23 = (% —n?)sinnz, Parseval : Y 25 (55 —7%)7;
n=1 n=1
[e.e]
(*)k 6 2
2 2R @412 Q 6 (#=7/2)
o0
) cos(2n—1)z (
iii) xH(x) =7 — = > 7(271 e Z " sinna,
5.2 Y 1 2 1
Parseval : jzm° = Zl 57+ 2 D Gn=1y7
n—=
__ S om (_)n
iv) sinax AT Y oosinnz, a €R,
nEZ
n
v) cosax = Snor Z ) cosnz, o €R
neL

).

(52)

10) Sfruttando i risultati dell’esercizio 8, graficare le serie di Fourier troncate
delle funzioni fi(z) = M fo(xr) = x, f3(x) = 2 nell'intervallo
[—m, 7], confrontando tali graﬁm con quelli delle tre funzioni. Si ottiene, ad

esempio:
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Grafici di fi(x) e della serie di Fourier troncata con 80 termini.

| S

Grafici di fo(x) e della serie di Fourier troncata con 50 termini.

38



o

L L
-3 1 1 2 3

Grafici di f3(x) e della serie di Fourier troncata con 10 termini.

Perche, nel caso della funzione f3(x) = 22, bastano pochi termini della serie
per ottenere un’ottima approssimazione?

11) Calcolare f(z) e (||f||l2)? = [ dz|f(x)|?, dalla conoscenza dei coefficienti

Fourier dello sviluppo in esponenziali: i) f, = el o > 0; i) fn =
a~I"l, a > 1, verificando che:

. sinh « 9 27
) f(z) = cosha —cosz’ (1£112)" = tanh o’
i) f(w) a?+1—2acosz’ (1£1l=) T2

12) Due funzioni f(z) e g(z) sono definite dai seguenti sviluppi in serie di
Fourier

f(z) = Z L sinnz, g(x)= Z (=) cosnz, a,b>1 (53)

na" bn
n=1 n=1

in [—m,m|. i) Mostrare che la convergenza delle due serie ¢ uniforme in

[—m,m]. ii) Verificare che
dg T
) ==, 4
(r) =7 (54)
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13) Verificare che la trasformazione

x—a 2 T eth
— = —
b—a 2

trasforma 'intervallo [a,b] nell’intervallo [—m, 7] ed utilizzare tale risultato
per mostrare che lo sviluppo in serie di Fourier nell’intervallo [a,b] di una
funzione f(x) regolare in [a,b] & dato da:

= ing25 > ) 2w 21w
f(x) = Z fne™r=a = ¢q +ngl{snsm (b — anx) + ¢, cos (b — ana:)},

n=—oo

b b
1 2 2
co = ba/f(a:)dx, Cp = ba/cos <ban$> f(z)dx.

14) Sviluppare le funzioni dell’esercizio 6 in serie di Fourier nell’intervallo
(0, L).

15) i) Mostrare che le successioni di funzioni {cos(nzT)}5° e {sin(nzT)}§°
costituiscono basi ortonormali e complete nell’intervallo [0, L].

ii) Verificare che gli sviluppi di una funzione f(x), regolare in [0, L], in tali
basi sono dati da:

o L
f(z) = Z Ay Sin(nx%), A, = Z/Sin(nx)f(x)dx, serie del seno,
0

L
BO > ™ 2 ™ .
=224\ B, M, By=2 il .
f(z) —i—Z cos(nacL), n=7 /cos(nwL)f(ac)dx, serie del coseno
0

iii) Usando il risultato dell’esercizio 7, si mostri che lo sviluppo in serie di
Fourier di f(z) nell'intervallo (0, L) ¢ dato da:

f(z)=co+ ni::l{sn sin <2[7jn1:> + ¢, COS (Tnm) 1,
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L L L
co = 2/f(;1;)dx7 Cn = i/cos (an) f(x)dzx, s, = i/sin <2I7jna:> f(z)dx
0 0 0

e lo si confronti con gli sviluppi nelle serie del seno e del coseno per z € R
(disegnare i grafici delle somme dei tre sviluppi). Quando converra usare
uno sviluppo piuttosto che un’altro?

16) Costruire gli sviluppi nelle serie seno e coseno delle funzioni degli esercizi
7-8) nell'intervallo [0, L] e confrontarli con lo sviluppo in serie di Taylor nello
stesso intervallo (si veda l’esercizio 8), disegnando i grafici dei tre sviluppi
per x € R. Quando converra usare uno sviluppo piuttosto che un’altro?

1.8 La trasformata di Fourier

1) La base continua di Fourier Mostrare che le funzioni {e’**/\/27, k € R}

costituiscono una base ortonormale di La(R); vale a dire, si verifichi che:
[e9]

i g—ﬁei(k_k/)x = §(k — k'), ortonormalita
—0o
o0

/ %eik(%y) = d(x — y), completezza.

—0o0

Suggerimento: Si osservi che:

sin(nx) dk ik

e ) 2m
—-n
e si ricordi che 5(()71) (x) = sin(nzx)/(7x) rappresenta d(x), per n — oo.

2) La trasformata di Fourier. i) Dedurre che una qualunque funzione f(z) €
Ly(—00,00) & sviluppabile nella base {¢**, k € R} (ammette cioe la rap-
presentazione integrale di Fourier):

o0

fla)= [ Sretiin)

—00

o0

f%%:/dm””ﬂ@,

—00

dove il coefficiente f (k) dello sviluppo & detto “trasformata di Fourier” di
f(x) e [p(dk/2m)exp(ikz)f(k) & detta “anti-trasformata di Fourier”. ii)
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Mostrare che, se f € Li(R), la trasformata f (k) esiste e l'integrale & uni-
formemente convergente.

3) La trasformata di Fourier dalla serie di Fourier attraverso un
procedimento di limite. Mostrare che la trasformata di Fourier di una
funzione f € Lo(R) & ottenibile dalla serie di Fourier di una funzione
f € Ls|a,b] nel limite a — —oo, b — o0, attraverso un’opportuno limite
continuo, i) osservando che, in tale limite, la successione {k;, }nen

2

ky =
b—an

si infittisce su tutto l'asse reale, tendendo alla variabile continua k (infatti
Aky = kpy1 — kp = f_—”a =2tA, A = b%); ii) introducendo la notazione

fn = Af(kn), si ottiene:

f@) = A S f(kn)enr = 3 Bha fg ik [ dkgike fg),
neN neN —0o0 (55)

. b , ) 00 ‘
Flln) = [ doem (@) = f(k) = [ dae g (a).

iii) Mostrare che, in questo limite, la relazione di Parseval diventa:
o o

(D=l = [ dsls@l = [ 51 oP

— 00 — 00

4) Proprieta di convergenza puntuale ed uniforme della trasformata di Fourier.
Dimostrare che 'anti-trasformata di Fourier gode delle seguenti proprieta di
convergenza.

i) Converge in norma || - ||2 a f(z) € L2(R); cioe:

1f (@) = fa(2)]]2 = 0, n — oo,

fn($> — %elk:rf(k.) _ %eikz fR dx/eik(zfx’)f(x/),

—n —n

(56)

ii) Essa converge puntualmente a f(z) € Li(R):
lim |fn(2) = f(2)| =0
n—oo

in ogni punto € R in cui f(x) & continua e soddisfa alla condizione di Dini
(Passoluta convergenza del rapporto incrementale

fly+z)— f(z)
y

(57)
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nell’intorno y € (—4,d) di quel punto). Converge infine uniformemente a
f(x)

lim [[fn = fllec =0

n—oo

se f(x) ¢ continua in [—, 7] e la condizione di Dini & soddisfatta uniforme-
mente.
iii) Se f(x) & discontinua in xg € [—, 7], ma esistono i limiti destro e sinistro:

fe(zo) = lim+ flxgLe)

€E—

e la condizione del Dini e soddisfatta per i rapporti incrementali destro e

sinistro, allora
f4(z0) + f-(20)
5 .

lim fn (.1‘0) =

5) Esempi significativi di trasformate e antitrasformate di Fourier
i) Si mostri che le trasformate di Fourier delle funzioni fi(z) = (v/2mo) te™ 2(3)
fa(x) = 1+ 271 fa(x) = 6(z — o), falx) = O(x — xo), fs(x) =
O(L — |x]);  fo(t) = 0(tF — ) sinwot; fr(z) = 1; fy(x) = O(L? — a?)e’or

sono, rispettivamente:

fitk) = e 2% fyk) = ey fa(k) = e,

; ka0 » in kL
fa(k) = h§ f5(k) = 28 L ;
fﬁ(w) _ _Z_(sin(wo_— w)to B sin(wo + w)to)7 f7(k) _ 2ms(k)
wo —w wo +w
s1n(k: ko)L
f8( )= W

verificando che tanto maggiore ¢ la localizzazione della funzione quanto mi-

nore ¢ quella della sua trasformata di Fourier. ii) Calcolare, infine, I’antitrasformata
di Fourier delle funzioni f;(k), riottenendo le funzioni f;(x) dalle quali era-

vate partiti. iii) Ottenere le seguenti rappresentazioni di Fourier della delta

di Dirac e della funzione H(x — o) di Heaviside:

, ik(z—z0)
Iz — o) = / %elk(”_“), H(z —x9) = dk 67.

2w 2wtk — ie
R R

6) Mostrare che: f(z) = 2" = f(k) = 2mi"0™ (k).
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7) Si & gia dimostrato che La[a,b] C Li[a,b]. Se, invece, U'intervallo [a,b]
¢ infinito, allora I'inclusione non ¢ piu vera e c’¢ indipendenza tra L;(R
e Lo(R). Costruire funzioni che appartengono a Lo(R) ma non a Li(R), e
funzioni che appartengono a L;(R) ma non a La(R).

8) Proprieta della trasformata di Fourier i) Mostrare che, se f € Li(R),
allora la trasformata di Fourier f(k) ¢ uniformemente limitata e f(k) —
0, k — =o0. ii) Mostrare che, se la successione di funzioni {f(™(x)} C
L;(R) converge in norma ||I||1 & f € Li(R), allora la successione delle trasfor-
mate di Fourier {f("(z)} converge uniformemente a f(k). iii) Mostrare che,
se f € L1(R), allora la trasformata di Fourier f(k) & continua in R.

R.i) f(k) — 0, |k| — oo per il lemma di Riemann-Lebesque. iii) Se f & una
funzione a gradini, f e continua. Poiche le funzioni a gradini sono dense in
Li(R), esiste successmne di funzioni a gradini tale che || f™ — fllL — 0, e
quindi, usando ii), ||f — f||cc — 0, da cui segue che f & continua.

9) E noto che, se f(z) € L1 (R), la sua trasformata di Fourier f(k) (che gode
delle proprieta elencate nell’esercizio precedente) non appartiene necessari-
amente a tale spazio. Mostrarlo nei seguenti due esempi: i) la funzione
fi(z) = H(1 — |z|), che di luogo alla fi(k) = 2(sink)/k; ii) la funzione
fo(z) = |z|~2/3¢=%", che da luogo alla fo(k) ~ |k|~1/2, |k| ~ co. Se, invece,
f(x) € Ly(R), e f(k) esiste, allora f(k) € Lo(R); mostrarlo per le funzioni
fi(z) e fs(z) = |z|"Y3e*, che da luogo alla f3(k) ~ |k|~2/3, |k| ~ co.

10) Teorema (semplificato) di Plancherel. Se Se f appartiene a Li(R) e,
in questa versione semplificata, anche a Ls(R), allora f € Ly(R) e vale la
relazione di Plancherel:

7 o) (@) = 7j7’jrf<k>|2

e la sua generalizzazione

o0 o0

[ wE@ine = [ ERmAm

—00 —00

R. Partire da (fo, f1) = f(f e'ke £ (k)dk) fo(z)da e scambiare 'ordine di

integrazione (teorema di F‘ublnl) quindi porre f; = fo = f.

11) Significato fisico della trasformata di Fourier Se la funzione f(t) € La(R)
rappresenta un segnale (luminoso, acustico, ..) tale che [, dt|f(t)]* = 1, si
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osservi, usando la definizione di trasformata di Fourier:
dw i £ —iw
10 = [ et Fw) = [ ae
R 4T R

e la formula di Parseval, che |f(t)|2dt & la probabilita che il segnale arrivi
nell’intervallo (t,¢ + dt) (e quindi la [, dt|[f(t)|* = 1 indica che il segnale
& arrivato, prima o poi) e |f(w)[2dw/(27) = |f(w)[2dv & la probabilita che
il segnale contenga frequenze nell’intervallo (v,v + dv). Se, invece, f(z) &
la funzione d’onda in meccanica quantistica di una particella localizzata,
allora | f(z)|?dx & la probabilita di trovare la particella nellintervallo (z, x +
dz) e |f(k)|2dk/(27) & la probabilita che la particella abbia numero d’onda
nell'intervallo (k, k + dk).

12) Proprieta della trasformata di Fourier Si verifichi le seguenti proprieta
della trasformata di Fourier:

traslazione: g(@)=flz+a) <<  gk)=e*f(k)

g(x) = f(x) & §(k)=f(k—a)
derivazione: g(z) = f™M(z) &  §(k) = (k)" f(k)

g9(z) =L(_)f(x) & g(k)= L(ik) f (k)
g(x) =a"f(z) &  g(k) =i"f" (k)
integrazione: g(z) = / dyf(y) < g(k) = k)" f(k)

Piu precisamente, nel caso della derivazione, si dimostri che, se g(z) =
F™(2), con fO)(x) € Li(R), 0 < s < n, allora (k) = (ik)"f(k), e quindi
f(k) — 0 per k — +oo pit rapidamente di 1/|k|*. Quindi: pit derivate
ha f(z) in Li(R) (pit regolare ¢ f(x)) e pit rapidamente decresce f(k)
all’'co. Data la symmetria tra trasformata e anti-trasformata, si ha anche
che: pit rapidamente decresce f(x) all’'so e pit. derivate ha f(k) in Li(R)
(pits regolare ¢ f(k)). Ne deriva che, se f(z) € S(R), anche f(k) € S(R).

13) Teorema di convoluzione Si mostri che, definito il prodotto di con-
voluzione R(x) di due funzioni G(z), I(x) € Li(R):

[e.e]

R(z) = / de'G(x — 2')I(x)

—00
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(spesso indicato con R = G x I), i) R(x) € L1(R); ii) la trasformata di
Fourier del prodotto di convoluzione R ¢ il prodotto delle trasformate di
Fourier di I e G:

R(k) = G(k)I(k)

14) Si usi il teorema di convoluzione per calcolare il prodotto di convoluzione
R(z) delle funzioni G(z) e I(z), conoscendone le trasformate di Fourier G(k)
e I(k), nei seguenti casi:

D) G(k) = (ik —2)7Y, I(k) = (ik+1)7Y; i) G(k) = (ik — 1)1, I(k) =
e~k o e Ry did) G(k)= (K> + 1), I(k) =e %20 g0 R

R. i) — [H(z)e ™™ + H(—z)e* ]/3; ii) — H(zo—x)e® %0; iii) e~ |#=%0l /2

15) Equazioni differenziali con la trasformata di Fourier. Trovare
la soluzione generale dell’equazione differenziale del second’ordine non omo-
genea u”(t) + wiu(t) = t", n = 0,1,2,3 col metodo della trasformata di
Fourier, attraverso i seguenti passi.

i) Verificare che la trasformata di Fourier @ (w) di u(t) soddisfa all’equazione
algebrica non omogenea

(—® + wp)i(w) = 6 (W),

dove (™ ¢ la derivata n-esima della delta di Dirac.
ii) Mostrare che la soluzione generale di tale equazione algebrica, nel senso
delle distribuzioni, e:

o2 60 (w)

U(w) = —7—=;—5 3 T b(w—wo) + dd(w + wo).
(=) w? — w

iii) Determinare u(t) attraverso l’anti-trasformata di Fourier di 4(w) per
n=20,1,2,3.

1.9 Trasformata di Laplace

1) Dalla trasformata di Fourier a quella di Laplace. Usare i risultati re-
lativi alla Trasformata di Fourier per mostrare che, se f(z) ¢ tale che: i)
|f(x)] <ce’™, v>0, x>0,ii) f(x) =0, x <0, allora:

a) esistono la trasformata ¢(p) e lanti-trasformata di Laplace di f(x), defi-
nite cosl:

o(p) = ;fof(:c)e_pmdx, Re p >,

fx) = 57 7 ePTo(p)dp, v > vy

V—100
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b) Mostrare che la trasformata di Laplace ¢(p) ¢ definita e analitica per Re
p > 7, e che quindi I'integrale che definisce ’anti-trasformata non & ambiguo.

2) Si faccia uso del teorema dei residui su un opportuno contorno per
mostrare che 'anti-trasformata di Laplace di ¢(p) = (1 +p?)~!' & f(z) =
sin z.
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