QUARTA ESERCITAZIONE

Laplaciano in coordinate polari

Consideriamo la metrica euclidea tridimensionale, nelle coordinate cartesiane
{21} = (2',2%,2%),

ds® = (dz')? + (do?)? + (d2*)? = g dat dz” (1)
con g,, = diag(1,1,1). La metrica inversa sara anch’essa ¢g"¥ = diag(1,1,1)

La stessa metrica pud essere espressa nelle coordinate polari {z%'} = (1,0, ¢),
definite dalla trasformazione di coordinate z# = z*(z%'):

1

= rsinfsing
2 = rsinfcoso
3 = rcosf. (2)
La metrica nelle nuove coordinate &
ds? = dr® +r2d6? + r*sin® 0d¢? = gor g dx® dx® (3)

ovvero garg = diag(1, 72,72 sin §) mentre g% = diag(1, 72,7 2sin"24).
L’operatore laplaciano in coordinate cartesiane ha la forma

of  af  of
o2 T o T o )

VQf = guuf,/u/ =

Se vogliamo scriverlo in un sistema di coordinate qualsiasi, dobbiamo prima
di tutto scriverlo in forma tensoriale, ovvero con derivate covarianti invece che
derivate ordinarie. Osserviamo che nello spazio euclideo in coordinate cartesiane
Guv,a = 0, quindi I'}}, = 0 e la derivata covariante coincide con quella ordinaria,
per cui possiamo scrivere

V2= g" fouw (5)

Questa espressione, a differenza della precedente, ¢ tensoriale e vale quindi in
tutti i sistemi di coordinate. Possiamo quindi calcolare ’operatore laplaciano
in coordinate polari

V2f = ga/B/f;a’ﬂ/ = gmﬁl(f,a/);ﬁ’ (6)

dove nella parentesi abbiamo messo la derivata ordinaria perche’ la derivata
covariante di una grandezza scalare (come la funzione f) coincide con la sua
derivata ordinaria; in altre parole, il gradiente di uno scalare € un oggetto ten-
soriale, e precisamente & una uno-forma. Invece, fuori della parentesi c’e la
derivata covariante perche la derivata ordinaria e covariante di una uno-forma
non coincidono.

Abbiamo quindi

V2 =g [fap =Tl for] - (7)



I simboli di Christoffel possono essere calcolati dalle formule
Faﬁﬁ =g"Tapv (8)

dove abbiamo definito per comodita di calcolo i simboli di Christoffel con indici
bassi

1
Faﬁu = 5(90(1/”5‘ + 9pv,a — gaﬁ,v) . (9)

Le derivate non nulle della metrica sono
gee,r = 21, Gop,r = 21 sin® 0, 966,0 = 272 sin 6 cos 0 (10)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

1
Logr = 59000 =T, Lorg=Trg9 = S900r =T
1 . 1 .
F¢¢r = _§g¢¢7r = —7’SII12 9, P¢r¢ = Pr¢¢ = §g¢¢,r = 7’SII12 0
1 1
Fgg0 = _§g¢¢’0 = —r?sinfcosb, Fgop =Togpp = §g¢¢}9 =12 sinf cosd
(11)
e i simboli di Christoffel non nulli sono
. =— T 0 __ T 0 __ 1
60 = — T, or = Lro =
1
_ ) ¢ _ 1o _
Ly, =—rsin“0, I‘wff‘wf;
F¢0¢:—sint9cost9, I‘J;:I‘eﬁ:cot@.
(12)

Sostituendo in (7) troviamo la forma del laplaciano di una funzione f in coor-
dinate polari

1 1
Vf = fort fo0+ 5—55fo0+
f f, 2 1,00 o Hf,w
— [Toag” +T559%°) fr =T s9” fo

2 1
= f’rr + ;fJ, + 7“_2 (f}ee + cot 9f’9 +

f,¢¢> : (13)

sin® 0



Esercizio

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate

{z"} = (t,z,y,7), con metrica

d 2
ds? = —rtdt? + rtda® + ridy® + LQ .
r

Sia dato il tensore T di componenti

0O = 0 r
—x 0 r O
Tw = 0O r 0 O
r 0 0 0

1. Calcolare simboli di Christoffel non nulli, che sono
r,,rnL. oy rr oy Ty .

trotxzxs T xro T yy o yro

2. Calcolare le componenti dei tensori 7%, e T}, ”.

(14)

(15)

(16)

3. Calcolare le seguenti componenti della derivata covariante del tensore T":

Ttx;:c ) Tty;y ) Trr;t .

Soluzione
La metrica inversa ¢
g" = diag(—r—4 r=4 r74 r?) .

1. Utilizziamo la formula

1
Fof@‘ - §guu(gau,ﬂ + 9pv.a — Yapv) -

Si ha ) )
Iy = 59W(gtu,t + Gutt — Grew) = _igrrgtt,r =27
e allo stesso modo si trova

2

2
==, TIj=-2° Tpg==
T r

rT xrr

2
r,=-2°  TYt=>  TI)=

yr r rr

r

(17)

(19)

(20)

(21)



w|"

0 —% 0 .
T, = ¢g'T,, = _7;’8_4 9 ris 0
03 = 0 0
r 0 0 0
0 % 0 o3
TV = T,,q% = Z 0 % 0
m nad = T r3
0 L0 o (22)
-z 0 0 0
Tir — o a
Ttx,;c Tiww —00T0e — 00T = Tiww — U Tir = 14 2¢°
. = _ @
ty;y Tryy Fty Toy — Fy(;Ttoz = _FyZTtT = 970
(23)

PT?TTO‘ = _Fv"i(Ttr + T’rt) =-—4.

TT7’§t Trr,t - Fr%Tar —



Esercizio

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{z!} = (¢, 1,0, @), con metrica

dsQ——<1—%>dt2+
T

dove M > 0 & una costante. Calcolare simboli di Christoffel.
Le derivate non nulle delle componenti del tensore metrico sono

2M 2M oM\
Gtt,r = — 5 9rrr = — T3 1-— 9e0,r = 2r
T T T

1
mdﬂ +7r°d0 + rsin®0dg®  (24)

T

Goor = 2rsin®0  gus9 = 2r*sinf cos (25)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

1 1 M
Lyr = §(Qtr,t + Gtrt — gtt,r) = _§gtt,r = r_2
1 1 M
Typr =T = §(gtt,r + Grt,t — gtr,t) = igtt,r = _7“_2
1 1 M 2M\ 2
Prrr = §(gr7’,r + 9rr,r — grr,r) = igrr,r = _7"_2 (1 - T)
1
Too, = —5960.r =T
1
Toro=Tr909 = J%00r =T
1 .
Loor = =596, = —7sin’0
1 . 9
Lorg =Tros = 59p¢, =rsin”0
1 9 .
Pepo = —5960.0 =T sin 6 cos
1
F¢97¢ = F9¢¢ = §g¢¢,9 = 7“2 sin 6 cos 6. (26)

Contraendo con la metrica inversa

oM\ oM
gHV — dlag <— (1 - T) 3 (1 - T) 77”_277"_2 Sin72 0) 3 (27)



si trova l'insieme dei simboli di Christoffel non nulli:

T
Ptt

Ft:th"

rt

L.

Lgp

Lo
Tl ="

T

6 _ 1o
Ly =T
0

Ly

6

T

-2)
52y
2y

—(r—2M)
—(r —2M) sin* 0

S=3=

—sinf cos

cotf. (28)



