
QUINTA ESERCITAZIONE

Esercizio

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{xµ} = (t, r, θ, φ), con metrica

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

1(
1− 2M

r

)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1)

dove M > 0 è una costante. I simboli di Christoffel non nulli sono

Γ r
tt =

M

r2

(
1− 2M

r

)

Γ t
rt = Γ t

tr =
M

r2

(
1− 2M

r

)−1

Γ r
rr = −M

r2

(
1− 2M

r

)−1

Γ r
θθ = −(r − 2M)

Γ r
φφ = −(r − 2M) sin2 θ

Γ θ
θr = Γ θ

rθ =
1

r

Γ φ
φr = Γ φ

rφ =
1

r

Γ θ
φφ = − sin θ cos θ

Γ φ
φθ = cot θ . (2)

Sia dato il vettore �V di componenti

V µ =

(√
1− 2M

r
, r, 0, 0

)
. (3)

1. Calcolare
V t

;t ; V t
;r ; V θ

;r ; V θ
;θ . (4)

2. Dato il riferimento O′ di coordinate {xα′} = (t′, r′, θ′, φ′) date da

xµ(xα′) :




t = t′

r = r′
(
1 + M

2r′
)2

θ = θ′

φ = φ′

(5)

determinare la metrica nel riferimento O′.
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3. Calcolare le quantità

Λµ
α′ ≡ ∂xµ

∂xα′ ; Λα′
µ ≡ ∂xα′

∂xµ
. (6)

4. Determinare le componenti del vettore �V (3) nel riferimento O′.

Soluzione

1. Si ha

V t
;t = V t

,t + Γ t
tµV

µ = Γ t
trV

r =
M

r
(
1− 2M

r

)
V t

;r = V t
,r + Γ t

rµV
µ = V t

,r + Γ t
rtV

t =
2M

r2
√
1− 2M

r

V θ
;r = V θ

,r + Γ θ
rµV

µ = 0

V θ
;θ = V θ

,θ + Γ θ
θµV

µ = Γ θ
θrV

r = 1 . (7)

2. Trasformiamo dr2. Si ha

r = r′
(
1 +

M

2r′

)2

= r′ +M +
M2

4r′
(8)

quindi

dr =

(
1− M2

4r′2

)
dr′ =

(
1 +

M

2r′

)(
1− M

2r′

)
dr′ (9)

e

dr2 =

(
1 +

M

2r′

)2(
1− M

2r′

)2

dr′2 . (10)

Ora esprimiamo le componenti gµν nelle nuove coordinate. Si ha

1− 2M

r
= 1− 2M

r′
(
1 + M

2r′
)2 =

1

r′
(
1 + M

2r′
)2
(
r′ +M +

M2

4r′
− 2M

)

=
1

r′
(
1 + M

2r′
)2
(
r′ −M +

M2

4r′

)
=

(
1− M

2r′
)2

(
1 + M

2r′
)2 (11)

e

r2 = r′2
(
1 +

M

2r′

)4

. (12)

Mettendo tutto assieme,

ds2 = −
(
1− M

2r′
)2

(
1 + M

2r′
)2 dt′2 +

(
1 +

M

2r′

)4 [
dr′2 + r′2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. (13)
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3. Dalla (9) si ha che
∂r

∂r′
=

(
1− M2

4r′2

)
(14)

quindi

Λµ
α′ =




1 0 0 0

0
(
1− M2

4r′2

)
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 (15)

e le Λα′
µ si ottengono invertendo la (15):

Λα′
µ =




1 0 0 0

0
(
1− M2

4r′2

)−1

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 . (16)

4. Prima di tutto esprimiamo le componenti V µ nelle coordinate xα′
; usando

la (11),

V µ =

(√
1− 2M

r
, r, 0, 0

)
=

(
1− M

2r′

1 + M
2r′

, r′
(
1 +

M

2r′

)2

, 0, 0

)
. (17)

Le componenti di �V nel riferimento O′ saranno

V α′ = Λα′
µV

µ =




1 0 0 0

0
(
1− M2

4r′2

)−1

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






1− M
2r′

1+ M
2r′

r′
(
1 + M

2r′
)2

0
0




=




1− M
2r′

1+ M
2r′

r′ 1+
M
2r′

1− M
2r′

0
0


 . (18)

Esercizio

Sia dato lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate {xµ} =
(u, v, r, φ), di metrica

ds2 = −2uvdudv + (u+ v)2dr2 + r2dφ2 . (19)

Avremo

gµν =




0 −uv 0 0
−uv 0 0 0
0 0 (u+ v)2 0
0 0 0 r2


 (20)
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e

gµν =




0 − 1
uv 0 0

− 1
uv 0 0 0
0 0 1

(u+v)2 0

0 0 0 1
r2


 . (21)

Calcoliamo Γu
uu .

Γu
uu =

1

2
guα(guα,u + gαu,α − guu,α) = guvguv,u =

(
− 1

uv

)
(−v) =

1

u
. (22)

Trasporto parallelo

Lungo una curva di parametro λ, di vettore tangente

Uµ =
dxµ

dλ
, (23)

il vettore V µ è trasportato parallelamente se soddisfa le equazioni del trasporto
parallelo

UνV µ
;ν = Uν

[
V µ
,ν + Γµ

ναV
α
]
= 0 (24)

ovvero
dV µ

dλ
+ Γµ

ναU
νV α = 0 (25)

dove si è usato il fatto che

Uν ∂V
µ

∂xν
=

dxν

dλ

∂V µ

∂xν
=

dV µ

dλ
. (26)

Quando il cammino è la linea coordinata α, ovvero quando tutte le coordinate
tranne xα sono costanti lungo il percorso, possiamo scegliere la stessa xα come
parametro della curva. In tal caso il vettore tangente è il vettore di base �e(α):

Uµ =
∂xµ

∂xα
= δµα . (27)

In questo caso, l’equazione del trasporto parallelo assume una forma particolar-
mente semplice:

UνV µ
;ν = δναV

µ
;ν = V µ

;α = 0 (28)

ovvero
V µ
,α + Γµ

ανV
ν = 0 . (29)

Sfera

Si consideri la sfera S2 di raggio unitario, in coordinate polari:

{xµ} = (θ, φ) (30)

ds2 = dθ2 + sin2 θdφ2 = gµνdx
µdxν (31)

gµν =

(
1 0
0 sin2 θ

)
. (32)
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I suoi simboli di Christoffel non nulli sono

Γφ
φθ = cot θ

Γθ
φφ = − sin θ cos θ .

(33)

Trasporto parallelo sulla sfera

Studiamo il trasporto parallelo sulla sfera lungo il cammino in figura (notare che
tale cammino è definito in maniera tale da evitare il polo nord, dove la mappa
polare non è definita).

Come dimostreremo, trasportando lungo tale cammino il vettore �V , da A in
A, esso viene ruotato di 90o. Dimostriamolo. I quattro punti in figura hanno
coordinate xµ = (θ, φ):

A =
(π
2
, 0
)

(34)

B = (ε, 0) (35)

C =
(
ε,

π

2

)
(36)

D =
(π
2
,
π

2

)
(37)

dove ε è un parametro che assumiamo piccolo, e che alla fine della dimostrazione
faremo tendere a zero.

Trasportiamo parallelamente lungo il cammino in figura il vettore inizial-
mente in A con componenti

V µ = (V θ, V φ) = (1, 0) . (38)

Le equazioni del trasporto parallelo sono

dV α

dλ
+ Γα

γβV
γUβ = 0 (39)
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con

Uµ ≡ dxµ

dλ
(40)

vettore tangente alla curva λ → xµ(λ); sostituendo i simboli di Christoffel dati
in (33),

dV θ

dλ
= UφV φ sin θ cos θ

dV φ

dλ
= − (UθV φ + V θUφ

)
cot θ .

(41)

Osserviamo che i cammini AB, BC, CD, DA sono linee coordinate; le equazioni
del trasporto parallelo possono quindi essere espresse in forma più semplice:

• per le linee coordinate θ,

V µ
;θ = V µ

,θ + Γµ
θνV

ν = 0 (42)

ovvero

V θ
,θ = 0

V φ
,θ = − cot θV φ ; (43)

• per le linee coordinate φ,

V µ
;φ = V µ

,φ + Γµ
φνV

ν = 0 (44)

ovvero

V θ
,φ = sin θ cos θV φ

V φ
,φ = − cot θV θ . (45)

1. Il tratto da A = (π/2, 0) a B = (ε, 0) è una linea coordinata θ, quindi
valgono le (43). La prima delle (43) ci dice che V θ e costante, quindi
V θ(θ) = V θ(π/2) = 1.

L’equazione per V φ è della forma

dV φ

dθ
= − cot θV φ

V φ
(π
2

)
= 0 . (46)

Questo è un problema di Cauchy (una equazione differenziale del primo
ordine e un dato iniziale), quindi ammette un’unica soluzione. V φ(θ) ≡ 0
è soluzione, quindi è l’unica soluzione.

Questo risultato vale anche in casi piu’ generali: se la derivata di una
grandezza (in questo caso V φ) è proporzionale alla grandezza stessa, e nel
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punto iniziale (in questo caso θ = π/2) la grandezza vale 0, essa continua
a valere 0 anche successivamente.

Possiamo concludere che V µ(θ) è costante nel tratto AB, e in B si ha
ancora:

V µ = (1, 0) . (47)

2. Il tratto da B = (ε, 0) a C = (ε, π/2) è una linea coordinata φ con θ = ε,
quindi valgono le (45), che per ε � 1 diventano

dV θ

dφ
= sin ε cos εV φ = εV φ +O (ε3) (48)

dV φ

dφ
= − cot εV θ = −1

ε
V θ +O (ε) . (49)

Come si vede, non si può prendere ε → 0, ovvero arrivare al polo nord,
perchè le equazioni vi divergono. Dalla (49) si trova che

V φ =
1

ε
V θ
,φ +O (ε) , (50)

mentre derivando la (48) rispetto a φ si ha

d2V θ

dφ2
= −V θ +O (ε2) . (51)

La soluzione generale di questa equazione è

V θ = C1 cosφ+ C2 sinφ+O (ε2) (52)

e dalla (50)

V φ = −C1

ε
sinφ+

C2

ε
cosφ+O (ε) . (53)

con C1, C2 costanti di integrazione determinate dalle condizioni iniziali in
φ = 0, dove

V θ = C1 +O (ε2) = 1

V φ = −C2

ε
+O (ε) = 0 (54)

per cui C1 = 1 +O (ε2), C2 = O (ε) e

V θ = cosφ+O (ε2)
V φ = −1

ε
sinφ+O (ε) . (55)

Ponendo φ = π/2 si trova V µ nel punto C:

V µ =

(
O (ε2) ,−1

ε
+O (ε)

)
. (56)
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3. Il tratto da C = (ε, π/2) a D = (π/2, π/2) è una linea coordinata θ, quindi
valgono le (43). Quindi V θ è costante,

V θ(θ) ≡ O (ε2) (57)

mentre V φ soddisfa

dV φ

dθ
= − cot θV φ

V φ(θ = ε) = −1

ε
+O (ε) . (58)

La soluzione di questo sistema è

V φ = − 1

sin θ
+O (ε) (59)

quindi in D, ove θ = π/2,

V µ =
(O (ε2) ,−1 +O (ε)

)
. (60)

4. Il tratto da D = (π/2, π/2) a A = (π/2, 0) è una linea coordinata φ, quindi
valgono le (45),

dV θ

dφ
= sin θ cos θV φ (61)

dV φ

dφ
= − cot θV θ . (62)

In entrambe le equazioni il secondo membro si annulla, perchè sul percorso
da D ad A si ha sempre θ = π

2 . Quindi in A il vettore è

V µ =
(O (ε2) ,−1 +O (ε)

)
. (63)

Nel limite ε → 0
V µ = (0,−1) (64)

mentre in A alla partenza era:

V µ = (1, 0) : (65)

il trasporto parallelo lungo questo cammino chiuso ha ruotato il vettore di 90o

in senso orario.
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