PRIMA ESERCITAZIONE
1 Trasformazione di vettori e 1-forme per cam-
biamenti di coordinate

Consideriamo lo spazio di Minkowski in coordinate cartesiane {z#} = (20, 21, 22, 23).
La sua metrica e

ds® = —(dz°)? + (dz")? + (d2?)? + (do*)? = g, datdx” (1)
con
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Consideriamo le coordinate polari {xa'} = (xol,r, 0, ¢), definite nell’insieme
r>0, 0<f<m 0<o¢p<2rm (3)

in termini delle coordinate cartesiane mediante la trasformazione di coordinate
’
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Passando dalle coordinate cartesiane alle coordinate polari, i vettori di base

€ = % e le 1-forme di base @® = dz* si trasformano secondo le

o = Aﬂa,@(&')
€y = Aular (5)
con
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Sottolineiamo che per gf:} si intendono le derivate delle funzioni di trasfor-
mazione di coordinate z*(z'), nel nostro caso le (4), e per % le derivate

. . . . . ’
delle trasformazioni di coordinate inverse x® (z*).
Definiamo la matrice A di componenti A",

A=(A") = <%> : (7)



In questa definizione, per convenzione, 'indice di riga € I'indice alto (in questo
caso i), mentre I'indice di colonna ¢ I'indice basso (in questo caso ') (ricordiamo
che nel prodotto righe per colonne tra due matrici A- B = C con Cy, = A;; By,
gli indici che si contraggono sono 'indice di colonna della matrice di sinistra e
I'indice di riga della matrice di destra).

Consideriamo la matrice che ha come componenti le A
venzione sugli indici di riga e di colonna. Poiche
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e questo e un prodotto righe per colonne in quanto si contrae ’indice di colonna
della prima matrice e I'indice di riga della seconda, ne segue che la matrice di
componenti A9, & quella matrice che, moltiplicata per A, da Iidentita, ovvero e

I'inversa:
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Quindi, per determinare le derivate %” -
T

non & necessario invertire le funzioni

m”(a:"/), ricavando le 2 (z*), e poi derivare queste ultime rispetto agli a*:
basta calcolare la matrice A e invertirla.
Nel caso della trasformazione di coordinate (4), derivando le z*(z’) si trova

. oxt
A = (Ala,)_<w>

1 0 0 0
0 sinfcos¢p rcosfcos¢p —rsinfsing

- 0 sinfsing rcosfsing 7rsinfcos@ (10)
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La matrice inversa e
A= (a9)
1 0 0 0
B 0 sinfcos¢ sin @ sin ¢ cos @ 1
0 %cos@cosqb %cos@sinqﬁ —%sin@ (11)
0 __sing cos ¢ 0
7 sin 6 7 sin 6

In generale un campo vettoriale (che spesso per brevita di notazione verra
impropriamente detto “vettore”, cosi come i campi di 1-forme verranno spesso
impropriamente detti “1-forme”) V' si esprime nei due sistemi di coordinate {z#}
e {z*'} rispettivamente come

— ’

V= V”(x)é(u) =V (a:/)é'(a/) (12)



per cui le componenti di V nelle due basi, V#(z) e V* (z), si trasformano
secondo la

Vi) = AV (2 (2)) . (13)
Per un campo di 1 — forme &, analogamente,
5 = ou(z)a™ = go () (14)
¢ /
0u(r) = A%, 00 (2'(z)) . (15)

E da notare che per trasformare un campo di vettori o 1-forme (o, pilt in gen-
erale, un campo tensoriale) non & sufficiente applicare gli operatori A, A~!,
bisogna anche esprimere le vecchie coordinate nelle nuove coordinate. Conside-
riamo ad esempio un campo scalare dato nelle coordinate z#, ®(x). Cambiando
coordinate

{a"} — {2}, (16)
il campo scalare si trasforma come segue:
b(z) — '(2) = d(x(2)) (17)

dove z(z’) sono le trasformazioni di coordinate, in questo caso le (4). Ad esem-
pio, se in coordinate cartesiane

O(z) = (1) + (2?)?, (18)
in coordinate polari il campo diventa
¥'(a') = @(2(2)) = (2'(r,0,9))* + («*(r,0,9))” =r*sin*0,  (19)

per cui la sua forma funzionale cambia, anche se il valore assunto dal campo
scalare in un dato punto della varieta & lo stesso.

Consideriamo un campo vettoriale V' che, in coordinate cartesiane {z*},
abbia la forma

{Via)} = (VO VLV VE) = (") + (%)% + (2°)%, —2®,2",0) . (20)
ovvero, in notazione geometrica,
V= (@) + @) + (%)) &o) — 2% + 28y - (21)
Le componenti in coordinate polari del campo vettoriale V saranno

Ve (2)) = A% VH (2(a’)
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Notare che abbiamo scritto AO‘ILV“ come prodotto riga per colonna della matrice
A per il vettore colonna ‘7; abbiamo potuto farlo perche l'indice contratto (o,
come si dice, “muto”) & in questo caso U'indice u, che & 'indice di colonna della
matrice A; se si considera V come un vettore colonna, l'indice p di V# e I'indice
di riga di ‘7, e abbiamo quindi il prodotto matriciale A V.

Consideriamo ora la 1-forma & di componenti (nelle coordinate {z*})

{O—H(x)} = (00501502503) = (O,$1,$2,CL’3), (23)
e calcoliamo le sue componenti in coordinate polari. Esse saranno
oo (') = A" o, (x(z")). (24)

In questo caso I'indice muto ¢ 'indice di riga di A. Poiche nel prodotto riga per
colonna si contraggono l’indice di colonna della matrice di sinistra e I'indice di
riga della matrice di destra, se vogliamo scrivere la (24) come prodotto righe
per colonne la A deve stavolta essere la matrice di destra, e & deve essere visto
come un vettore riga:

Oo/ (J?/) = AHO/UH(J)(J?/))

1 0 0 0
_ . . . 0 sinfcos¢p rcosfcos¢ —rsinfsing
= (0,7sinf cos ¢, 7 sinf'sin ¢, 7 cos ) 0 sinfsing rcosfsing rcosfcosep

0 cosf —rsinf 0
=(0,7,0,0). (25)

Consideriamo ancora la metrica (1) in coordinate cartesiane
ds* = —(dx®)? + (dz')? + (da?)? + (dz®)?. (26)

Per trasformarla in coordinare polari, potremmo utilizzare la formula di trasfor-
mazione del tensore metrico. Ma, per determinare la trasformazione della
metrica per un cambiamento di coordinate, esiste un metodo a volte piu ve-
loce: & sufficiente sostituire nella (26) la trasformazione delle 1-forme di base
o) = dzt,

v,
gja/ dx® (27)

che pud essere ottenuta differenziando le z#(z®") (nel nostro caso le (4)):

dzt =

dz® = dz¥

de' = sin@cos¢dr + rcos@ cos ¢pdf — rsin 6 sin ¢pde

de? = sin@sin¢dr + rcosfsin ¢df + rsin 6 cos pde

dz® = cos@dr —rsinfdf. (28)

Sostituendo nella (26) si trova la metrica dello spazio piatto in coordinate polari:

da? = —(dz®)? + dr? + r2d6? + r? sin 62dg? . (29)



2 Trasformazione di tensori per cambiamenti di
coordinate
Consideriamo lo spazio-tempo di Minkowski in coordinate cilindriche. Siano

{z¥} = (t,r, ¢, z) le coordinate cilindriche, {x*'} = (¢, 2,4y, 2") le coordinate
cartesiane, legate tra loro dalla trasformazione di coordinate

= t
/ / ' = rcos¢
o (e} M .
v =z% (zM) : J = rsing (30)
2 = z

Troviamo la matrice A che governa le trasformazioni di tensori per cambiamenti
di coordinate, derivando le (30). Nelle nostre convenzioni,

A = (Aal;): (%ﬁ) (31)

La matrice che possiamo calcolare derivando le (30) ¢ A~!, dopodiche, inver-
tendola, troviamo A:
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9 nel sistema di coordinate cilindriche.
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Sia dato il tensore di tipo ( 0
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Vogliamo trovare le sue componenti nel sistema di coordinate cartesiane. Sara

T(X/ﬁ/ = AHa,AVﬁ/THV . (34)
La (34) puo essere calcolata componente per componente:
TO/O/ = A81A8/T00 + Ag/A(l)/TOI + e
TO/lI = A8/A(1)/TOO + ABIA%/TM + st

- . (35)



ma (per i tensori con al pitt due indici) & conveniente utilizzare il formalismo
matriciale. Definiamo le matrici, che chiameremo (solo per questo calcolo) T' e
T, costituite dalle componenti dei tensori Ty g, To/p::

T= (le) ) T = (Ta’ﬁ’) ) (36)

dove al solito scegliamo la convenzione secondo la quale I'indice di sinistra e di
riga, quello di destra e di colonna, indipendentemente dal fatto che stiano in
alto o in basso. Per poter scrivere 'espressione (34)

Ta/,Bl = AMO/AV/BITHV (37)

come prodotto righe per colonne di matrici, I'indice di colonna di una matrice si
deve contrarre con l'indice di riga della matrice successiva, ovvero, nelle nostre
convenzioni, gli indici sommati devono essere affiancati. Percio, ad esempio,
A"ﬁ,TW = T,“,A”ﬁ, sono le componenti del prodotto righe per colonne TA.

Ma Tindice g in (37) ¢ indice di riga sia in T}, sia in A" ,, quindi, per
poter scrivere la (37) come prodotto matriciale, dobbiamo considerare in A",
1 indice di colonna ed « indice di riga; cid equivale a considerare la matrice
trasposta alla matrice A. In altre parole, nella convenzione in cui l'indice di
riga sta sempre a sinistra e quello di colonna sempre a destra, data una matrice
A = (Aij;), la sua matrice trasposta AT = (Ag) ha per definizione componenti

A,L,I; = Aji s (38)
quindi
N
A, = AT (39)
e la (34) puo essere scritta
Togr = AT/ Ty A5, (40)
che corrisponde all’espressione matriciale
T =ATTA. (41)
Calcolando esplicitamente,
T = AT'TA
1 0 0 0 0 1 r 0
_ 0 cos¢ —%singzﬁ 0 0 sing 0 0 A
a 0 sing %Cosqb 0 rcos¢g 0 0 O
0 O 0 1 0 0 01
0 1 r 0 1 0 0 0
- —singcos¢ singcos¢y 0 0 0 cos @ sing 0
a cos? ¢ sin? ¢ 00 0 —% sing Lcosg 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 cos¢p —sing sing+cos¢ 0
B —singcos¢ singcos®¢  sinpcosp 0 B
- cos? ¢ sin? ¢ cos ¢ sin® ¢ 0| (Tarp) (42)
0 0 0 1



. . . . ’
che sono le componenti del tensore nel riferimento cartesiano {z® }. Esse devono
pero essere espresse in coordinate cartesiane, ovvero sostinuendo

/

X
. _ y'
sing = 7x’2+y’2. (43)

Analogamente, per un tensore ( ) di componenti in coordinate cilindriche

0
TH le componenti in coordinate cartesiane sono

T8 = AN T = AT AT (44)

e, definendo le matrici T = (T#) e T' = (T*'F"), possiamo scrivere la (44) in
forma matriciale:

T =A'T(AT) L. (45)

Ricordare che (A7)~ = (A~HT, ovvero in questo caso

1 0 0 0
T —1 0 cos¢ sing 0
A~ = 0 —rsing rcos¢ 0 (46)
0 0 0 1
1
Per un tensore ( 1 ),
T = A% A", TH = A% T A", (47)

che, definendo le matrici T'= (T#) e T' = (T“//B,), puo esssere scritta come

T =A"'TA. (48)



