
QUINTA ESERCITAZIONE

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{xµ} = (t, r, θ, φ), con metrica

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

1(
1− 2M

r

)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1)

dove M > 0 è una costante. Sia dato il vettore �V di componenti

V µ =

(√
1− 2M

r
, r, 0, 0

)
. (2)

Calcolare simboli di Christoffel.

Calcolare
V t

;t ; V t
;r ; V θ

;r ; V θ
;θ . (3)
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I simboli di Christoffel possono essere calcolati dalle formule

Γ µ
αβ = gµνΓαβ ν (4)

dove abbiamo definito per comodità di calcolo i simboli di Christoffel con indici
bassi

Γαβ ν ≡ 1

2
(gαν,β + gβν,α − gαβ,ν) . (5)

Le derivate non nulle delle componenti del tensore metrico sono

gtt,r = −2M

r2
grr,r = −2M

r2

(
1− 2M

r

)−2

gθθ,r = 2r

gφφ,r = 2r sin2 θ gφφ,θ = 2r2 sin θ cos θ (6)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

Γtt r =
1

2
(gtr,t + gtr,t − gtt,r) = −1

2
gtt,r =

M

r2

Γtr t = Γrt t =
1

2
(gtt,r + grt,t − gtr,t) =

1

2
gtt,r = −M

r2

Γrr r =
1

2
(grr,r + grr,r − grr,r) =

1

2
grr,r = −M

r2

(
1− 2M

r

)−2

Γθθ,r = −1

2
gθθ,r = −r

Γθr,θ = Γrθ,θ =
1

2
gθθ,r = r

Γφφ,r = −1

2
gφφ,r = −r sin2 θ

Γφr,φ = Γrφφ =
1

2
gφφ,r = r sin2 θ

Γφφ,θ = −1

2
gφφ,θ = −r2 sin θ cos θ

Γφθ,φ = Γθφφ =
1

2
gφφ,θ = r2 sin θ cos θ . (7)

Contraendo con la metrica inversa

gµν = diag

(
−
(
1− 2M

r

)−1

,

(
1− 2M

r

)
, r−2, r−2 sin−2 θ

)
, (8)

si trova l’insieme dei simboli di Christoffel non nulli:

Γ r
tt =

M

r2

(
1− 2M

r

)

Γ t
rt = Γ t

tr =
M

r2

(
1− 2M

r

)−1
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Γ r
rr = −M

r2

(
1− 2M

r

)−1

Γ r
θθ = −(r − 2M)

Γ r
φφ = −(r − 2M) sin2 θ

Γ θ
θr = Γ θ

rθ =
1

r

Γ φ
φr = Γ φ

rφ =
1

r

Γ θ
φφ = − sin θ cos θ

Γ φ
φθ = cot θ . (9)

Si ha

V t
;t = V t

,t + Γ t
tµV

µ = Γ t
trV

r =
M

r
(
1− 2M

r

)
V t

;r = V t
,r + Γ t

rµV
µ = V t

,r + Γ t
rtV

t =
2M

r2
√
1− 2M

r

V θ
;r = V θ

,r + Γ θ
rµV

µ = 0

V θ
;θ = V θ

,θ + Γ θ
θµV

µ = Γ θ
θrV

r = 1 . (10)
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