QUINTA ESERCITAZIONE

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{z"} = (¢, 1,0, @), con metrica

oM 1
ds? = — <1 - T) dt® + @dﬁ + 1r2d0? + r? sin? 0d¢? (1)

T

dove M > 0 & una costante. Sia dato il vettore V di componenti

Vﬂ:(,/1—¥,r,o,o>. (2)

Calcolare simboli di Christoffel.

Calcolare

Vi Vi vl VY. (3)

A



I simboli di Christoffel possono essere calcolati dalle formule
Fauﬁ = IU‘VF‘XBV (4)

dove abbiamo definito per comodita di calcolo i simboli di Christoffel con indici
bassi

1
Pagy = 5(9avs + 9pvia = Gasw).- (5)
Le derivate non nulle delle componenti del tensore metrico sono

2M 2M oM\ ~?
Gtt,r = — T2 9rrr = O 1-— g9e0,r = 2r
T T T

Gogr = 2rsin®0  ggs = 2r?sinf cosd (6)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

1 1 M

Dyr = §(gtr,t + Gert — gtt,r) = *ggtt,r = 7“_2
1 1 M

Pire =Tt = a(gtt,r + Grtt — Gert) = S9ttr =~ 3

1 1 M oM\ 2
Frrr = i(grr,r + 9rror — grr,r) == §grr,r = 77“_2 (1 — T)

1

Loor = — 59000 = =T

1
Loro=T17r00= =900, =7

2
1 o
Lggr = *§g¢¢m = —rsin“ 0
1 5
Lyrp =Lrpp = 3960, = TSI 0
1 5 .
Pypo = —§9¢¢,9 = —r“sinfcosf
1 .
Lpo,0 = Logp = §9¢¢,9 =7r2sinfcosh. (7)

Contraendo con la metrica inversa

oM\ ! 2M
g = diag ( <1 — —> , <1 — —> 2 2sin 2 9) , (8)
r r

si trova l'insieme dei simboli di Christoffel non nulli:

. M oM
-1
R 1
r r



Si ha

. M oM\
np - M (-2

,
gy = —(r—2M)
Ly = —(r —2M) sin? 0
1
Lgr=T5 = -
ro =19 = %
F¢9¢ = —sinfcosd
I‘J‘; = cotf. 9)

M
Vtt + thvﬂ = th-vr = 2M

’ r(1-2%)

oM

Vtr + FT&LVM = Vtr + Frivt =

? ’ ,],,2 1 _2M
VO 4TV =0
VO + TV =TIV =1. (10)



