Esercizio

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{zt} = (t,7,0,¢), con metrica

2M 1
ds® = — (1 - T) dt® + @dﬁ + r?d6* + r* sin® Od¢? (1)

r

(metrica di Scwarzschild), dove M > 0 & una costante. Sia dato il vettore V di

componenti
2M
V“z( l—r,r70,0> . (2)

1. Calcolare simboli di Christoffel.

2. Calcolare
Vi Vi Vi V. (3)

3. Dato il riferimento O" di coordinate {z®'} = (¢/,r, ¢, ¢’) date da

t t/
U S 2l (@)
o = ¢
determinare la metrica nel riferimento O’.
4. Calcolare le quantita
A, = gf:, : A“l'; = gﬁj (5)

5. Determinare le componenti del vettore V (2) nel riferimento O’.



Soluzione
1. I simboli di Christoffel possono essere calcolati dalle formule
I‘a% =g""Tasw (6)

dove abbiamo definito per comodita di calcolo i simboli di Christoffel con
indici bassi

1
Faﬁu = §(gcw,6 + 9pv,a — gaB,u) . (7)

Le derivate non nulle delle componenti del tensore metrico sono

2M 2M 2M\ 2
gtth:_TT grr,r:_rT 1—7
Gog,r = 21
Gopr = 2rsin®0  ggs9 = 2r?sinfcosf (8)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

1 1 M
Dy = §(gtr,t + Gtrt — gtt,r) = _§gtt,r = =)
1 1 M
Pire =Tpee = i(gtt,r + Grtt = Gert) = égtt,r =2
1 1 M 2M\ ?
Lo = 5(9””" + Grro — grr,r) = igrr,r = _T72 1-— T
1
Loo.r = —5900.0 = 7
1
Loro =Tro0 = 39005 =T
1 .
Typr = —§g¢¢,7- = —rsin?0
1 .
Lgrg =Trpp = §g¢¢7,« =rsin“ 6
1 5 .
Lgp0 = —§g¢¢79 = —r“sinf cos b
1 .
Tg0,6 =Togs = 39660 = r2sinfcosf. (9)

Contraendo con la metrica inversa

oM\ ! oM
gl“’ — dlag <_ (1 — 'r'> s <1 — rr) ’7"_277‘_2 Sin72 0) s (10)

si trova l'insieme dei simboli di Christoffel non nulli:

M 2M
- (1)

r



2. Si ha

3. Trasformiamo dr2.

quindi

M oM\ !
ri=rt = —(1-=—
rt tr TQ ( r )
M oM\
- (-2
r r
Ly = —(r—2M)
Ly = —(r —2M)sin* 6
1
rd=r9 = -
Or 6 r
1
b _po  _
Lgr=TLry = r
1"¢9¢ = —sinfcosf
FJ; = cotf. (11)
M
Vt;t = Vft + FtZV“ =T, V"= ST
r(1-24)
2M
Vi, = V4D VvE =V 4TV = ————
’ ’ ’ r2. /1 — 2M
Ve = VO +TLSvE=0
V?@ = V?g + ngV” = ngVT == ]. . (12)
Si ha
M\? 2
TT/<1+27“’) :T'+M+4TI (13)
M? M M
dr = (1 - 47”2) dr’ = (1 + 27") (1 - 27"’) dr’ (14)
M\ M\?
d?‘Q = <1 —+ 271/) (1 — 27’/> d’/‘/2 . (15)

Ora esprimiamo le componenti g, nelle nuove coordinate. Si ha

2M
122
r

- 1-

2M 1

M2
= 2<r’+M+4r/2M>

e ()

1 ) M2\
(14 M) (r — 47”)_

2
(1 — %) (16)

(14 35)°



r? =’ <1+M)2. (17)

Mettendo tutto assieme,

2
ast =~ 122 e + <1 + M>4 [dr" +r"(d6? + sin® 0d¢?)] . (18)
B (1 + M)Q 2r! ’
27/

Ovviamente si sarebbe arrivati allo stesso risultato utilizzando le matrici
A per trasformare il tensore g,,,,.

. Dalla (14) si ha che

ar M?
quindi
1 0 0 0
_ M2
O O (20
0 0 0 1

1 0 0 0

/ 0 (1—"4—2)_1 0 0
A = Iz (21)

0 0 10

0 0 01

. Prima di tutto esprimiamo le componenti V# nelle coordinate xa/; usando
la (16),

oM 1- 2 M\?
VH = 1—-=2=r00]) = 28 (14— .0,0] . 22
( ) <1+M(+2)> @)

Le componenti di V nel riferimento O’ saranno

1 0 0 0 vz
m2) 7! e 2
Voc/ _ AQP/LVH — 0 (1 - 47‘/2) 0 0 7,/ (1 + %)
0 0 10 0
0 0 0 1 0
1- 2
1+24
e
= 1- 2 (23)
0
0



