TRASPORTO PARALLELO DI UN VETTORE
LUNGO UN CAMMINO CHIUSO SU UNA SFERA

Si consideri la sfera S? di raggio unitario, in coordinate polari:

{a"} = (0,9) (1)

ds? = db? + sin® 0d¢? = g, dx"dz” (2)
1 0

g“”:<0 sin20>' (3)

Calcoliamo 1 simboli di Christoffel. La sola derivata della metrica non nulla ¢
Jpe,0 = 2sinfcosf. (4)

I simboli di Christoffel con indici bassi I',,, ,, definiti dalla

1
Lpvp = 9 (Gupw + Gupu = Guwip) (5)
non nulli, saranno:
1 1 }
Loos = Toos = 5 (906,0 + 90,0 = 906.6) = 59s9,0 = sinf cos o (6)
1 1 .
Pgpo = 5 (906,60 + 90,6 — 9p0,0) = —§g¢¢,9 = —sinfcosf. (7)

I simboli di Christoffel I'/,,, non nulli, essendo

I, =9 Lo (8)
1 0
py _ 9
g ( 0 sir1129 > ’ ( )
saranno:
in 6 cos 6
T =T%, = g% Tyos = g Tppe = ¢**Tops = " = cot 0
#0 0o #0 9 "L eoe = 97 Lose sinZ 0 (10)

Fgﬁqﬁ = g9”F¢¢g = geer¢¢9 =T4p9 = —sinfcosf.

Trasporto parallelo sulla sfera

Studiamo il trasporto parallelo sulla sfera lungo il cammino in figura (notare che
tale cammino ¢ definito in maniera tale da evitare il polo nord, dove la mappa
polare non & definita).



Come dimostreremo, trasportando lungo tale cammino il vettore ‘7, da A in
A, esso viene ruotato di 90°. Dimostriamolo. I quattro punti in figura hanno
coordinate z# = (0, ¢):

A= (5,0) (11)

B= (5?0) (12)
C= (a, g) (13)
p-(33) it

dove ¢ ¢ un parametro che assumiamo piccolo, e che alla fine della dimostrazione
faremo tendere a zero.

Trasportiamo parallelamente lungo il cammino in figura il vettore inizial-
mente in A con componenti

Vi = (VP V®) =(1,0) . (15)

Le equazioni del trasporto parallelo sono

dve
- re,vivf =o (16)

con A
Uk = ;T (17)

vettore tangente alla curva A — x#(\); sostituendo i simboli di Christoffel dati
in (10),

0
% = U®V?sinfcosd
ave (18)
e (UV? +VPU?) cotd.

Osserviamo che i cammini AB, BC, C'D, DA sono linee coordinate; le equazioni
del trasporto parallelo possono quindi essere espresse in forma piu semplice:



e per le linee coordinate 6,

VI = V4TV =0 (19)
ovvero
Ve = 0
Vi = —cotfV?; (20)
e per le linee coordinate ¢,
Vg = Vg +I VY =0 (21)
ovvero
Vz = sinfcosV?
Vf; = —cotoV?. (22)

1. 11 tratto da A = (7/2,0) a B = (¢,0) ¢ una linea coordinata 0, quindi
valgono le (20). La prima delle (20) ci dice che V¥ e costante, quindi
VOO =V (r/2) =1.

L’equazione per V? ¢ della forma
ave
de

Ve (g) = 0. (23)

—cot OV ®

Questo & un problema di Cauchy (una equazione differenziale del primo
ordine e un dato iniziale), quindi ammette un’unica soluzione. V¢() = 0
¢ soluzione, quindi & I'unica soluzione.

Questo risultato vale anche in casi piu’ generali: se la derivata di una
grandezza (in questo caso V%) & proporzionale alla grandezza stessa, e nel
punto iniziale (in questo caso 6§ = w/2) la grandezza vale 0, essa continua
a valere 0 anche successivamente.

Possiamo concludere che V#(6) ¢ costante nel tratto AB, e in B si ha
ancora:

V= (1,0) . (24)

2. 1l tratto da B = (£,0) a C = (g, 7/2) & una linea coordinata ¢ con 6 = e,
quindi valgono le (22), che per ¢ < 1 diventano

awvl 4 4 5
v sinecoseV? =eV? 4+ O (%) (25)
dve 0 1.



Come si vede, non si puo prendere ¢ — 0, ovvero arrivare al polo nord,
perche le equazioni vi divergono. Dalla (26) si trova che

1

Ve=_Vit+0(), (27)
mentre derivando la (25) rispetto a ¢ si ha
=V +0(). 2s)
La soluzione generale di questa equazione e
V% =Cycosp+ Cosing + O (62) (29)
e dalla (27)
V¢:—%sin¢+%cos¢+(9(5). (30)

con C1, Cy costanti di integrazione determinate dalle condizioni iniziali in
¢ =0, dove

Vip=0 = C1+0(?) =1
Vo (p=0) = —%+0(s):o (31)

percuiC; =1, Co=0e
vl = cos¢+(’)(52)
1
Ve = —gsinqﬁ—k@(a‘). (32)

Ponendo ¢ = 7/2 si trova V* nel punto C:
1
VH = ((9 (%), —-+0 (5)) : (33)

. Iltratto da C = (e,7/2) a D = (7/2,7/2) & una linea coordinata 6, quindi
valgono le (20). Quindi V? & costante,

Vo) =0(e?) (34)
mentre V? soddisfa
dve
- - ¢
20 cot OV
1
VPO =¢ = —g+0(5) (35)
La soluzione di questo sistema &
1
¢ _ _
g 7O (36)
quindi in D, ove 0 = /2,
V= (0(%), -1+ 0()) - (37)



4. M trattoda D = (7/2,7/2) a A = (7/2,0) & una linea coordinata ¢, quindi
valgono le (22),

0

% = sinf cos OV (38)
@

ddld) = —cot VY. (39)

In entrambe le equazioni il secondo membro si annulla, perche sul percorso
da D ad A si ha sempre ¢ = 7. Quindi in A il vettore &

VE=(0(2),-1+0()) . (40)

Nel limite e — 0
V#=(0,-1) (41)
mentre in A alla partenza era:

VI =(1,0) : (42)

il trasporto parallelo lungo questo cammino chiuso ha ruotato il vettore di 90°
in senso orario.



