
RELATIVITÀ GENERALE - SCRITTO 23-2-2012

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate {xµ} =
(t, x, y, z), dalla metrica

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 − 1

2
e−2ωxdz2 − 2e−ωxdtdz .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γt
tx �= 0 Γz

tx = eωxω Γx
tz = −1

2
e−ωxω

Γt
xz = −1

2
e−ωxω Γx

zz = −1
2
e−2ωxω

1. Calcolare il simbolo di Christoffel Γt
tx.

2. Dato il tensore T , di componenti nel riferimento O

T µν =




0 1 0 0
1 0 x 0
0 0 0 0
0 0 x 0


 .

calcolare le componenti T µ
ν .

3. Calcolare T ty
;z e T xz

;x.

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, x′, y′, z′), definito dalla
trasformazione di coordinate xµ′ = xµ′(xα)

t′ = t
x′ = 2z
y′ = 3y
z′ = 1

2
x

,

calcolare le componenti del tensore T µ′ν′
nel riferimento O′.



Soluzioni

La metrica e la metrica inversa sono

gαβ =




−1 0 0 −e−ωx

0 1 0 0
0 0 1 0

−e−ωx 0 0 −1
2
e−2ωx


 ,

gαβ =




1 0 0 −2eωx

0 1 0 0
0 0 1 0

−2eωx 0 0 2e2ωx


 .

1.

Γt
tx =

1

2

[
gtt (gtx,t + gtt,x − gtx,t) + gtz (gzx,t + gzt,x − gtx,z)

]

=
1

2
gtzgtz,x = −ω .

2.

T µ
α = T µνgνα =




0 1 0 0
−1 0 x −e−ωx

0 0 0 0
0 0 x 0


 .

3.

T ty
;z = T ty

,z + Γt
zµT

µy + Γy
zµT

tµ = Γt
xzT

xy = −1

2
ωe−ωxx

T xz
;x = T xz

,x + Γx
xµT µz + Γz

xµT
xµ = Γz

xtT
xt = eωxω .

4. La matrice cambiamento di coordinate è:

(Λα′
µ) =

(
∂xα′

∂xµ

)
=




1 0 0 0
0 0 0 2
0 0 3 0
0 1

2
0 0


 .

Si ha
T α′β′

= Λα′
µT µνΛβ′

ν

quindi definendo le matrici T = (T µν), T ′ = (T α′β′
), Λ = (Λα′

µ), si trova

T ′ = ΛTΛT



=




1 0 0 0
0 0 0 2
0 0 3 0
0 1

2
0 0






0 1 0 0
1 0 x 0
0 0 0 0
0 0 x 0


ΛT

=




0 1 0 0
0 0 2x 0
0 0 0 0
1
2

0 x
2

0






1 0 0 0
0 0 0 1

2
0 0 3 0
0 2 0 0




=




0 0 0 1
2

0 0 6x 0
0 0 0 0
1
2

0 3
2
x 0


 =




0 0 0 1
2

0 0 12z′ 0
0 0 0 0
1
2

0 3z′ 0


 .


