
RELATIVITÀ GENERALE - SCRITTO 8-9-2014

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate
{xµ} = (t, x, y, z), dalla metrica

ds2 = −(1 + t2)dt2 + x2(dx2 + dy2 + dz2) + 2xydxdy .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γt
tt =

t

1 + t2
Γx
xx =

1

x
Γx
xy = − y

x2 − y2

Γx
zz �= 0, Γy

xy =
x

x2 − y2
,

Γy
zz =

y

x2 − y2
, Γz

xz =
1

x
.

1. Calcolare il simbolo di Christoffel Γx
zz.

2. Dato il tensore T , di componenti nel riferimento O

T µ
ν =




0 t2 0 0

0 x2 0 y
z 0 y2 0

0 0 y 0



.

calcolare le componenti T µν .

3. Calcolare T x
z;y.

4. Sia dato il riferimentoO′, di coordinate {xα′} = (u, x′, y′, z′), definito
dalla trasformazione di coordinate, definita per t > 0

u = ln(t)
x′ = x

y′ = y
z′ = z

,

calcolare le componenti del tensore T µ′
ν′ nel riferimento O′.



Soluzione

La metrica e la metrica inversa sono

gαβ =




−(1 + t2) 0 0 0
0 x2 xy 0

0 xy x2 0
0 0 0 x2



,

e, ponendo A = x2 − y2,

gαβ =




− 1

1 + t2
0 0 0

0 1/A −y/(xA) 0

0 −y/(xA) 1/A 0
0 0 0 1/x2




.

1.

Γx
zz =

1

2
gxα [2gαz,z − gzz,α] = −1

2
gxxgzz,x = − x

x2 − y2
.

2.

T µν = T µ
αg

αν =




0 t2/A −yt2/(xA) 0

0 x2/A −xy/A y/x2

−z/(1 + t2) −y3/(xA) y2/A 0

0 −y2/(xA) y/A 0



.

3.

T x
z;y = T x

z,y + Γx
αyT

α
z − Γα

zyT
x
α = T x

z,y + Γx
xyT

x
z =

x2 − 2y2

x2 − y2
.

4. Dette Λ = (Λµ′
α) =

(
∂xµ′
∂xα

)
e Λ−1 = (Λα

µ′) =
(
∂xα

∂xµ′
)
, si ha

T α′
β′ = Λα′

µT
µ
νΛ

ν
β′;

cioè
T ′ = ΛTΛ−1.



Le matrici Λ e Λ−1 sono

Λ = (Λν
β′) =




1/t 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1



.

e

Λ−1 = (Λα′
µ) =




t 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



.

Quindi si trova

T ′ = =




1/t 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







0 t2 0 0
0 x2 0 y

z 0 y2 0
0 0 y 0







t 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




=




1/t 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







0 t2 0 0
0 x2 0 y

zt 0 y2 0
0 0 y 0




=




0 t 0 0
0 x2 0 y

zt 0 y2 0
0 0 y 0




=




0 eu 0 0

0 x′2 0 y′

z′eu 0 y′2

0 0 y′ 0



.


