
RELATIVITÀ GENERALE - SCRITTO 30-6-2014

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate
{xµ} = (t, x, y, z), dalla metrica

ds2 = − 1

t2
dt2 + 6tdtdx+ t2dx2 + y2dy2 + z2dz2 .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γt
tt =

9t2−1
t(9t2+1) , Γt

tx =
3t2

(9t2+1) , Γt
xx = t3

(9t2+1) ,

Γx
tt =

6
t2(9t2+1) , Γx

tx =
1

t(9t2+1) , Γx
xx �= 0 ,

Γy
yy =

1
y , Γz

xz =
1
z ,

1. Calcolare il simbolo di Christoffel Γx
xx.

2. Dato il tensore T , di componenti nel riferimento O

T µν =




t2 0 0 t
y 0 2z 0

−x2 0 0 0
0 0 0 y + z



.

calcolare le componenti T µ
ν.

3. Calcolare T yt
;x.

4. Sia dato il riferimentoO′, di coordinate {xα′} = (t′, x′, y′, z′), definito
dalla trasformazione di coordinate

t = t′

x = x′

y = t′ + y′2

z = z′

,

definita per y− t ≥ 0. Calcolare le componenti del tensore metrico

gµ′ν′ nel riferimento O′.



Soluzione

La metrica e la metrica inversa sono

gαβ =




− 1

t2
3t 0 0

3t t2 0 0
0 0 y2 0
0 0 0 z2



,

gαβ =




− t2

9t2 + 1

3t

9t2 + 1
0 0

3t

9t2 + 1

1

t2(9t2 + 1)
0 0

0 0
1

y2
0

0 0 0
1

z2




.

1.

Γx
xx =

1

2
gxk (2gkx,x − gxx,k)

=
1

2
gxt (2gtx,x − gxx,t) +

1

2
gxx (2gxx,x − gxx,x)

= −1

2
gxtgxx,t = − 3t2

(9t2 + 1)
.

2.

T µ
ν = T µαgαν =




−1 3t3 0 tz2

− y

t2
3ty 2y2z 0

x2

t2
−3tx2 0 0

0 0 0 z2(y + z)




.



3.

T yt
;x = T yt

,x + Γy
kxT

kt + Γt
kxT

yk = −2x+ Γt
txT

yt = −x(18t2 + 2 + 3t2x)

(9t2 + 1)
.

4. Detta Λ = (Λµ
α′) =

(
∂xµ

∂xα′
)

la matrice del cambiamento di coordi-
nate, data da

Λ =




1 0 0 0
0 1 0 0

1 0 2y′ 0
0 0 0 1



,

si ha
gα′β′ = Λµ

α′Λ
ν
β′gµν ,

quindi definendo le matrici g = (Tµν), g
′ = (Tα′β′), e detta ΛT la

trasposta di Λ

g′ = ΛTgΛ = ΛT




− 1

t2
3t 0 0

3t t2 0 0

0 0 y2 0
0 0 0 z2







1 0 0 0
0 1 0 0

1 0 2y′ 0
0 0 0 1




=




1 0 1 0

0 1 0 0
0 0 2y′ 0
0 0 0 1







− 1

t2
3t 0 0

3t t2 0 0
y2 0 2y2y′ 0
0 0 0 z2




=




− 1

t2
+ y2 3t 2y2y′ 0

3t t2 0 0
2y2y′ 0 4y2y′2 0
0 0 0 z2




=




− 1

t′2
+ (t′ + y′2)2 3t′ 2(t′ + y′2)2y′ 0

3t′ t′2 0 0

2(t′ + y′2)2y′ 0 4(t′ + y′2)2y′2 0

0 0 0 z2





