SCRITTO 21-2-2008 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento M di coor-
dinate {z#} = (¢,7,0, ¢), dalla metrica

ds® = —dt* + ®(t)[dr? + r*df> + r* sin® 0d¢”] ,

dove @ ¢ una funzione reale di ¢.
I simboli di Christoffel non nulli sono (indichiamo con un “ -7 la
derivata rispetto a t):

Ly #0 Ftee = ﬁq) Fti - ﬁq)
Li-i6 D40 T A0
Fetgzé@ﬂ Lpp=—r Fef):cote

I, #0 I, =—rsin®0 Y, = —sinfcosf.



I Parte

1. Calcolare T',§ e T')}f,.

2. Dato il tensore ( (2) ) T, di componenti nel riferimento M

00 0 O
00 720
w
"= 00 0 O ’
0 0 0 1

. 1 .
calcolare le componenti del tensore < 1 ), ad esso associato,
T,

3. Calcolare T, ; T%,.

4. Sia dato il riferimento M’ di coordinate {z®'} = (¢, 2, y/, '),
definito dalla trasformazione di coordinate xz® = x®(z*)

t = t

' = rsinfcos¢
y = rsinfsing
Z = rcosf

Sia dato il tensore ( (2) ) W, di componenti nel riferimento M

W =

o O OO
o O OO
o O OO
_ o O O

Calcolare le componenti del tensore W nel riferimento M’.



IT Parte

1. Sia
Dt) =12,

Sia dato il cammino C dal punto P = (2,1,0,0) al punto @ =
(3,1,0,0), definito da

2<t<3, r=1, 0=0, 0=0.

Sia dato il vettore V# = (0,0,5,0) in P. Si trasporti parallela-
mente V' in @) lungo il cammino C.

2. Discutere 'equazione delle geodetiche nel limite newtoniano.

3. Dimostrare che in Relativita Speciale il tensore energia-impulso
perﬁ un sistema di particelle soddisfa la legge di conservazione
T =0.

7ﬁ



SCRITTO 21-2-2008 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento M di coor-
dinate {z#} = (¢,7,0, ¢), dalla metrica

ds® = —dt* + ®(t)[dr? + r*df> + r* sin® 0d¢”] ,

dove @ ¢ una funzione reale di ¢.
I simboli di Christoffel non nulli sono (indichiamo con un “ -7 la
derivata rispetto a t):

Ly #0 Ftee = ﬁq) Fti - ﬁq)
Li-i6 D40 T A0
Fetgzé@ﬂ Lpp=—r Fef):cote

I, #0 I, =—rsin®0 Y, = —sinfcosf.



I Parte

1. Calcolare Fwﬁ el .
2. Dato il tensore < (2) ) T, di componenti nel riferimento M
—1

0
r

T =

o O OO
o O OO
o O OO

—_ =

calcolare le componenti del tensore ( ), ad esso associato,

T,
3. Calcolare T, ; ",.

4. Sia dato il riferimento M’ di coordinate {z®'} = (¢, 2/, y/, '),
definito dalla trasformazione di coordinate z* = z®(x#)

t = t

' = rsinfcos¢
y = rsinfsing
Z = rcosf

Sia dato il tensore < (2) ) W, di componenti nel riferimento M

W =

oo oo
o O oo
o O oo
_ o O O

Calcolare le componenti del tensore W nel riferimento M.



IT Parte

1. Sia
O(t) = t*.

Sia dato il cammino C dal punto P = (1,2,0,0) al punto @ =
(4,2,0,0), definito da

1<t<4, r=2, =0, 06=0.

Sia dato il vettore V# = (0,0,0,7) in P. Si trasporti parallela-
mente V' in () lungo il cammino C.

2. Ricavare le equazioni di Einstein sapendo che, nel limite new-
toniano, le equazioni delle geodetiche mostrano che

P
g0 =~ (1+25)

dove @ e il potenziale newtoniano soluzione dell’equazione di
Laplace
V2® = 47Gp.

3. Dimostrare che il tensore di Riemann da il commutatore delle
derivate covarianti.



ATTENZIONE

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato
il primo esonero svolgera solo la seconda parte del
compito.

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato il
secondo esonero svolgera solo la prima parte.

e Chi non ha fatto gli esoneri svolgera entrambe le
parti.

e Chi fa solo una parte del compito, relativa all’esonero
mancante o andato male, deve dichiararlo SUBITO,
al momento del controllo dei documenti, e scriverlo
sul frontespizio del compito.

e Chi fa solo una parte del compito deve uscire dopo
due ore, pena 1’annullamento.

e Il compito annulla gli esoneri precedenti.

e Gli esoneri ottenuti nell’anno accademico 2007-2008
valgono solo fino a settembre 2008.



Soluzione compito A

I Parte

La metrica &
diag(—1, ®, dr*, &r*sin?0)

e la metrica inversa ¢

diag(—1,® 1, @ 1r 2 & 1r2sin"20).

1.
1 1 1
e, = Zg% - M_ra:_ea i
0 29 (Gra,0 + Goa,r — Gro,a) 29 9o, .
1 1. . .
Ffsz = égta@%a,(b — Yopa) = —égttgmt = 5@7“2 sin? 4.
2.
00 0 O -1 0 O 0
00 r2 0 0O & O 0
w — o o
TZ/ - T Gav = 0 0 O O 0 O (I)T2 O
00 0 1 0 0 0 ®r?sin?6
00 O 0
B 00 &rt 0
- 00 O 0
00 0 ®r2sin®d

T T r a ro " 1.
Tt;g = Tt79+Fa9T t 4T T =T8T = §®r4

4. Definiamo la matrice

1 0 0 0

A:(AO"): oz |0 sinffcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsin g
" Oz 0 sinfsing rcosfsing rsinfcos

0 cos 6 —7rsin 6 0

Le componenti di W nel frame M’ sono
Wal,ﬁ’/ — A W;LVA,G/
p Ve

In forma matriciale,

(W) = AWA"

1 0 0 0 0000
| 0 sinfcos¢g rcosfcos¢ —rsinbsing 0000
| 0 sinfsing rcosfsing rsinfcoso 0000
0 cos 6 —rsinf 0 0001



1 0 0 0
0 sinfcos¢ sin # sin ¢ cos 6
0 7rcosfcos¢p rcosfsing —rsinf
0 —rsinfsing rsinfcoso 0
0 0 0 0
10 r2sin? @ sin? ¢ —r2sin?fsingcosg 0
“ | 0 —r?sin®@sinpcos ¢ r?sin? § cos? ¢ 0
0 0 0 0
0 0 0 0
|0 ) -2y 0
- 0 —x’y’ (:L’/)Q 0
0 0 0 0
11 Parte

Il cammino e una linea coordinata t; I’equazione del trasporto paral-
lelo si riduce quindji, in una parametrizzazione opportuna, a V* = 0,
OVVero

Vi, = -I,V*=0

Ve, = I, Ve=-I,V"
V0 = —TL Ve =-TyV°
Ve = TRV =-T{Ve.

L’equazione per V* ha come soluzione V* costante, ed essendo V*(2) =
0, si ha V!(¢t) = 0. La componente r ¢ data dal problema di Cauchy

Vft = _F:TVT
V'(2) = 0

che ha come unica soluzione V7"(t) = 0. La componente ¢ ¢ data
dal problema di Cauchy

Ve = -TyVe
Vo2 = 0

che ha come unica soluzione V¢(t) = 0. La componente 6 ¢ data dal
problema di Cauchy

d 1
VO = TRVl = —ﬁv" = —Ev"
Vi2) = 5
che si risolve per separazione di variabili:
av? di

Ve Tt



5 V9 2t
In Vl(t) = 111%
10
VOt) = -
quindi in Q)
V@) = =



Soluzione compito B

I Parte

La metrica &
diag(—1, ®, dr*, &r*sin? 0)

e la metrica inversa ¢

diag(—1, 01, @ 1r 2 & 1r2sin"240).

1.
1 40 1 1
o = 50 (Gro0+ Goar = Gro) = 59" Go0r = -
r 1 ro 1 rr 1.
Ftr = 59 (gta,r+gra,t_gtr,a):§g grr,t:ﬁq)
2.
-1 0 0 0 0O 0 00
, o 0 @& 0 0 0 -1 0 0
T2 = g™ =1 o g ¢ 0 0 0 00
0 0 0 ®r’sin®6 0O r 00
0 0 00
B 0 —o 00
o 0 0 00
0 ®rd3sin?6 0 0
3.
1.
Trt;r —_ Trt7T+Fngat+FgTTroz:F;ﬁanrr:_§<D
7%, = T, + 0T + 0,7 =TT =rcotf.
4. Definiamo la matrice
1 0 0 0

Az(A%):(ax >: 0 sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing

Oz 0 sinfsing rcosfsing rsinfcos
0 cos 6 —rsinf 0

Le componenti di W nel frame M’ sono
Wa/,ﬁ’/ — AOZW#VAﬂ,L ]
In forma matriciale,

(W) = AWAT

1 0 0 0 0000
| 0 sinfcos¢g rcosfcos¢ —rsinbsing 0000
0 sinfsing rcosfsing rsinfcosp 0000
0 cos 6 —rsinf 0 0001



1 0 0 0
0 sinfcos¢ sin # sin ¢ cos 6
0 7rcosfcos¢p rcosfsing —rsinf
0 —rsinfsing rsinfcoso 0
0 0 0 0
10 r2sin? @ sin? ¢ —r2sin?fsingcosg 0
“ | 0 —r?sin®@sinpcos ¢ r?sin? § cos? ¢ 0
0 0 0 0
0 0 0 0
|0 ) -2y 0
- 0 —x’y’ (:L’/)Q 0
0 0 0 0
11 Parte

Il cammino e una linea coordinata t; I’equazione del trasporto paral-
lelo si riduce quindji, in una parametrizzazione opportuna, a V* = 0,
OVVero

Vi, = -I,V*=0

Ve, = I, Ve=-I,V"
V0 = —TL Ve =-TyV°
Ve = TRV =-T{Ve.

L’equazione per V* ha come soluzione V* costante, ed essendo V(1) =
0, si ha V!(¢t) = 0. La componente r ¢ data dal problema di Cauchy

Vft = _F:TVT
V') = 0

che ha come unica soluzione V" (t) = 0. La componente 6 ¢ data dal
problema di Cauchy

Vi o= TV
Vi) = 0

che ha come unica soluzione V?(t) = 0. La componente ¢ ¢ data
dal problema di Cauchy

) 1
Vh = —TpV?=——V?=_—-V?

29 t
Vo) = 7
che si risolve per separazione di variabili:

dve _dt

ve Tt



quindi in @)

7

In—~2 =

Ve qy'e
Ve
Ve(t)

Vo(t) =



