SCRITTO 25-6-2008

ATTENZIONE

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato
il primo esonero svolgera solo la seconda parte del
compito.

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato il
secondo esonero svolgera solo la prima parte.

e Chi non ha fatto gli esoneri svolgera entrambe le
parti.

e Chi fa solo una parte del compito, relativa all’esonero
mancante o andato male, deve dichiararlo SUBITO,
al momento del controllo dei documenti, e scriverlo
sul frontespizio del compito.

e Chi fa solo una parte del compito deve uscire dopo
due ore, pena ’annullamento.

e Il compito annulla gli esoneri precedenti.

e Gli esoneri ottenuti nell’anno accademico 2007-2008
valgono solo fino a settembre 2008.



SCRITTO 25-6-2008 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento M di coor-
dinate {z#} = (t,r,0, ¢), dalla metrica

2 d 2
ds? = — (14 L Va0 2ap? 42 sin? 0de?
r? 1+ (;?_2
dove () € un parametro reale costante.
I simboli di Christoffel non nulli sono:
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Feﬁ = cotd F(;;? — _(4Q)sin’6 F(;fé = —sinfcosf.
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I Parte

1. Calcolare T',§ e T,/

2. Dato il tensore < (2) ) T, di componenti nel riferimento M
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. 1 .
calcolare le componenti del tensore < 1 ), ad esso associato,
T,

3. Calcolare Typgr 5  Thpsg-

4. Sia dato il riferimento M’ di coordinate {z*} = (u,v,6',¢'),
definito dalla trasformazione di coordinate =% = z®(z#)

u = t—r
v = t+r
0 = 0
¢ = ¢

Calcolare le componenti del tensore ( (2) ) T nel riferimento
M.



I1 Parte

1. Sia Sia dato il cammino C dal punto P = (0, 1,7/3,0) al punto
Q = (0,1,7/2,0), definito da

t=0, r=1, gegg, p=0.

7r
3
Sia dato il vettore V# = (0,0,0,2/4/3) in P. Calcolare le com-

ponenti del vettore V', trasportato parallelamente lungo il cam-
mino C, nel punto Q.

2. Domanda teorica 1.
Dato il generico tensore energia-impulso T spiegare perché
lequazione T 5 = 0, valida in spaziotempo piatto, ¢ una
legge di conservazione, mentre 7.5 = 0, valida in spaziotempo
curvo, non lo e.

3. Domanda teorica 2.
Discutere la natura delle ipersuperfici in Relativita Generale e,
data la metrica di Schwarzschild

9 2
ds? — — (1 _ _m> di? + % + 7r2d6? 4 r?* sin® 0d¢?,
r _2m

spiegare perché la superficie r = 2m e un orizzonte degli eventi.



SCRITTO 25-6-2008

ATTENZIONE

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato
il primo esonero svolgera solo la seconda parte del
compito.

e Chi, nell’anno accademico 2007-2008, ha superato il
secondo esonero svolgera solo la prima parte.

e Chi non ha fatto gli esoneri svolgera entrambe le
parti.

e Chi fa solo una parte del compito, relativa all’esonero
mancante o andato male, deve dichiararlo SUBITO,
al momento del controllo dei documenti, e scriverlo
sul frontespizio del compito.

e Chi fa solo una parte del compito deve uscire dopo
due ore, pena ’annullamento.

e Il compito annulla gli esoneri precedenti.

e Gli esoneri ottenuti nell’anno accademico 2007-2008
valgono solo fino a settembre 2008.



SCRITTO 25-6-2008 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento M di coor-
dinate {z#} = (t,r,0, ¢), dalla metrica

2 d 2
ds? = — (1 + %) dt® + . TQQ + r2d6? + r*sin® 0d¢?

dove () € un parametro reale costante.
I simboli di Christoffel non nulli sono:

Iy #0 th#o L ==
I, #0 L9#0 Ty, = — i@

Feﬁ = cotd F(;;? = —w F(;fé = —sinfcosf.



I Parte

1. Calcolare Frﬁ e,

2. Dato il tensore ( (2) ) T, di componenti nel riferimento M

2r 0 0 0
-r 0 0 0

T = 0O r 0 0 |~
0 0 0 ¢

. 1 .
calcolare le componenti del tensore < 1 ), ad esso associato,
.

3. Calcolare Typy 3 Theo.

4. Sia dato il riferimento M’ di coordinate {z*} = (u,v,0',¢’),
definito dalla trasformazione di coordinate z® = x*(z#)

u = t+r
v = t—r
0 = 0
¢ = ¢

Calcolare le componenti del tensore < (2) ) T nel riferimento

M.



I1 Parte

1. Sia dato il cammino C dal punto P = (0,2,7/6,0) al punto
Q = (0,2,7/2,0), definito da

t=0, r=2, gegg, p=0.

7r
6
Sia dato il vettore V* = (0,0,0,2) in P. Calcolare le compo-
nenti del vettore V', trasportato parallelamente lungo il cam-
mino C, nel punto Q).

2. Domanda teorica 1.
Ricavare le equazioni di Einstein sapendo che, nel limite new-
toniano, le equazioni delle geodetiche mostrano che

)
goo = —(1+ 2;)7

dove @ ¢ il potenziale newtoniano soluzione dell’equazione di
Laplace
V2® = 47Gp.

3. Domanda teorica 2.
Mostrare che se lo spaziotempo ammette un campo di vettori di
Killing, si possono scegliere le coordinate in modo da sfruttare
le simmetrie ad essi associate.



Soluzione compito A
I Parte

La metrica ¢

2 2\ 1
g = diag (— (1 + %) , (1 + %) .72, 12 sin? 9)

e la metrica inversa ¢

-1
. Q2 Q% 1 1
w_diag [~ (1+% ) 1+, —— .
! 1ag< <+7“2 ’ +7“277“27r251n29

1.
1 1 1
Fgé = §gea(g7'a,9 + 9ab,r — gré,a) = 5900999,7“ = ;
1 1 2 7“2 + 2
F:t = Egm(ngyt - gttﬁa) = *igwgtt,r = *M .
2.
TIL;/ = g#aTaV
2\ —1
-(1+%) 0 0 0 ro2r 0
_ 0 1+% 0 0 000
0 o L 0 0 r ¢
I
0 0 0 r2 si1n219 0 0 0
o —1 1
—(1+%) —2(1+%) 0 0
_ 0 0 0 0
1 2
0 1 £ 0
0 0 0 O
3.
Toow = Too,e — 213 To0 = Tho,e = 2t
Topip = Togpp —IhgTap —T'GsTha =

—F%ng — T4 Tor = t2 sin 6 cos 6 + (7“2 + QQ) sin® 0

4. Definiamo la matrice

1 -1 0 O
oz 1 1 0 0
_ ol __ i
r=0=(55) =10 0 1o
0 0 0 1
La sua inversa e
1/2 1/2 0 0
- Dz ~1/2 1/2 0 0
1 (AR Y _
A (A"")<8xa’> 0 0 1 0
0 0 0 1

Le componenti di T nel frame M’ sono

Ta/[j/ =5 AIU‘OLIT/_“,ADﬁI .

o O OO



In forma matriciale,

T = (Tap)=A1TA?

1/2 —-1/2 0 0 r 2r 0 0
12 12 00 00 0 0
- 0 0 1 0 0o r t2 0

0 0 0 1 0 0 0 0

r/2 r 0 0 1/2 1/2 0 0
2 o000 ~1/2 1/2 0 0
o 0 r t2 0 0 0 1 0

0 0 0 O 0 0 0 1

—r/4 3r/4 0 O
_ —r/4 3r/4 0 O
o -r/2 r/2 0

0 0 0 0

—(v—u)/8 3(v—u)/8 0 0
_ —(v—u)/8 3(v—u)/8 0 0
- —(v—u)/4 (v—u)/d (v+u)?/4 0

0 0 0 0
II Parte

Il cammino ¢ una linea coordinata 6; I’equazione del trasporto parallelo si riduce

quindi, in una parametrizzazione opportuna, a V', = 0, ovvero
;

Vi = —Th, V=0

Vi = Ty V* =-TpV’
vVl = -Tj Ve=-T§V"
VY = —TyVe=-TyVe.

L’equazione per V! ha come soluzione V! costante, ed essendo V! = 0 in P, si
ha V(@) = 0. Le componenti r, § si trovano risolvendo il problema di Cauchy

Vi = —TpV°

Ve = —ThV
Vi(x/3) = 0
VOr/3) = 0

che ha come unica soluzione V"(#) = V?(#) = 0. La componente ¢ si trova

risolvendo il problema di Cauchy

vVl = -Ty,V?=—cotfV?
o (T _ 2
r(3) 7

che si risolve per separazione di variabili:

Ve (r/2) 13 /2 /2 1
/ %:f/ cot9d0:—/ Cf)sgdo:f/ da
% /3 /3 Sl V32 &

V3/2 1a,
:/1 o



dove abbiamo definito o = sin . Integrando,

ve (2« ﬂ N

2

In

ed esponenziando
T
Ve (—) =1.
2

V# = (0,0,0,1).

Quindi in Q



Soluzione compito B

I Parte

La metrica ¢

2 2\ 1
guv = diag <— (1 + %) , (1 + %) 77“2,7«2 sin® 9)

e la metrica inversa ¢

2\ —1
g’ = diag ( <1+Q—2> 1+
r

Q21 1
r2 7 r2’ p24in? g

1
1, 1 1
Lry = 597 (9ra.6 + Jagr = Iro.a) = 59°°9o0r = =
1 1 Q?
Ft- = =g ar a,r — Ytr,a = —g" r— T T 5 Ao\
tr 59 (gart + Gta,r — Gira) 59 9tt, r(r2 + Q2)
2.
T#V _ Tuaga’/
2\ —1
2 0 0 0 -(1+%) 0 0 0
_ | 000 0 1+<2 0 0
0 r 0 0 0 o 1 0
0 0 0 ¢ = 1
0 0 0 =5
—1
—or (1+ %) 0 0 0
21
_ r(1+%) 0 0 0
r(1+%) o o
t2
0 0 r2sin2 0
3.
Topst = Tppt — 206 Toa = Tppt =2t
Togio = Topp — LopTae — TopToa =

= —T9,Tso — T, Tor = —cot 02 + (r2 + Q%) sin® 6.

4. Definiamo la matrice

1 1 0 0
oz 1 -1 0 0
_ ol _ —
A_(AJ"(&w)— 0 0 10
0O 0 01
La sua inversa ¢
/2 1/2

A= (V) =

gar\ | 172 —1/2
dx ) 0 0

0 0

o= OO
— o o o



Le componenti di T nel frame M’ sono

In forma matriciale,

Ta/[j/ == A#aIT/J,l/ADﬁ/ .

T = (Tawp)=A"TA
1/2 1/2 0 0 % 0 0 0
_ |2 —12 0 0 —r 00 0 |,
0 0 10 0 7 0 0
0 0 01 0 00 £
r/2 0 0 0 12 1/2 0 0
| 32 0 0 0 12 —1/2 0 0
- 0 » 0 O 0 0 1 0
0 0 0 ¢ 0 0 0 1
r/d  r/4 0 0
| 374 304 0 0
| 2 =2 0 0
0 0 0 t2
(u—wv)/8 (u—wv)/8 0 0
B 3(u—v)/8 3u—v)/8 0 0
a (u—wv)/4 —(u—wv)/4 0O 0
0 0 0 (u+wv)?/4
II Parte

Il cammino ¢ una linea coordinata 6; I’equazione del trasporto parallelo si riduce
quindi, in una parametrizzazione opportuna, a V‘.‘e =0, ovvero
;

Vt

s

0

T
V7'

0
V%

s

147

T, V=0
—TV* = —TgeV?
T Ve=-T5 V"
—Iy. Ve =-Tg,V?.

L’equazione per V! ha come soluzione V! costante, ed essendo V! = 0 in P, si
ha V*(#) = 0. Le componenti 7, § si trovano risolvendo il problema di Cauchy

Vg = T4V’

V?O - 7Fzrv7‘
Vi(r/6) = 0
Vir/6) = 0

che ha come unica soluzione V"(#) = V?(#) = 0. La componente ¢ si trova
risolvendo il problema di Cauchy

ve (

6

Ve,

)

)

= -T§,V?=—cotoV*®

= 2



che si risolve per separazione di variabili:

V¢(7T/2) dv¢ /2 /2 9 1 d 1/2 d
/ —¢:‘/ cotHde—/ cos dez—/ —O‘z/ =
2 14 /6 /6 sin ¢ 1 1 o

/2 @

dove abbiamo definito @ = sin 6. Integrando,

In <V¢ (g) %) = m%

ed esponenziando

Quindi in @
V#* =(0,0,0,1).



