Compito scritto del 04/07/2011

Nel sistema di riferimento O di coordinate {¢,r,8, ¢} sia data la metrica
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con R > 0 costante e 0 < r < R. I simboli di Christoffel non nulli sono
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1. Calcolare I'%,.

2. Data la 1-forma W di componenti
W, = (0,1, 2 cos? 6,0)
nel riferimento O, calcolare le componenti Wy.,, della derivata covariante.

3. Dato il tensore T' di componenti

0 0 0 0
—1 0 cos¢ 0
B _
=10 0 0o o0
0 0 0 sin ¢

sin? 6
calcolare le componenti Tp, 3.
4. Calcolare la componente T99 .o della derivata covariante del tensore T'.

5. Sia dato il riferimento O, le cui coordinate z® = {t’, 3,6, ¢'} sono date
dalla trasformazione di coordinate

t =t
r = Rsing
_ ¢
o = 2
¢ = 20.

Calcolare le componenti Ta,ﬁ " del tensore T' nel riferimento O’ (si ricordi
di esprimere le componenti del tensore nelle coordinate {z%'}).



Soluzioni

La metrica inversa ¢

1

1
Fi'r' = ggta(gtoz,r + Jar,t — gtr,a) = _gttgtt,'r = -

2 R2 — 2"

2. Wo,u = Wo o — nguWO” quindi

WO;t = 0
Wor = Wy, — I’ZTWQ =2rcos?f —rcos’ @ = rcos? 0
R%Z — 2
Woo = Wpe—ThW, = —2r°sinfcosf + "
Wy = 0.
3.
0 0 0 0
1-2 0 2 cos ¢ 0
Tw =T« v = R2
' n Jo o 0 0 0
0 0 0 2 sin ¢
4.
R? — 2
Ty 6 =Ty o —T§eT." + TouTp" = —TpeT," = 2 eoso
5. La matrice trasformatione di coordinate ¢
1 0 0 0
ozt 0 RcosB 0 0
_ N _
A—(Aa/)_(axa/) 0 0 O %
0 0 2 0
e la sua inversa ¢
1 0 0 0
oz 0 1 0 0
A*l — (A ¥ = _ Rcosf3
(4, (&E“ ) 0o 0 0 3
0 0 2 0

Le componenti del tensore nel nuovo frame sono

al T

T,) = AJS'T,VA



quindi, indicando T'= (T,,”) e T" = Ta,ﬁ/, si ha

TI — ATT(AT)—I
0 0 O 0 1 0 0 0
_ar| "1 0 cosé 0 0 Fosg 0 O
- 0 0 O 0 0 0 0 2
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0 0 0 sin2 6 0 0 % 0
1 0 0 0 0 0 0 0
_ 0 RcosB 0 0 -1 0 0 2cos ¢
o 0 0 0 2 0 0 0 0
o o Lo/ \o om0
0 0 0 0
_ —Rcosp 0 0 2R cos 3 cos ¢
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0 0 0 0
0 0 0 0
—Rcosf3 0 0 2R cos 3 cos 20’
= sin 20
0 0 oin2 & 0
0 0 0 0




