I ESONERO 8-11-2005 - Compito A

Sia data la varieta spazio-temporale descritta, nel riferimento O,
dalle coordinate {z#} = (u,v,y, z) con metrica

ds® = —dudv + (y* + 2*)du® + dy* + d=*. (1)
1. Dato il vettore 17, di componenti
VH = (u,0,y,2) (2)

calcolare le componenti della 1-forma V ad esso associata me-
diante la metrica (1).

2. I simboli di Christoffel non nulli nella metrica (1) sono

ry=-y TI,=-=%
r,=-2y I, =-22. (3)

Calcolare
% e VU, (4)

U u
3. Sia data la trasformazione di coordinate dal riferimento O al

riferimento O" di coordinate {z*} = (¢/,2/,v/, 7), legate alle
coordinate {z#} dalle trasformazioni

u=1t 4+
Y R

ot = (2 Z;Zt/ . (5)
z=2

Determinare la metrica nel riferimento O’.

4. Determinare le grandezze

ozt
A“a/ = o
o _ axa/

A ‘IL = Oxm (6)

associate al cambiamento di coordinate (5).



5. Dato il tensore che, nel riferimento O, ha componenti

0 0 y =
0O w 00

pr

™=19 010 (7)
uv 0 0 O

determinare le sue componenti nel riferimento O'.

6. Sia dato il cammino C parametrizzato nel riferimento O’ dalla
curva

~

0

= A

cos A

= sin A\ (8)

~

ST S Y
Il

con A € [0,1]. Si calcoli la lunghezza di C.



I ESONERO 8-11-2005 - Compito B

Sia data la varieta spazio-temporale descritta, nel riferimento O,
dalle coordinate {z#} = (u,v,y, z) con metrica

ds? = —dudv + (y* + 2%)du® + dy® + d=* . (9)
1. Dato il vettore 17, di componenti
Vi =(0,v,z2y) (10)

calcolare le componenti della 1-forma V ad esso associata me-
diante la metrica (9).

2. I simboli di Christoffel non nulli nella metrica (9) sono

ry=-y TI,u=-=%
r,=-2y I, =-22. (11)

Calcolare
VY e Vi, (12)

v U
3. Sia data la trasformazione di coordinate dal riferimento O al

riferimento O" di coordinate {z*} = (¢',2/,v/, 7, legate alle
coordinate {z#} dalle trasformazioni

u=t —2a
o v=t+2a
ot = ot (x®) - Y=y (13)
z=2
Determinare la metrica nel riferimento O’.
4. Determinare le grandezze
A = oxt
e
o axa/
A% = o (14)

associate al cambiamento di coordinate (13).



5. Dato il tensore che, nel riferimento O, ha componenti

0 0 vy =z
0 u 0 0

Tw=1"0 010 (15)
ww 0 0 0

determinare le sue componenti nel riferimento O'.

6. Sia dato il cammino C parametrizzato nel riferimento O’ dalla
curva

~

A

=0

cos A

= sin A (16)

~

ST SIS Y
Il

con A € [0,1]. Si calcoli la lunghezza di C.



SOLUZIONE - Compito A

1. II tensore metrico ha componenti, in O,

(y* —1—122) -3 00
SRR ]
0 0 01
quindi
(y* +1z2) -5 00 u (y? + 2%)u
VemwV = o Tolly =l
0 0 01 z z
(18)
2.
Ve, = VO 4T,V =1
Vo, = VO T VR =T,V 4T, VY = 2y 4 22).
(19)
3. Differenziando la (5) si ha
du = dt'+ da’
dv = dt' —da
dy = dy
dz = d7 (20)
e sostituendo in (1) si ha
ds® = —dudv+ (y* + 2%)du’® + dy* + dz*

= —dt” +da” + (y* + 2?)(dt’ + d2')? + dy”* + d2”?
= —[1— (y?+2?))dt”? + 2(y* + 2*)dt'd2’

+[1 + (v + 2)]da" + dy? + d=" . (21)
4. Si ha
1 1 00
ozt 1 =1 0 0
[ — _
Mo=gm =0 0 10 (22)
0 01



Se A ¢ la matrice di componenti A*,,, le grandezze A}, sono le
componenti della matrice inversa A1

11
AY oz g —E% 8 8 (23)
e gk 0 0 10
0 0 01
5. Il tensore (7) ha coordinate, nel riferimento O,
TP (') = A AT (2(a)) . (24)

Data la matrice A™! = (AO‘;), e le matrici 7, 7" di componenti
T = (T™), T' = (T*?), la (24) si puo scrivere in forma matri-
ciale come

T =A'T(AHT (25)
ovvero
%%oo 0 0 y =z %%oo
oo |z 300 0 w00 5 —3 00
- 0 0 10 0 010 0 0 10
0 0 01 w 0 0 0 0 0 01
v o_u Yy z
4.t F 2
_ T4 4 2 2
=10 0 10 (26)
g% 00

Le componenti T,/3 vanno espresse nelle coordinate {z®'}:

tta’ _t4at oy 2
1 1 2 2
e tar 2
4 4 2 2
0 0 1 0 (27)
t)?—@")?  ()—()?
5 5 0 0
6. La curva (8)
t 0
/ — )\
"= cosA

2 = sinA (28)



ha come vettore tangente

d (a7,
;)\ = (0,1, —sin A, cos A) . (29)
La metrica nel riferimento O’ ¢
ds® = —[1—(y? +27)|dt” + 2(y” + 2°)dt'dz’
1+ (y° + 27)]da” + dy” + d=” . (30)

La lunghezza del cammino ¢

1 / dx® dzb
AS = Ad}\ galﬁ/ﬂ d)\

1
= / d)\\/gx/x/()\) + sin? gy (A) + cos2 Ag.r.r ()
0

:=£wﬁ:@. (31)




SOLUZIONE - Compito B

1. II tensore metrico ha componenti, in O,

(y*+2%) —3 00
-1 0 00
— 2
G = 0 0 1 0 (32)
0 0 0 1
quindi
IR0 (V)@
- v T2 vl
Vi = gV = 0 0 10|f=]"| =
0 0 01 Y Y
(33)
2.
VU= VU 4T,V =1
VP, = VU 4T 0VE=T, "V T, "V = —dzy.
(34)
3. Differenziando la (13) si ha
du = dt' —da
dv = dt' +d2’
dy = dy
dz = d (35)
e sostituendo in (9) si ha
ds* = —dudv+ (y*+ 2%)du® + dy* + dz*

= —dt” +dz” + (y* + 27)(dt' — d2')* + dy” + 2"
—[1 — (y? + 2?)]dt? — 2(y* + Z?)dt' da’

+[1+ (42 + 2)]da”® + dy” + d="> . (36)
4. Si ha
1 -1 0 0
ozt 1 1 00
[ — _
Mo=gm =0 0 10 (37)
0 0 01



Se A ¢ la matrice di componenti A*,,, le grandezze A}, sono le
componenti della matrice inversa A1

L1 0
11
’ &L’O‘/ 11 0 0
¢ = = 2 2
A% Oxh 0 010 (38)
0 0 01
. Il tensore (15) ha coordinate, nel riferimento O’,
Talﬁl(x/) = Aua/Auﬁ,ij(Z'(l',)) . (39)

Data la matrice A = (A”,), e le matrici 7,7’ di componenti
T=(T,), T = (Twvp), la (39) si puo scrivere in forma matri-
ciale come

T = ATTA (40)

ovvero
1 100 0 0y = 1 =100
r_ | -1100 0 u 00 1 1 00
- 010 0 010 0 0 10
001 uv 0 0 0 0 0 01

uv —uv 0 0

Le componenti T;,/3 vanno espresse nelle coordinate {z®'}:

Y — o y/ o
U v — _y/ —
0 0 1 0 ) (42)

(t/)2 _ (33/)2 _(t/)z + (x/)z 0 0

6. La curva (16)

= cosA\
7 = sinA (43)



ha come vettore tangente

dxa/

o (1,0, —sin A, cos \) . (44)
La metrica nel riferimento O’ ¢
d82 — _[1 . (y/2 + 2/2)]dt/2 . 2(y/2 + z’2)dt'dx'
1+ (2 + 2))da’? + dy* + d2"”. (45)

La lunghezza del cammino ¢

1 dxa/ d(lfﬁ,
A = / o' B
° o I

1
- /O Mg () + 5in g,y (A) + cos? Agarar (A)

- /OldAzl. (46)




