
I ESONERO 13-11-2007 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento
M di coordinate {xµ} = (u, v, r, φ), dalla metrica

ds2 = −2uvdudv + (u + v)2dr2 + r2dφ2 .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γ r
ur = 1

u+v
Γ v

vv = 1
v

Γ r
vr = 1

u+v

Γ v
rr = u+v

uv
Γ φ

rφ = 1
r

Γ u
rr = u+v

uv

Γ u
uu 6= 0 Γ r

φφ 6= 0 .

1

Calcolare Γ u
uu e Γ r

φφ.

2

Dato il tensore





1

1



 T , di componenti nel riferimento

M

T µ
ν =

















0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 cos(v) cos(u) 0

















,

calcolare le componenti del tensore





2

0



, ad esso asso-

ciato, T µν .

1



3

Calcolare
T φ

u;r ; T r
r;φ .

4

Sia dato il riferimento M ′, di coordinate {xα′} = (t′, z′, r′, φ′),
definito dalla trasformazione di coordinate xµ = xµ(xα′)

u = t′ + z′

v = t′ − z′

r = r′

φ = φ′ .

Esprimere la metrica nel riferimento M ′.

5

Calcolare le componenti del tensore T µν nel riferimento

M ′.

2



SOLUZIONI

La metrica e la metrica inversa sono

gµν =











0 −uv 0 0

−uv 0 (u + v)2 0
0 0 0 r2











gµν =

















0 − 1
uv

0 0
− 1

uv
0 0 0

0 0 1
(u+v)2 0

0 0 0 1
r2

















.

1

Γu
uu =

1

2
guα(gαu,u + guα,u − guu,α) = guvguv,u

=

(

−
1

uv

)

(−v) =
1

u

Γr
φφ =

1

2
grα(gαφ,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −

1

2
grrgφφ,r

= −
1

2

1

(u + v)2
2r = −

r

(u + v)2
.

2

T µν = T µ
αgαν

=

















0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 cos(v) cos(u) 0

































0 − 1
uv

0 0

− 1
uv

0 0 0
0 0 1

(u+v)2 0

0 0 0 1
r2
















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=

















0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 cos(v) cos(u)
(u+v)2 0

















.

3

T φ
u;r = T φ

u,r + Γφ
αrT

α
u − Γα

urT
φ
α

= −Γr
urT

φ
r = −

cos(v) cos(u)

u + v
T r

r;φ = T r
r,φ + Γr

αφT
α
r − Γα

rφT
r
α

= Γr
φφT

φ
r = −

r cos(v) cos(u)

(u + v)2
.

4

du = dt′ + dz′

dv = dt′ − dz′

dr = dr′

dφ = dφ′

⇒ dudv = (dt′)2 − (dz′)2

quindi

ds2 = −2uvdudv + (u + v)2dr2 + r2dφ2

= −2
(

(t′)2 − (z′)2
) (

(dt′)2 − (dz′)2
)

+ 4(t′)2(dr′)2 + (r′)2(dφ′)2 .
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5

Λ = (Λµ
α′) =

(

∂xµ

∂xα′

)

=

















1 1 0 0

1 −1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

















,

Λ−1 = (Λα′

µ) =





∂xα′

∂xµ



 =

















1
2

1
2

0 0
1
2 −1

2 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

















.

Si ha
T α′β′ = Λα′

µT
µνΛβ′

ν

quindi definendo le matrici di componenti T = (T µν),

T ′ = (T α′β′), possiamo scrivere

T ′ = Λ−1T (Λ−1)T

=

















1
2

1
2 0 0

1
2 −1

2 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

































0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 cos(v) cos(u)
(u+v)2 0

































1
2

1
2 0 0

1
2 −1

2 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

















=

















0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 cos(t′−z′) cos(t′+z′)
4(t′)2 0

















.
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I ESONERO 13-11-2007 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento
M di coordinate {xµ} = (u, v, r, φ), dalla metrica

ds2 = 2uvdudv + (u − v)2dr2 + r2dφ2 .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γ r
vr = 1

v−u
Γ u

uu = 1
u

Γ r
ur = 1

u−v

Γ u
rr = u−v

uv
Γ φ

rφ = 1
r

Γ v
rr = v−u

uv

Γ v
vv 6= 0 Γ r

φφ 6= 0 .

1

Calcolare Γ v
vv e Γ r

φφ.

2

Dato il tensore





1

1



 T , di componenti nel riferimento

M

T ν
µ =

















0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 sin(v) sin(u)

0 0 0 0

















,

calcolare le componenti del tensore





0

2



, ad esso asso-

ciato, Tµν.
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3

Calcolare
T r

r ;φ ; T φ
u ;r .

4

Sia dato il riferimento M ′, di coordinate {xα′} = (t′, z′, r′, φ′),
definito dalla trasformazione di coordinate xµ = xµ(xα′)

u = −t′ + z′

v = t′ + z′

r = r′

φ = φ′ .

Esprimere la metrica nel riferimento M ′.

5

Calcolare le componenti del tensore Tµν nel riferimento

M ′.
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SOLUZIONI

La metrica e la metrica inversa sono

gµν =











0 uv 0 0

uv 0 (u − v)2 0
0 0 0 r2











gµν =

















0 1
uv

0 0
1
uv

0 0 0

0 0 1
(u−v)2 0

0 0 0 1
r2

















.

1

Γv
vv =

1

2
gvα(gαv,v + gvα,v − gvv,α) = gvugvu,v

=
1

uv
u =

1

v

Γr
φφ =

1

2
grα(gαφ,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −

1

2
grrgφφ,r

= −
1

2

1

(u − v)2
2r = −

r

(u − v)2
.

2

Tµν = T α
µ gαν

=

















0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 sin(v) sin(u)
0 0 0 0



























0 uv 0 0

uv 0 (u − v)2 0
0 0 0 r2










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=

















0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 r2 sin(v) sin(u)
0 0 0 0

















.

3

T φ
u ;r = T φ

u ,r + Γφ
αrT

α
u − Γα

urT
φ

α

= −Γr
urT

φ
r =

sin(v) sin(u)

v − u
T r

r ;φ = T r
r ,φ + Γr

αφT
α

r − Γα
rφT

r
α

= Γr
φφT

φ
r = −

r sin(v) sin(u)

(u − v)2
.

4

du = −dt′ + dz′

dv = dt′ + dz′

dr = dr′

dφ = dφ′

⇒ dudv = −(dt′)2 + (dz′)2

quindi

ds2 = 2uvdudv + (u − v)2dr2 + r2dφ2

= 2
(

−(t′)2 + (z′)2
) (

−(dt′)2 + (dz′)2
)

+ 4(t′)2(dr′)2 + (r′)2(dφ′)2 .

5

Λ = (Λµ
α′) =

(

∂xµ

∂xα′

)

=

















−1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

















,
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Λ−1 = (Λα′

µ) =





∂xα′

∂xµ



 =

















−1
2

1
2 0 0

1
2

1
2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















.

Si ha
Tα′β′ = Λµ

α′TµνΛ
ν
β′

quindi definendo le matrici di componenti T = (Tµν),
T ′ = (Tα′β′), possiamo scrivere

T ′ = ΛTTΛ

=

















1 1 0 0

1 −1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

































0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 r2 sin(v) sin(u)

0 0 0 0

































1 1 0 0

1 −1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

















=

















0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 r2 sin(t′ + z′) sin(−t′ + z′)

0 0 0 0

















.
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