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Introduzione

Lo scattering Raman € un processo di interazione anelastica della luce con la
materia. Inviando una radiazione elettromagnetica su un campione, questa puo
interagire con i livelli vibrazionali delle molecole e dare luogo a un campo a frequenza
diversa del campo incidente. In particolare quando una radiazione monocromatica
a frequenza w investe un campione, parte della luce viene diffusa. Analizzando
quest’ultima & possibile misurare:

o fotoni alla medesima frequenza di quella incidente: questi rappresentano quella
frazione di luce diffusa elasticamente attraverso lo scattering Rayleigh.

« fotoni a frequenza w’' = wE w4}, , dove wy4p, ¢ una delle frequenze vibrazionali
della molecola: questi sono diffusi per effetto Raman. Le righe Raman sono
dette Stokes o anti-Stokes rispettivamente se la frequenza generata ¢ minore o
maggiore della frequenza incidente.

All’interno di questa dissertazione ¢ affrontato lo studio dello scattering Raman
spontaneo e stimolato in seconda quantizzazione, tramite il formalismo della matrice
densita.

Nel primo capitolo vengono introdotti i processi di scattering Raman in modo feno-
menologico tramite formalismo classico, delineando i limiti di quest’ultimo approccio.
Infatti non e possibile descrivere I’emissione spontanea in modo completo ne con un
approccio completamente classico né con un formalismo in prima quantizzazione,
cioé nel caso in cui la radiazione elettromagnetica & trattata classicamente. Ad
esempio con quest’ultimo approccio non € possibile estrarre in modo quantitativo
le relazioni tra frequenze Stokes ed anti-Stokes emesse. Per superare i limiti della
trattazione classica, nel secondo capitolo i processi di scattering Raman vengono
descritti tramite formalismo di seconda quantizzazione. In questo nuovo scenario
il campo non ¢ pitl un’onda, bensi ¢ un operatore quantistico che quindi agisce
direttamente sullo stato che rappresenta il sistema. Inoltre, al fine di sviluppa-
re un formalismo in grado di descrivere in modo semplice e compatto fenomeni
che coinvolgano anche processi di decoerenza, la trattazione della materia viene
affrontata tramite il formalismo della matrice densita. Nel capitolo viene quindi
introdotta la rappresentazione di Dirac, che viene sfruttata per descrivere i processi
di scattering Raman tramite un approccio perturbativo in termini dell’Hamiltoniana
di interazione radiazione-materia. Quest’ultima viene quindi impiegata per trattare
processi di scattering spontaneo. In questo caso 'aver quantizzato il campo, e aver
scritto lo stato del sistema attraverso la matrice densita, porta proprio a mostrare
come il segnale che si rileva contenga non solo le frequenze del campo incidente, ma
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anche alcune shiftate a frequenze minori, con la quantita di shift, che dipende dalla
frequenza delle vibrazioni molecolari eccitate. Successivamente viene mostrato come
il formalismo introdotto permetta anche di trattare il caso del Raman Stimolato, che
fa fronte alla debolezza di un segnale che si misura nel caso spontaneo, applicando
un secondo campo incidente, il campo Stokes. Infine viene mostrato che la luce
diffusa non ¢ isotropa ma e diretta collinearmente al campo Stokes usato per attivare
processi Raman stimolati, permettendo di generare un segnale sia piu intenso che
piu facile da misurare.



Capitolo 1

Approccio Classico allo
scattering Raman

1.1 Raman Spontaneo

L’effetto Raman puo essere spiegato in prima approssimazione con argomentazioni
classiche.

Quando un campo monocromatico a frequenza w, F(t) = Epcos(wt),incide su una
molecola con polarizzabilita a(w) , si genera un momento di dipolo tale che:

P(w) = a(w)Eycos(wt) (1.1)

dove per mezzi anisotropi o(w) € un tensore.
Oscillando, il dipolo emette a sua volta una radiazione elettromagnetica la cui
intensita ¢ pari a [IJ:

I o |P()]* = wha®(w)|E@) (1.2)

Se si pensa alla polarizzabilita come un indice della risposta della molecola al
campo, se questa e costante, a(w)= a, lo spettro della radiazione emessa sara una
delta di Dirac centrata attorno alla frequenza incidente w. Al contrario quando la
polarizzabilita non e costante, i moti vibrazionali della molecola saranno perturbati
quando questa ¢ investita dalla radiazione. Gia da queste considerazioni si intuisce
che quindi si ottiene uno spettro Raman solo nel caso di polarizzabilita non costante.
Si consideri una molecola libera di vibrare ma non di ruotare: i moti interni, dovuti
alla radiazione, porteranno a delle variazioni nel tensore polarizzabilita , che quindi
puo essere sviluppato in serie di potenze in termini della coordinata vibrazionale Q); :

(o) 1 0%a
o= ap+ () Qut o () Q@+ ... 1.3
200 ), %+ 22 ag0a), 3
dove il pedice "0" indica che la derivata della polarizzabilita ¢ valutata alla configura-
zione atomica di equilibrio. Approssimando i moti vibrazionali come degli oscillatori
armonici, I’equazione del moto risulta essere:
d*Q

T wiQ =0 (1.4)
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La soluzione alla [T.4] & pari a:

Qr = Qr,cos(wit + k) (1.5)

Assumendo dunque un’approssimazione armonica dei moti vibrazionali e arrestando
lo sviluppo di « al primo ordine:

a = ag + a},Qr,cos(wit + Of) (1.6)

dove ), = <8%"k> . Inserendo la nell’espressione del momento di dipolo P(w) e

0
facendo uso delle formule di prostaferesi, si ottiene:
1
P(w) = apEycos(wt) + 5045ch0 [cos(wt + wit + 0f) - cos(wt —wit + k)] (1.7)

L’approccio classico presenta alcune limitazioni, ad esempio non ¢ in grado di tenere
conto in modo esauriente di effetti termici come il rapporto Stokes anti-Stokes, ma
riesce comunque a mostrare cio che ¢ alla base del fenomeno. Infatti la mostra
come il dipolo oscilla non solo con la frequenza w del campo incidente ma
anche, per effetto Raman, con frequenze w + wy; quella a frequenza minore e
detta riga Stokes, quella a frequenza maggiore, invece, ¢ la riga anti-Stokes.

Da quanto detto segue che uno spettro Raman vibrazionale & costituito da una serie
di righe a destra e a sinistra della riga Rayleigh, a frequenze pari a quelle vibrazionali
della molecola. Per quanto riguarda l'intensita relativa delle righe, le anti-Stokes,
corrispondenti a transizioni che partono da stati eccitati popolati, sono meno intense
delle Stokes perche, a temperature finite sara piu popolato il livello fondamentale.
Vale la distribuzione di Boltzmann:

Ny Ep—Ep
2 e T 1.8
Np € (1.8)

dove N4 e Np indicano il numero di particelle negli stati A e B e k & la costante di
Boltzmann.

Rayleigh

—459

Stokes anti-Stokes

Intensity
-314
-218

J

Figura 1.1. Spettro Raman Spontaneo del CCly. Si riconosce la riga Rayleigh e le righe a
frequenze piu basse sono le Stokes, quelle a frequenze piu alte le anti-Stokes [5]

0

Raman shift (cm™7)
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1.2 Raman Stimolato

Il Raman spontaneo € un fenomeno di scattering che scala linearmente con I'intensita
del campo di pompa che lo produce, ma, come verra discusso in dettaglio nel capitolo
successivo, puo essere descritto anche come un processo non lineare al terzo ordine.
A causa della bassa sezione d’urto , il Raman spontaneo ¢ estremamente meno
intenso rispetto a fenomeni lineari come ’assorbimento o la fluorescenza, che possono
schermare completamente o rendere difficile 'interpretazione dello spettro.

Per sopperire a tali mancanze, si puo utilizzare un secondo fascio esterno, detto fascio
di probe, per stimolare il processo Raman tramite la tecnica chiamata scattering
Raman stimolato (SRS).Quando due impulsi luminosi, Raman pulse (o pump) a
frequenza wpr e Stokes probe a frequenza wg, incidono su un campione che presenta
un modo normale vibrazionale a frequenza w, = wr — wg si ottiene luce coerente
diffusa collinearmente al probe con una sezione d’urto maggiore di diversi ordini di
grandezza e proporzionale allo Stokes.

A livello di formalismo classico, stimolare il processo Raman significa che puo essere
descritto da un termine forzante nell’equazione dell’oscillatore [1.4]

2
% + 27% + wiQ = al|E(r,t)|? (1.9)
Il campo totale E(r,t) & dato dalla somma del fascio pump e quello probe: E(7,t)
= ERaman(7,t) + Estokes(1,t). Usando le equazioni di Maxwell e la si puod
ottenere la soluzione classica per il campo SRS ma che non verra svolto in questa
dissertazione; al fine di fornire una descrizione completa dei processi spontanei e
stimolati, nelle sezioni successive, dopo aver introdotto gli strumenti matematici
necessari, si fornira una descrizione tramite approccio quantistico di entrambi questi

fenomeni di scattering.[4]



Capitolo

Trattazione in seconda
quantizzazione dello scattering
Raman

2.1 L’operatore densita

In questa sezione vengono introdotti alcuni strumenti matematici che verranno poi
applicati in seguito.

Il campione investito dalla radiazione & composto da molte molecole di cui non si
conosce lo stato durante la perturbazione. Questa indeterminazione si ripercuote,
insieme a quella intrinseca, sugli esiti della misura di un osservabile. Questo puo
portare ad avere miscele statistiche di stati, descrivibili quantitativamente tramite la
matrice densita. Consideriamo uno stato quantistico descritto dalla funzione d’onda
U(t). Il valor medio di un operatore A qualunque é dato da:

(4) = (T(O)[A¥(D)) (2.1)

Sviluppando |¥(¢)) in una base arbitraria {]n>} e prendendone il coniugato, si puo

Z en(t t)(m|Aln) = Z en(t Apn (2.2)

Introduciamo ora l’opemtore densita p:

scrivere:

p(t) = [T () (W ()] (2.3)

Sviluppando nella base {|n>}, p diventa:

ch (t)|n)(m| = anm (2.4)

dove si & definita la matrice densitd come p = (n|p|m) = ¢, (t)c;,(¢).11 valor medio di
A, scritto in termini di matrice densita, assume la forma:

A) = Z Apmpnm = Tr[Ap(t)] (2.5)

n,m
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La traccia gode di alcune importanti proprieta [6]:

o La traccia ¢ invariante sotto permutazioni cicliche: Tr(ABC) = Tr(CBA) =
Tr(BCA)

o La traccia del commutatore ¢ nulla Tr([A;B]) = 0
o La traccia & invariante sotto trasformazioni unitarie (U"1AU) = Tr(A)

L’utilizzo della matrice densita permette di ampliare la definizione di stato quantistico:
nel formalismo delle funzioni d’onda uno stato quantistico ¢ rappresentato da un
vettore, mentre in quello dell’operatore densita da una matrice. Un sistema che
puo essere rappresentato da una funzione d’onda ¢ detto essere in uno stato puro.
Gli stati puri sono completamente definiti dal primo postulato della meccanica
quantistica. Un sistema in generale puo anche non essere in uno stato puro e
non essere rappresentabile da una funzione d’onda: se consideriamo un insieme di
stati con probabilita P > 0 di essere nello stato |Uy(¢)) possiamo ancora denire
I'operatore densita come:

p(t) = Pe|Wg(t)) (W (t)] (2.6)
%

ma non possiamo descrivere il sistema con un solo ket( a meno che P, = 0 Vk # i,
P; per cui si ha uno stato puro). I sistemi non descrivibili da una funzione d’onda
sono detti miscele statistiche o stati misti. L’operatore densita presenta le seguenti
proprieta, che derivano direttamente dalla sua definizione e dalle proprieta della
traccia [6]:

« L’operatore densita & hermitiano: p = pf

e Gli elementi diagonali della matrice densita sono reali e non negativi. Gli
elementi fuori dalla diagonale sono in generale complessi.

e Tr(p = 1) grazie alla normalizzazione delle Py,
e Tr(p? < 1) dove I'uguaglianza vale solo per stati puri

Gli stati la cui matrice densita ha elementi solo sulla diagonale sono detti di popo-
lazione; se la matrice densita ha elementi fuori dalla diagonale, lo stato & detto di
coerenza.

2.2 Evoluzione della matrice densita e dinamica nello
spazio di Liouville
Ricaviamo adesso I'equazione di Liouville, che descrive come la matrice densita

evolve nel tempo.
Se si considera lo stato puro | V), la derivata temporale della matrice densita ¢ data da:

2 Su = (gi0) -+ - () @)
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L’evoluzione del ket |¥) ¢ descritta dall’equazione di Schrédinger:

0 i

—|¥) =—-H|V 2.8

2wy =~ L) (2.8
Quella del bra (¥| & data dall’hermitiana coniugata:

0 i

(U] = +—H(T 2.9

9wl =+ H (] (2.9

Inserendo la e la nell’equazione si ricava I'equazione di Liouville-Von
Neumann:

%~ (2.10)
Poiche 'operatore densita per uno stato misto € una sovrapposizione di operatori
densita per stati puri, le equazioni e che sono lineari in p, valgono anche
per stati misti.
L’importanza di questo formalismo risiede nel fatto che i risultati ottenuti nello
spazio delle funzioni d’onda possono essere applicati anche alla matrice densita.

2.3 Rappresentazione di Dirac

Trattiamo l'interazione tra la radiazione elettromagnetica e la materia usando la
teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo. Sia Hy ’Hamiltoniana del sistema
in assenza di campi elettrici, la perturbazione € descritta dagli operatori:

e [i , momento di dipolo. Questo agira sulla matrice densita modificandone il
solo stato della materia.

. E (t), campo elettrico che invece agira sulla matrice densita coinvolgendo solo
gli stati che descrivono la radiazione.

Dunque ¢ da qui che si introduce un nuovo formalismo: la seconda quantizzazione.
Nei capitoli successivi lo studio dell’interazione tra radiazione e materia tramite
Effetto Raman, non avverra in un ambito in cui la materia & quantistica e il
campo classico, la cosidetta prima quantizzazione. Ora che il campo elettrico ¢
un operatore quantistico, cambieranno alcuni dei risultati che si trovano con un
approccio semiclassico per il Raman Stimolato, ma soprattuto si riuscira a spiegare
rigorosamente ’Effetto Raman spontaneo.

L’operatore campo elettrico si ricava a partire dall’oscillatore armonico quantistico
con ognuno dei modi kA.Qui se ne riporta direttamente I’espressione finale:

A A

E(r,t) = Et(r,t) + E~(r,t) (2.11)
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1
A hwk 2 —i —kr—T
+ _ ~ i(wrt—k.r
. (r’ﬂ_;;ekA(zeov) oy e (2.12)
1
A h(.«)k 2 AT i(wrt—kr—=I
Bn= Xk:%:ek/\<260‘/) oy €1 (2.13)

dove V, ep) e wy indicano rispettivamente il volume della cavita, i vettori di polariz-
zazione unitaria e la frequenza relativa alla specifica direzione di propagazione Kk,
mentre ag) € aL/\ rappresentano gli operatori di creazione e distruzione.[3]

Tornando alla perturbazione indotta nel sistema, I’Hamiltoniana associata & data
da:

H'(t) = pE(r,t) (2.14)

Da cui ’'Hamiltoniana completa del sistema:

H(t) = Ho(t) + H'(¢) (2.15)

Si precisa che il termine Hy(t) € costituito dall’hamiltoniana relativa alla sola
materia piu quella della sola radiazione elettromagnetica, mentre H’(t) rappresenta
I’hamiltoniana che descrive I'interazione tra i due.

L’evoluzione del sistema nel tempo ¢ data dall’equazione di Schrodinger:

0 i
() =~ H@)(0) (216)
Per risolvere la [2.16] & comodo introdurre la rappresentazione di Dirac alternativa
sia a quella di Heisemberg , nella quale solo gli operatori evolvono nel tempo mentre
gli stati ne rimangono indipendenti, che a quella di Schréodinger, gli stati evolvono e
gli operatori sono indipendenti.

Nella rappresentazione di Dirac sia lo stato del sistema che gli operatori evolvono
nel tempo; questo permette di risolvere perturbativamente la [2.16] a partire dallo
sviluppo in H (t).

|Ws(t)) = Uo(t to)|¥p(t)) (2.17)

Dove con |¥g(t)) abbiamo indicato la funzione d’onda nella rappresentazione di
Schrodinger EL con |Up(t)) abbiamo indicato la rappresentazione di Dirac della
funzione d’onda. Uy(t,to) € invece I'operatore unitario che rappresenta ’evoluzione
temporale della sola parte dell’Hamiltoniana indipendente dal tempo, che si suppone
di aver gia risolto. Up(t,tp) sara dunque il propagatore per I’hamiltoniana Hy.
Derivando rispetto al tempo la si ottiene:

10 = (500010 )10p@) + Vol to) (5 120(@))  (215)

! Quindi lo stato |¥s(t)) e lo stato che evolve secondo I’hamiltoniana completa H(t) = Ho + H'(t)
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E’ possibile scrivere Uy(t, o) nella base degli autostati |n) della Hamiltoniana Hy:

d o0
S Uo(t,to) = Z n(t=10) ) (| (2.19)

Si noti che E,,(t — tg)|n)= Hy|n).Da qui si ricava che:

) i
- Uo(t.to) = =5 HoUi(t, to) (2.20)

Sostituendo la nella e usando 'equazione di Schrodinger, si ottiene:

L Holi(t, 1) (1)) + Vot o) 5 (1)

Cn(0)) = 1 [USHWIWs(0) ~ U HolW(0)

Usando la definizione di rappresentazione di Dirac:

D) = ~LUd 0, t0) IOt 1) 25 (1) (2.21)
US (¢, to) H' (t)Un(t, o)W p () = Hip(t) (2.22)

Come si vede l'operatore HJ,(t) nella rappresentazione di Dirac ha una doppia
dipendenza temporale, una dovuta alla dipendenza temporale di H'(t), e una dovuta
alla presenza degli operatori Uy(t, tg) e Ug(t, to). Di fatto gli operatori nella rappre-
sentazione di Dirac evolvono nel tempo seguendo solo ’hamiltoniana imperturbata,
mentre le funzioni d’onda evolvono seguendo solo I’hamiltoniana perturbata.

Sia 1) lo stato del sistema al tempo iniziale t = 0 integrando 1’equazione si
ottiene:

o) = o) — 5 [ Hplt) oo (t) dt (223)
Se si vuole trovare [1pp(t')) si puo ripetere lo stesso procedimento:
(e = o) — & [ BB o) a” (224
Si sostituisce la nella
,L' t ! / !/ / Z 2 t / v 1 ! / !/ " 1
Wo(0) = o) =5 [ @) fwn@) de+(5) [t [ a B @) Hp) (")

Lo stesso procedimento puo essere iterato per trovare |¢p(t")):

tn t2
|Up(t)) = [vo) +Z (—) /dtn ; dtp_1--- ; dtyHp(tn)Hp (tn—1) - - - Hp(t1) [ty

Ora questa serie & convergente, poiché compaiono negli integrali solo termini H’,
supposti piccoli, ed e possibile troncarla all’ordine voluto a seconda del fenomeno
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che si intende studiare. Poiche si e interessati alla rappresentazione di Schrédinger
sfruttando la relazione tra quest’ultima e la rappresentazione di Dirac si ottiene:

‘\I/S(t» = ’¢0(t)> +7§ ( B ;)n/ot dt,, /Otn dtp_1--- /Ot2 dton(t7t0)UT(t”’t0)
H' (tp) U (tn, to) U (b1, to) H (tn—1)Uo(tn—1,t0) - - - UT(t1, to) H' (t1)Up(t1, to) [z, )

Dove [¢(t)) & evoluzione temporale del sistema imperturbato e la somma successiva
sono le correzioni perturbative, via via piu piccole.

o) =y + 3 (=5) [ |

H' (tn)Uo(tn, t0)U' (tn1, to) H' (tn-1)Uo(tn—1,t0) - -
Ut (t1,to) H' (t1)Uo (t1, to) [,

tn to
dtp—1--- dtlUO(t, tn)
0

(2.25)

L’equazione [2.25| puo essere facilmente interpretata fisicamente. Il sistema evolve
libero fino al tempo t1, dove avviene la prima perturbazione, poi evolve nuovamente
imperturbato fino al tempo ty, dove agisce nuovamente la perturbazione H (t2), e
cosi via.

Nella Sez. 3.2 ¢ stata mostrata una certa somiglianza tra I’equazione di Schédinger
e quella di Liuoville. E’ possibile infatti ripercorrere tutti i passaggi attraverso 1'uso
della matrice densita e si ottiene:

p(t)Zpo(tH;(—;) Iy
[H ] (tn), [HD (ta1), - [Hp (t1), po] - -~ ]JU§ (¢ to)

L’espressione si puo interpretare fisicamente come la considerando inoltre
che, poiche la matrice densita contiene ket e bra, l'interazione pud avvenire su
entrambi.

Assumendo che p rappresenti uno stato all’equilibrio, ovvero che non evolva nel
tempo sotto ’azione dell’hamiltoniana Hy, ¢ possibile scrivere la nel seguente
modo:

tn to
dty_1--- dt1Uy(t, to)
0 (2.26)

plt) = po(—o0) + 3 p™(t) (2.27)
n=1

nella quale p(™ (t) rappresenta 'ordine n-esimo della matrice densita. Nella prossima
sezione, a partire dall’equazione [2.26] si studiera analiticamente la risposta del
campione nel caso di scattering Raman spontaneo e stimolato.

2.4 Polarizzazione non lineare

Quando un’onda elettromagnetica attraversa un materiale, la variazione nel tempo
della polarizzazione agisce come sorgente e produce luce diffusa. A basse intensita e
per mezzi isotropi, la polarizzazione ¢ una funzione lineare del campo:

P = ¢xVE (2.28)
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Quando pero l'intensita aumenta o il mezzo € anisotropo, questo non ¢ piu vero ed e
necessario espandere la polarizzazione in potenze di E:

P=c(xVE+Y?PE-E+Y\®E.E-E..) (2.29)

La X(l) € la suscettivita lineare, mentre per n > 2 , la suscettibilita & un tensore.Nei
sistemi che presentano simmetria di inversione, le suscettivita di ordine pari sono
nulle. Quindi per tali sistemi, ’ordine non lineare piu basso ¢ dato dalla X(3). In
generale , usando la , per la polarizzazione macroscopica si ottiene la seguente
relazione 2 .

P = Tr(aE®)p(t)) (2.30)

Raccogliendo i termini di uguale ordine nella e nella e volendo studiare il
terzo ordine, in quanto primo tra gli ordini non lineare, si ottiene:

PO = Tr(uB (1) (1)) (2.31)

E’ utile ora effettuare un cambio di variabili nella dove si passi dagli istanti di
tempo t; ,in cui agiscono i campi, agli intervalli 7;, durante i quali la matrice densita
evolve libera dalle perturbazioni:

t1=0
to =11
tg=T11+T7
T_1 1.2 1.3
t1 t.2 t3 t

Figura 2.1. Cambio di variabile: ¢1,t2,t5 e £ sono tempi in cui agisce il campo, 71,72,73
sono gli intervalli in cui la matrice densita evolve libera da perturbazioni.

La forma esplicita per la polarizzazione al terzo ordine ¢ dunque:

i\3 oo +oo o) +o0o
PO — (— ’) / dt / dn / dry / dr
h —c0 0 0 0

(2.32)
Tr (E(t)ﬂUo(t to)[Hp(m1 +72), [Hp (1), [Hp (0), pol JUS (¢, to))

2Nella Poperatore [i € scritto senza una dipendenza dal tempo in quanto i propagatori al
tempo t sono gia nell’espressione di p(t) come si vede nella



2.5 Studio dello scattering Raman spontaneo nel caso di un fotone 13

dove l'elemento Hp,(7;) = Ug (13) E(73) Up(7;). Inoltre si noti che 1'ultima interazione,
quella che non appartiene ai commutatori, svolge un ruolo diverso: le altre interazioni
portano in uno stato di coerenza la matrice densita e al tempo t = 71 + 7o + 73 si
emette luce.

Sviluppando I’argomento della traccia ed esplicitando tutti i commutatori si ottengono
2 termini per commutatore, cioé 23=8 termini.

2.5 Studio dello scattering Raman spontaneo nel caso
di un fotone

In questa sezione viene discusso analiticamente il processo del Raman Spontaneo. A
partire dall’espressione trovata per il terzo ordine della polarizzazione, la[2.32] e con
I'uso del formalismo della matrice densita, si riesce a spiegare percheé, mandando
una radiazione elettromagnatica, il cosidetto campo Raman, su una molecola con
polarizzabilita dipendendente dal tempo, si riveli luce diffusa in tutte le direzioni.
In particolare in questa sezione affronteremo il caso del campo Raman costituito da
un singolo fotone a frequenza fissata (e quindi monocromatico); quello che si ottiene
¢ che, nonostante si fissi a zero il secondo campo incidente, il campo Stokes, presente
solo nel caso stimolato, si ottiene luce diffusa in modo isotropo grazie all’interazione
col campo di vuoto.

Si consideri un sistema a tre livelli: a,b,c , dove E,<FE.<FEj, dove a e ¢ sono per
esempio due livelli vibrazionali dello stato elettronico fondamentale della molecola, e
b & uno stato elettronico eccitato. Nello spazio di Liouville gli stati quantistici non
sono piu vettori ma matrici, dunque lo stato iniziale della molecola & rappresentato
dalla seguente matrice densitas:

po = la) (a| & [1;) (1] & |05) (Os] = [a, 1, 05) (a, 1, Os] (2.33)
in particolare:

e |a) {a] & lo stato iniziale del sistema, prima dell’interazione con la radiazione,
ed & uno stato di popolazione.

o con |1,) (1,] si intende il termine della matrice densita relativo al fascio Raman,
costituito da un solo fotone.

o il termine |05) (05| rappresenta invece lo stato del campo Stokes che nel caso
di Raman spontaneo non € presente inizialmente; per questo motivo si hanno
0 fotoni Stokes( campo di vuoto).

Nella precedente sezione si ¢ concluso che il termine da integrare della portasse
ben 8 termini, 2 per ogni commutatore. Quello che pero ¢ importante e riduce il
peso del calcolo, & notare che di fatto di 8 termini ne sopravvive solo uno. Infatti,
alcuni termini, facendo interagire prima il campo di vuoto Stokes e quindi l'operatore
annichilazione sullo stato nullo della matrice densita, darebbero un contributo nullo.
Altri casi, invece, non rappresentano il processo Raman, che per essere definito tale
deve portare la matrice densita in uno stato di coerenza vibrazionale [4]. Il termine
scelto infatti ¢ 'unico che, avendo due interazioni sul bra e due sul ket, porta, come
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poi si vede, la p(t) in uno stato coerente, cioe in cui ket e bra sono uguali.
Il termine scelto € dunque:

TT( (t)alo(73) E(t — 73) ilUo(72) Un(11) po B (t — 73 — 72 — T1) 1
(2.34)
Ug(Tl)E(t—Tg)—TQ)/LUO TQ UO T3 )

Da qui i calcoli passaggio per passaggio ﬂ

e al tempo t — 73 — 79 — 71 = 7y 'operatore campo e il dipolo agiscono sul bra di
po € si ottiene:

1/2 ' a"
’a’u 17’7 0 a/ 1T7 0 ’ 1% Z Z (2€0V) (ake_lek’y + CLL€1WRI€’Y) =

(et
2¢0V
Durante la prima interazione agisce solo il campo Raman che distrugge un
fotone e il dipolo porta il bra da a a b. La presenza di un solo fotone Raman , con
direzione di propagazione k e lunghezza d’onda fa cadere le due sommatorie.

(2.35)

/2
) elWRfy/“Lab ‘Q, 17”7 OS> <b7 07‘7 08|

o nell’intervallo 7 avviene la propagazione libera da perturbazioni:

For \ /2 (Ba—Ep)
(26 f; ) YR e~ 1y |a, 1y, 0,) (B, 0, O (2.36)
0

e al tempo t — 73 — 19 = § avviene la seconda interazione dove , insieme al dipolo,
viene creato un fotone a frequenza wg:

B/ (Eq—Ep)T .
( wR) R T NS gy e e e |a, 1y, 05) (e, 0y, 1)
2¢0V k2 A2
(2.37)

Qui il dipolo diseccita lo stato della materia che viene portato da b a ¢, mentre
viene creato un fotone Stokes.In particolare per "k2" e "A2" si fa riferimento ai
k e relativi a questa seconda interazione.

o nell’intervallo 79 nuovamente avviene la propagazione libera da perturbazioni:

(37

_ (Ea—Ep)m) _(Ba— Ec)‘l'2
260V> eeRleT T e ZZ\/@ “9812° g ipe |, 1y, 05) (c, Op, L]

k2 A2
(2.38)
e al tempo t — 73 = 1 avviene sul ket la terza interazione del processo:
(3/2) . —Eo)r
(2 hv> wRelewe Zane_Z - (Eq :;b) 1 e_i(Ea hEC) 2
€0 . (2.39)
Z Z \/wSkge_Zwsw(S’Mab’Z,ufbc ’b7 07‘7 Os> <C; 07’7 15’
k2 A2

3In linea del tutto generale il campo dovrebbe sempre agire sia con @ che con at , ma alcuni
termini non porterebbero a conservare I’energia oppure non sono quelli che porterebbero la matrice
densita in uno stato di coerenza alla fine, dunque vengono tolti passaggio per passaggio
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Il dipolo porta a in b e il solo campo Raman agisce sul ket della matrice densita
distruggendo un fotone. Gli unici termini non nulli delle sommatorie in k e in ,
che comparirebbero in questa terza interazione, sono quelle effettuate sul k e
sulla polarizzazione del fotone di Raman, dunque anche qui vengono meno le
sommatorie.

o nell’intervallo 73 la matrice densita e libera di progarsi di nuovo:

(3/2) _ o)
< h > WRein,Ye_inne_i<Ea hEb)Tl _Z*(EG*EC>T2 _i(Eb Ec)T3

e h e B
260V (2.40)

SN Vwsge sk gy e b, 07, 05) ¢, 0, 14

k2 A2

e Infine al tempo ¢ avviene sul ket 'ultima interazione con il campo Stokes e la
luce viene emessa:

2
h w oy i (Ba—Bp)T . (BEa—Ed)ry . (Ep—Ec)T3
WRe iwr(n 'Y)e ? R e ! R e ! i3
2¢gV

<Z Z \/WSkge_inmé) (Z Z vV wSk4eink4t> |Mab|2|,ubc’2 ’C> 0r, 18) <07 0r, 1s| =

k2 A2 k4 M

2
h i _ _‘(Ea*Eb)Tl _'(Ea*Ec)"'Q _'(EbeC)Tii
< WRE 74WR(77 7)6 ? A e ? i3 e ? i3
2€0V

(Z Z VWSV wse_iwst(seiWSt> |/'Lab|2|,ufbc’2 |, 0, 15) (¢, Oy, 14
k2 X2
(2.41)

Il dipolo agisce sul ket portando lo stato della materia da b a c e il campo
Stokes crea un fotone sul ket.

Si vuole ora sottolineare determinati aspetti. In linea di principio, si avrebbero
delle sommatorie in k e in A ogni volta che il campo interagisce.Si ¢ gia chiarito che
quando ¢ il campo Raman ad agire queste cadono essenzialmente perche si ha un
solo fotone.Al contrario, si lasciano le sommatorie in k2 e A2, che derivano dalla
seconda interazione con il campo Stokes (sul bra), perche dalla si ha ancora la
possibilita di emettere in qualsiasi direzione k, con qualsiasi grado di polarizzazione
A, con qualsiasi frequenza wy. Si arriva quindi alla quarta interazione nella quale
per principio si fa vedere la presenza delle sommatorie in k4 e A\4.
Si ha un processo Raman solo nel caso si arrivi in uno stato di coerenza vibrazionale,
possibile solo se il fotone creato nell’ultima interazione ha frequenza pari al fotone
creato nella seconda interazione. Infatti se kd=k2 e A4 = A2, la matrice densita ¢
diagonale e la traccia del termine trovato nella e pari al termine stesso. Motivo
per il quale cadono le sommatorie in k4 e A4 nell’ultimo passaggio.

Ovviamente le fasi che dipendono dalla frequenza avrebbero sempre all’esponente
il termine +(k - r + 7/2), che & stato omesso per non appesantire ulteriormente la
notazione.
Lo scopo ora ¢ quello di arrivare ad un’ espressione della polarizzazione in funzione
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della frequenza. Dunque chiamando la funzione risposta Raman Ssgr(w) la formula
nella 2:41] la polarizzazzione al terzo ordine & pari a:

7 3 4o +o0o 00 +oo
PO () = <— h) / dt / dn / drs / drsSsr(w) (2.42)
—00 0 0 0

Viene riportato ora il risultato per ognuno dei 4 integrali.Nei passaggi che seguono
si € scritto (E; — E;)h = wjj.Inoltre alle frequenze ¢ stato aggiunto il termine di
dephasing w;;= w;; —il';;, processo per il quale uno stato di coerenza, indotto da una
perturbazione, decade nel tempo, mentre il sistema ritorna nello stato di partenza.:

o lintegrale in dt :
400 .
/ dte” @)t — §(w — wg)

—00

o l’intergale in dr :

+0o0 . 1
/ drje”Wastwr)T —
0 i(Qab + WR)

I'intergale in dro:

1
i(of)ac +wpr — wg)

+oo .
/ dTQe*Z(wachwR*WS)ﬁ —
0

Iintergale in drs:

+
/ Ood7-3e—i(@bc—ws)73 S 1
0 i(Dpe — W)

Ora & possibile scrivere la formula risolutiva per il terzo ordine della polarizzazione :

(0,1 Y Z —WR\/Ws /Wb (Wi — ws)

h 2
P(3)w:< > 2| pel? |, 0p, 1)
(W) =57 ) [Havl lrecl™le, O (@ap + wr) (@ae + Wi — ws)(@pe — W)

k(2) A2

=\ —— b b C,O ,1 C 0 ,1 =
(260V |/~‘La ’ ‘/J' C’ ’ T T |’§2: Z wab + wR (Wac + WR _ wk)(wbc _ wk)
(2.43)

La parte immaginaria della [2.43]ricavata dall’aver risolto iterativamente ’equa-

zione di Schrodinger nel formalismo della matrice densita, rappresenta il segnale
che si rivela per un fenomeno di scattering Raman.
Qui si nota un’inconsistenza tra la e cio che si era ottenuto nel caso classi-
co. Infatti nella ¢’ un evidente dipendenza da w? che non si ritrova nel caso
quantistico. Come si ¢ detto la diffusione nel Raman spontaneo ¢ isotropa, infatti
il dipolo oscillando emette luce in tutte le direzioni; ma di fatto la sommatoria sui
k nell’espressione ¢ stata rimossa. Qui nasce 'inconsistenza dovuta proprio a
una diversa dipendenza da w. Infatti la sommatoria sui k , passando al continuo, ¢
l'integrale in d3k, cioe:

> flwr) = (2‘;)3/]“(%)61% — Ankdk o< WP (2.44)
k
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In questo modo si vede che quella sommatoria ¢ fondamentale per ripristinare un’e-
quivalenza con il caso classico. Aver ottenuto l'espressione [2.43] permette di grafigare
la parte immaginaria della P®) in funzione di w, cio¢ il segnale che si rileverebbe in
un esperimento SR[2]. Sono stati scelti i seguenti parametri rappresentativi di un
realistico sistema molecolare:

wr= 20000 cm™ — Az= 500 nm

Wy — W= 50000 cm~ — A\pu= 200 nm (caso elettronicamente NON risonante)
Wy — W= 20000 cm™ — A\pe= 500 nm (caso elettronicamente risonante)

we — we= 500 cm™! — A= 2000 nm

Yeo= 10 cm™ — A\, =1 mm

Yoo = Yp¢ = 500 cm~ ! — A, = 2000 nm

1e—10 Andamento della 3(P(w)) in funzione di w

—— Wpa=50000cm~1
1.0 ==~ fit: x0=1.95%¥10* y0=9.9

0.8 1

0.6 1

3(P(w))

0.4 1

0.2 1

0.0 1

19000 19200 19400 19600 19800 20000
w(cm™1)

Figura 2.2. Segnale Raman rivelato nel caso elettronicamente non risonante in cui wp, =
50000cm ™! e wr = 20000ecm 1. E’ un picco Lorentziano emesso a frequenza w= wg —weq,
dove la larghezza a meta altezza
FWHM= 19.8 cm~'.La curva blu indica I’'andamento della F(P®)«)) in funzione di
w mentre la curva tratteggiata in rosso indica il fit lorentziano con paramentri x0=
1.95-10%m ="t e yO= 9.9 em™1!.
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1e—7 Andamento della 3(P(w)) in funzione di w

4.0 7 — Wy, =20000cm"?
35 —-- fit: x0=1.95¥10* y0=9.3
3.0
2.5

2.0 1

3(P(w))

1.5 1

1.0 A
0.5 1

0‘0 T e T . AT WPy S p———|

19000 19200 19400 19600 19800 20000
w(cm™1)

Figura 2.3. Segnale Raman rivelato nel caso elettronicamente risonante in cui wp, =
20000cm ™' e wr = 20000cm~t. E’ un picco pseudo-Lorentziano emesso a frequenza w=
WR — Weq dove la larghezza a meta altezza
FWHM= 18.6 cm~'.La curva blu indica I’'andamento della F(P®)«)) in funzione di
w mentre la curva tratteggiata in rosso indica il fit lorentziano con paramentri x0=
1.95-10%cm ™! e y0= 9.3 em 1.

Entrambi i plot mostrano dei picchi in corrispondenza di wp — weq, dove wg €
la frequenza relativa al campo Raman incidente, mentre we, € il gap di frequenza
tra i primi due livelli vibrazionali della molecola, come si era detto inizialmente

nell’introduzione al fenomeno. E’ interessante notare che il profilo della P®)(w) &
ben noto; si tratta infatti della distribuzione:

1

Jroo () = ;Mﬁ (2.45)
dove xg e yo sono i parametri. Infatti il profilo spettrale atteso per il segnale Raman
simulato & una Lorentziana. Sui grafici & stato poi eseguito un fit proprio di una
distribuzione di Lorentz e ne sono stati riportati i parametri. E’ evidente che pero i
due plot, che si distinguono per il solo valore della wy,, mostrano delle differenze.
In particolare nel plot [2.3] si ha una pseudo-lorentziana, questo & il caso risonante
in cui l'energia del fotone Raman incidente ¢ pari al gap energetico tra il livello
fondamentale a e il livello generico b; nel caso non risonante, si ha esattamente
il profilo aspettato. Cio € da attribuire al fatto che nel caso non risonante il termine
scelto e riportato nella[2.34] rappresenta in modo completo lo scattering del fotone nel
processo Raman in un sistema a tre livelli. Nel caso risonante invece , in cui il fascio
Raman incidente "risuona" con lo stato elettronico su cui arriva, il termine scelto per il
calcolo risulta incompleto. Il motivo € che sono stati tralasciati i termini in cui risiede,
in questo caso, parte del processo, come la luminescenza, che ¢ un processo attivato
dopo l'assorbimento. Il calcolo di questi termini esula dallo scopo di questa tesi,
tuttavia si fa notare che puo essere affrontato tramite lo stesso formalismo introdotto
e descrive un’emissione molto larga centrata ad wp, — weq, che avrebbe colmato
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quelle feature negative intorno al picco rendendo cosi la descrizione piu completa.
Un aspetto importante & 'intensita relativa dei due plot: nel caso elettronicamente
non risonante ¢ dell’ordine di 107!°, mentre nel caso elettronicamente risonante &
dell’ordine di 10~ 7. Si ricorda che il Raman spontaneo ha una bassa sezione d’urto,
ed ¢ proprio per rimediare a questa limitazione che si fanno esperimenti nel caso
risonante, in cui il sistema, per transire da un livello vibrazionale di ground state a
uno eccitato, puo "appoggiarsi" ad un livello elettronico che esiste realmente. Infatti
in questo modo si ha un grande aumento di cross section, come si vede anche di
diversi ordini di grandezza, detto enhancement Raman risonante.

2.6 Studio dello scattering Raman Stimolato nel caso
generico di n fotoni.

Dopo aver analizzato il fenomeno dello scattering Raman Spontaneo nel caso base in
cui la pompa Raman & costituita da un fotone, e viene generato un fotone Stokes a
frequenza w = wpR — wy;p minore rispetto al fotone di raman incidente, si prende ora in
considerazione il caso del del processo stimolato. La differenza con il caso precedente
consiste nel fatto che il campo Raman ¢ seguito da un secondo fascio, lo Stokes e
la luce viene diffusa nella direzione di propagazione di quest’ultimo. Le ragioni per
le quali € importante anche quest’ultimo fenomeno sono di matrice essenzialmente
sperimentale; infatti come si ¢ detto precedentemente, il processo Raman Spontaneo,
¢ debole rispetto a fenomeni di fluorescenza che spesso lo accompagnano ed e
caratterizzato da una bassa sezione d’urto. L’introduzione di un secondo campo
cura permette di aggirare tali limitazioni. In particolare viene qui trattato il caso
generale in cui si hanno n fotoni per il campo Raman ed un medesimo numero di
fotoni per il campo Stokes.

Come nella precedente sezione, si consideri un sistema a tre livelli: a,b,c, dove
E,<FE.<FEp.Lo stato iniziale della molecola & descritto dalla matrice densita la cui
espressione e:

po = |a) (al @ |nr) (ne| @ |ms) (ms| = [a, 1, ms) (@, np, ms| (2.46)

dove appunto i campi sono in stati rappresentati da un generico numero n di fotoni,
e la materia si trova nello stato |a). La strategia per il calcolo & la medesima del caso
precedente. Anche qui, a partire dalla e risolvendo i commutatori, il termine
che rappresenta il fenomeno & solo uno . Lo svolgimento analitico in questo
caso ¢ lo stesso che nel caso del Raman Spontaneo, dunque non si riportano i singoli
passaggi ma solo la formula risolutiva. E’ utile pero ripercorrere come evolve il
processo:

e al tempo t—73—79— 7] = -y avviene la prima interazione con il campo Raman.Il
dipolo porta il bra della matrice densita dallo stato a allo stato b, mentre viene
distrutto un fotone Raman. Inoltre essendo il campo incidente monocromatico,
cadono le sommatorie presenti nell’espressione dell’operatore E (t).

¢ Nell’intervallo di tempo 7 , la matrice densita si propaga libera da perturbazioni
e dunque appare la fase e~ *(Fa—Ep)71/h
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e Al tempo t — 73 — 79 = § avviene la seconda interazione con il campo, questa
volta Stokes. Sul bra della matrice densita agisce I'operatore costruzione af
che crea un fotone Stokes e intanto lo stato della materia passa da b a c.
Contribuisce qui all’ampiezza anche un fattore fondamentale /ms + 1. Come
detto prima la luce diffusa nel processo stimolato ¢ in direzione del solo campo
Stokes.Questo proprio in virtu del fattore v/mgs + 1. 1l fenomeno del Raman
spontaneo continua ad avvenire ed ha la sua sommatoria su tutte le direzioni
di propagazione k (diffusione isotropa), ma il grande numero di fotoni che
si propaga collinearmente al campo Stokes fa si che solo in quella direzione
si abbia una stimolazione consistente del processo. Motivo per cui cade la
sommatoria sui k del campo Stokes.

o Nell’intervallo di tempo 72 , la matrice densita si propaga libera da perturbazioni
e dunque appare la fase exp = i(Fa—Ee)n2/h,

e Al tempo t — 73 = 1 avviene la terza interazione con il campo, quello Raman ,
questa volta sul ket di pg. La materia viene portata dallo stato a allo stato b ,
mentre viene distrutto un fotone Raman.

¢ Nell’intervallo di tempo 73 , la matrice densita si propaga libera da perturbazioni
e dunque appare la fase exp " (Fv—Ee)s/h,

e Infine, si arriva all’ultima interazione al tempo ¢ con il campo Stokes. Questo
fa si che la materia arrivi in uno stato di coerenza vibrazionale , perche il ket
passando da b a ¢ porta a |c) (c| e inoltre si crea un fotone Stokes .

Come si vede i passaggi sono simili al caso precedente. Una prima differenza
importante, pero, risiede nello stato iniziale. Sono presenti, a differenza del caso
spontaneo, m fotoni Stokes; quando questo campo agisce, all’ampiezza contribuisce
un fattore v/ms + 1.Questo ¢ fondamentale per capire perche il Raman Stimolato &
un processo piu intenso. Si riporta qui I'espressione nel caso di Raman stimolato
della funzione di risposta Ssrs(w),che mostra delle deifferenze con Sgr(w) che si
aveva nel caso spontaneo:

h
2€0V

i (Ea—Ep)Ty - (Eq—Ec)To - (Ey—Ec)Tg
D R e R

2
> waSe—ZwR(W—V)e— e

Ssrs(w) = <

i ; 2.47
(2 :6 lwsa)elwst|uab|2‘ﬂbc’2nr(m+ 1)5 ( )
A

le,(n— 1)y, (m+1)s) (¢, (n — 1), (m+1)4]

Come per il Raman Spontaneo a partire dalla funzione risposta Sgrs(w) si calcola
la polarizzazione P®):

i 3 400 +00 00 +oo
P® — <_ > / dt/ dﬁ/ dTQ/ dr3Ssrs(w) (2.48)
h —00 0 0 0

Effettuando la medesima sostituzione per la quale si € scritto (E; — E;)h = w;; e alle
frequenze ¢ stato aggiunto il termine di dephasing @;;= w;; — il';;, e risolvendo i 4
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integrali si ottiene ’espressione del terzo grado della polarizzazione nel caso dello
scattering Raman Stimolato:

h 2
POw) = (50 ) o PlbsePsre np o + 1) e (0 = 1)y, (m+ 1)) e (0 = 1), (m -+ 1)
—W

(@ab + wR)<(I)ac + wpr — w)(a)bc — w)
(2.49)

Confrontando ora la [2.43] e la [2.49 una prima differenza risiede nella dipendenza da
w. Infatti mentre si & visto che nel caso spontaneo la P dipende dalla frequenza
come w?, nel caso stimolato si ha una dipendenza da w?. Inoltre avendo studiato il
caso stimolato generalizzato a n fotoni, si nota che il segnale scala con il numero di
fotoni Stokes, grazie alla presenza del fattore mg 4+ 1. Quest’ultimo punto dimostra
che I'emissione stimolata ¢ molto piu efficiente del caso spontaneo e non ¢ isotropa,

ma viene emessa sovrapposta al campo Stokes incidente, quindi ¢ facile da misurare.
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Capitolo 3

Conclusioni

Nel corso di questa dissertazione si & studiata la risposta vibrazionale di un campione
quando viene investito da una radiazione elettromagnetica in presenza di scattering
Raman. Dopo aver introdotto il processo di scattering da un punto di vista classico,
in cui il campo incidente € un’onda piana, si € passato ad introdurre gli strumenti
matematici per descrivere questi fenomeni di scattering tramite un formalismo
in seconda quantizzazione. Il sistema e dunque descritto da stati quantistici sui
quali agisce direttamente il campo, che non ¢ piu semplicemente un’onda, ma € un
operatore: E (t). Dunque si dice che 'Hamiltoniana completa relativa al sistema
composta da Hjy, che rappresenta la dinamica del sistema imperturbato, e che si
suppone di aver gia risolto, e da H'(t)=/(t)E(t) rappresentante invece il termine
di interazione radiazione-materia, che si suppone piccolo. Dunque il problema
viene risolto grazie alla teoria delle perturbazioni dipendente dal tempo,in uno
sviluppo basato sulla rappresentazione di Dirac, a meta tra quella di Schrodinger e
Heisenberg, in cui gli operatori evolvono secondo I'hamiltoniana imperturbata Hy,
mentre le funzioni d’onda evolvono secondo ’azione dell’hamiltoniana perturbata.
E’ stata quindi risolta I’equazione di Schridinger iterativamente, mostrando che gli
stessi risultati si ottengo nella dimensione di Liouville, nella quale gli stati quantisitici
non sono piu dei vettori ma delle matrici.

Sviluppando la polarizzazione del campione, e considerando che il primo contributo
non lineare al campo emesso ¢ il terzo, si arriva all’espressione:

o\ 3 +oo —+oo [e%9] —+o0
P®) = (— Z) / dt / dry / dry / dr
h —0 0 0 0

(3.1)
T (Bt t0) Hp (1 + ). [Hp(m), [Hp(0), sl U 1))

dove l'elemento Hy,(7;) = U0 () E(r3) Uo(7;). Viene quindi discusso come solamente
uno dei termini che si ottengono sviluppando i commutatori permetta di tener conto
dello scattering Raman, ovvero:

TT( (t)alo(73) E(t — 73) ilUo(12)Uo(11) po B(t — 73 — 70 — 1) 0
(3.2)
Ug(ﬁ)E(t — T3 — TQ)MUO T U0 T3 >
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Questo viene valutato prendendo in esame due casi modello:

e un singolo fotone incidente sul campione a frequenza wg, per descrivere il caso
del Raman spontaneo.

e n, fotoni a frequenza wr e my fotoni red-shiftati, per descrivere i processi
Raman stimolati.

Il primo caso studiato, in un sistema a tre livelli a,c,b, ¢ quello dell’emissione
spontanea, caratterizzata da un solo fascio incidente , la pompa Raman. In questo
caso il sistema all’istante iniziale ¢ descritto dalla matrice densita:

po = la) {a| © [1) (L] @ |0s) (Os] = |a, 1, 0s) (a, 1, O] (3.3)

semplificando quindi il problema a un solo fotone, e mettendo nullo un secondo
campo, che interverra solo nel caso di Raman stimolato.

Il secondo fenomeno studiato ¢ lo scattering Raman Stimolato. A differenza del
caso spontaneo, qui si hanno due campi incidenti: il fascio Raman , che si aveva
gia nel caso precedente, e lo Stokes, che prima era stato messo a vuoto. Il sistema,
costituito sempre da tre livelli a,c,b, all’istante iniziale ¢ descritto dalla seguente
matrice densita:

po = |a) (al @ |nr) (ne| @ |ms) (ms| = [a, 1, ms) (@, np, ms| (3.4)

dove si & considerato il fenomeno piu generale possibile in cui inizialmente entrambi i
fasci hanno un numero n,m di fotoni. Dunque dopo una serie di passaggi matematici
si arriva all’espressione finale della polarizzazione al terzo ordine per entrambi i casi
studiati. L’espressione trovata per lo scattering Raman Spontaneo ¢ pari a:

h 2
POw) = (o) ol 6,0, L) 01,1

—WEW
Z Z ( kYR
k(2) A(2)

(3.5)

@ab + WR) (Dac + wr — wk) (Wpe — W)

dove si ricorda che I'aver tenuto la sommatoria sui k € fondamentale per ripristinare
I’andamento caratteristico di wg - wg. E’ stato poi eseguito un plot della parte
immaginaria della P®) in due casi.Lasciando la wr = 20000cm ™!, la forma di riga
emessa € una Lorentziana nel caso elettronicamente non risonante, in cui wp —w, € pari
a 50000cm™!; & una psudo-Lorentziana nel caso detto elettronicamente risonante, in
cui wp — wg, cioe il gap di frequenze tra il livello fondamentale e uno stato elettronico
eccitato, & pari a 20000cm~!. Il vantaggio di fare esperimenti Raman risonanti &
che si ha un enhancement di diversi ordini di grandezza della sezione d’utro. Invece

I’espressione trovata per il Raman stimolato ¢ la seguente:

h 2
P(g)(w) = (260‘/> ||| ppe *wr i (m+ 1) [e, (n = 1)y, (m 4 1)) (¢, (n = 1), (m+ 1)
—w

(wab + WR)(‘I)ac + wgr — W)((Z)bc — w)
(3.6)
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Confrontando la[3.6] con la si nota un diverso andamento con la frequenza, infatti
in questo ultimo caso la P (w) va come wg - wg. Inoltre si deduce che il segnale
rilevato scala con il numero di fotoni Stokes, questo fa si che ’emissione stimolata
sia piu efficiente rispetto a quella spontanea. Infatti non essendo la luce diffusa
in modo isotropo, ma propagandosi nella stessa direzione dello Stokes incidente, il
segnale sara piu intenso e quindi sara piu facile da isolare in presenza di fenomeni di
assorbimento.
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