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Questi appunti non vogliono essere una
trattazione esaustiva della meccanica,
ma soltanto una schematica presen-
tazione di cio che é stato trattato a
lezione.



Capitolo 1
INTRODUZIONE

1.1 Metodo Scientifico

I1 Metodo scientifico fu introdotto da Galileo Galilei all’inizio del 1600 in una rivoluzione to-
tale dell’approccio allo studio del mondo che ci circonda. Si puo sintetizzare dicendo che si
basa sull’interrogare la natura attraverso esperimenti mirati che ne rivelino i comportamenti
fondamentali.

Si articola in quattro punti:

1. Esperimento. L’Esperimento ¢ il modo con cui lo scienziato interroga la Natura. Deve
essere “mirato” a mettere in luce il fenomeno studiato. Deve essere riproducibile da altri
scienziati, in altri luoghi e in altri momenti.

2. Modello. Sulla base dell’esperimento lo scienziato costruisce il suo Modello. 11 Mo-
dello NON ¢ una semplice descrizione di cid che ha vivelato I’Esperimento. E una
schematizzazione “oggettiva”’ in linguaggio matematico che porta a predizioni.

3. Predizione. La Predizione ¢ il punto nevralgico del Modello. 11 Modello deve essere
capace di prevedere il comportamento del sistema fisico che descrive, in situazioni diverse
da quelle che hanno portato alla sua costruzione.

4. Esperimento. Una volta fatte delle predizioni teoriche sulla base del modello, tali predi-
zioni devono ripassare al vaglio dell’Esperimento, il quale potra confermare il modello per
altri processi (corroborandone la struttura) oppure falsificarlo. Se I'Esperimento mette in
evidenza un processo per il quale il Modello non da una descrizione consistente, il Modello
deve essere raffinato e cambiato per includere nella descrizione il nuovo fenomeno. Cio
permette al Modello di raggiungere un livello di generalita piu elevato.

Attraverso questi due strumenti, esperimento e modellizzazione, si possono comprendere le
Y )
leggi fondamentali che governano 1’Universo.

1.1.1 Il Modello

I1 Modello (o la Teoria) si esplica in “Principi”, affermazioni semplici di caratere generale che pos-
sano essere formalizzate con delle “Leggi Fisiche”, cioé delle relazioni quanitative fra “grandezze
fisiche”. 11 Modello ¢ una schematizzazione della realta, che descrive in forma semplificata.



1.1.2 Grandezze fisiche e loro misura

Le “grandezze fisiche” sono le grandezze che servono per la descrizione oggettiva del fenome-
no sotto studio. Per esempio, nello studio del movimento di un corpo la distanza del corpo
stesso dall’osservatore oppure il tempo che il corpo impiega a raggiungere un punto sulla sua
traiettoria, sono entrambe grandezze fisiche.

Misura

Nella descrizione quantitativa di un fenomeno si pone il problema di come associare un numero
ad una grandezza fisica. Cid viene definito come procedimento di “misura”’, che deve essere il
pitt possibile univoco (non ambiguo) e deve essere riproducibile.

Praticamente, il procedimento di misura si quantifica con il confronto della grandezza fisica
con un “campione”, che chiameremo “unitd di misura”. Al campione verra fatto corrispondere
il numero 1 in quella unita di misura.

Il rapporto fra grandezza e campione, ovvero il numero di volte in cui il campione “entra”
nella grandezza € la misura di quest’ultima. Questo concetto si rifa direttamente alla misura di
una lunghezza, nella quale per esempio contiamo quante volte entra il campione “metro” nella
distanza che devo misurare. Per il tempo, le cose sono un po’ pit complicate. La misura di un
intervallo di tempo si deve fare per confronto con due eventi consecutivi. E chiara la necessita
di avere eventi che facciano parte di un processo periodico, come per esempio un pendolo: Se
diamo una certa durata alla oscillazione completa del pendolo, potremo misurare un intervallo
di tempo fra due eventi, contando il numero di oscillazioni pendolari che li separa.

Si parla di misurazione diretta o indiretta. Nel primo caso la grandezza viene misurata
con un confronto diretto col campione (esempio: lunghezza). Il secondo caso invece é rilevante
quando la grandezza in questione ¢ una funzione di grandezze “pitt semplici”, che diremo fonda-
mentali, e quindi la misura di tale grandezza deriva dalla funzione delle misure delle grandezze
che la definiscono. Per esempio, la velocita, che é data dal rapporto di una lunghezza e di un
tempo, sara misurata tramite tale rapporto una volta che vengano indipendentemente misurate
le grandezze lunghezza e tempo pertinenti al processo in esame.

Grandezze Fondamentali

Le grandezze fondamentali sono le grandezze in termini delle quali possono essere espresse tutte
le altre. In meccanica storicamente si usano come grandezze fondamentali lunghezza, tempo e
massa e si indicano le rispettive dimensioni con i simboli [I], [t] e [m].

Le altre grandezze si esprimono in funzione delle fondamentali. Per esempio la velocita sara
espressa dal rapporto di una lunghezza e di un intervallo di tempo e quindi avra dimensione
[o] =[] 1]

Grandezze prive di dimensioni vengono dette adimensionali. Per esempio il rapporto di due
grandezze omogenee, ovvero con la stessa dimensione, ¢ adimensionale. Un angolo, definito in
radianti come rapporto di due lunghezze, ¢ una quantita adimensionale: [a] = [I] [[|7* = 0.

La scelta delle grandezze fondamentali € legata alla riproducibilita e alla precisione di mi-
sura delle grandezze stesse. Storicamente si usano lunghezza, tempo e massa come grandezze
fondamentali perché ¢ immediato pensare a come misurare una lunghezza col metro campione,
il tempo come confronto con un fenomeno periodico (esempio il pendolo) e la massa con la
bilancia a due bracci. Queste definizioni perd sono cambiate nel tempo e la necessita di avere



un campione sempre pill preciso e riproducibile ha fatto evolvere il concetto di metro, secondo
e chilogrammo massa nel corso dei secoli.

Unita di misura

Il sistema di unita di misura ¢ I'insieme dei campioni scelti per le grandezze fisiche fondamen-
tali. Il Sistema Internazionale, per esempio, utilizza come unita di misura della lunghezza il
metro, che ha cambiato nei secoli diverse definizioni operative, come unita di misuta del tempo
il secondo e come unita di massa il kg massa. Il metro, inizialmente definito come la lunghezza
di un pendolo il cui semiperiodo sia pari ad un secondo, venne poi legato alla fine del 700 alla
misura del meridiano terrestre (1m=1/10000000 del semi-meridiano terrestre, dal Polo Nord
all’Equatore) e nel 1889 alla distanza fra due tacche incise su una barra di platino-iridio con-
servata in condizioni standard al Bureau International des Poids et Mesures di Sévres, vicino
a Parigi. La precisione di tale definizione ¢ limitata, per esempio, dallo spessore delle tacche.
Con l'avvento dei laser, negli anni ’60 si definisce il metro come 1650763.73 volte la lunghezza
d’onda nel vuoto della radiazione conseguente alla transizione 2p*® — 5d° del kripton-86. Suc-
cessivamente, il metro diviene effettivamente una grandezza derivata, essendo definito dal 1983
come la distanza che la luce percorre in 1/299792458 di secondo. Tale definizione permette
una precisione dell’ordine di ~ 107'°. Anche per il secondo si passa dalla sua definizione come
1/86400 del giorno solare medio, poi specificato come “giorno solare medio dell’anno 1900, al-
I'introduzione dell’orologio atomico nel 1967, con cui il secondo viene definito come 9192631770
periodi della radiazione corrispondente alla transizione fra due livelli iperfini dello stato fon-
damentale dell’atomo di cesio-133. Questa definizione permette una precisione di ~ 10712, Il
chilogrammo é definito come la massa di un campione in lega di platino-iridio, conservato al
Bureau International des Poids et Mesures di Sévres ed ha una precisione intrinseca di ~ 1078,

Per facilitare le misure col campione, se ne definiscono multipli e sottomultipli.

La branca della fisica che studia la corretta definizione delle grandezze indipendenti e le
corrispondenti unita di misura ¢ detta metrologia.

1.2 Richiami di calcolo vettoriale

Nello studio della meccanica abbiamo bisogno di due pilastri della matematica, ovvero del
calcolo differenziale e del calcolo vettoriale. In questo paragrafo elenchiamo semplicemente una
serie di definizioni e proprieta che ci saranno utili in seguito.

In seguito, incontreremo grandezze scalari e vettoriali.

e scalari: sono grandezze caratterizzate univocamente da un numero (nel nostro caso un
numero reale), come per esempio il tempo, la massa, la temperatura, la pressione ...

e vettori: sono grandezze caratterizzate da un’intensita (il modulo del vettore), da una
direzione e da un verso. Per esempio la velocita: per la caratterizzazione del moto non
basta dire che procedo a 50 km/h ma occorre precisare anche la mia direzione (Roma-
Milano) e il mio verso (da Roma a Milano oppure viceversa da Milano a Roma).

Per indicare un vettore utilizzeremo indifferentemente diversi tipi di notazione: v, 7, v,
(P — O) ... Sia chiaro che senza alcun segno distintivo v ¢ uno scalare e non un vettore.



Definizione 1.2.1 Dati due vettori a e b, si dice che a = b se ||al]| = ||b]| e se hanno la stessa
direzione e lo stesso verso. Quindi a = —b se ||a|| = ||b|| e se hanno stessa direzione e verso
opposto.

Definizione 1.2.2 Si definisce come somma fra due vettori a e b il vettore c = a+ b che si
trova con la regola del parallelogramma. Analogamente a = ¢ — b.

Iterando la regola si ha che z = a+ b + ¢ + d ¢ rappresentato in figura:

b
e Proprieta commutativa: a+b=b+a.

o Proprieta associativa: a+(b+c)=(a+b)+c.

Definizione 1.2.3 Se v ¢ un vettore e A\ € R, allora w = Av & un vettore che ha per modulo

W = |A|||v]], per direzione la direzione di v e per verso il verso div se A > 0 o il suo opposto
se A < 0.

o \uv)=p(Av)=(Au)v  per ogni A\, u € R.
o (AN pu)v=2Av+puv.
e \NV+WwW)=Av+w

e A\ v=0 implicaA=0 o v=0.

Definizione 1.2.4 5% dice versore un vettore di modulo unitario: ¥ = oo, V]| = 1.

Definizione 1.2.5 Si dice prodotto scalare fra i due vettori v e w, appartenenti ad uno spazio
vettoriale sul campo reale, una funzione che associa ai due vettori un numero del campo cosi

definito:
P(v,w) = v-w = |[v|| [l cosa, (1.1)

dove a e l’angolo fra i due vettori.
e vov= v

® V- W=W'V

)



ev-(W+z)=v-WHV-2zZ |,
e v-(Aw)=Av-w

Definizione 1.2.6 Si dice prodotto vettoriale fra i due vettori v e w, appartenenti ad uno
spazio vettoriale sul campo reale, una funzione che associa ai due vettori un altro vettore dello
stesso spazio vettoriale cosi definito:

VAW=12, (1.2)

tale che ||z|| = ||v||||w]| sinc, la direzione é quella perpendicolare al piano individuato dai
vettori v e w, e il verso é quello della regola della mano destra, ovvero il vettore z punta nel
verso da cut si veda ruotare v su w in senso antiorario coprendo l’angolo acuto.

e vVAV=0 |,
e VA(—W)=—-VAW |,
e VAW=—-WAV |

e VAWH+2zZ)=VAWH+VAZ |,
e VA(AW) =AVAW
e aA(bAc)=Db(a-c)—c(a-b) (“bac men cab”).

. notacheaA(bAc)# (aAnb)Ac.

1.3 Rappresentazione Cartesiana

Descriviamo i nostri vettori in un sistema cartesiano e vediamo come si scrivono in questo
caso le somme e i prodotti che abbiamo definito in maniera “astratta” nel paragrafo pre-
cedente. Definiamo la triade ortonormale i, j, k, che definisce il verso positivo sugli assi.

A<
W il = (I3[l = [[k]] = 1.
A s s s oA A
kA i-j=j-k=k-i=0,
~ =y 3 A:A /.\ A:A K A:A
/0 ; iNj=k,jAk=1i, kAi=]
i
x

Il vettore v si scrivera in coordinate cartesiane come segue:

V = Ul + 0] + 0.k = (Ug, 0y, 0.) . (1.3)

10



Allora si trova che:

A~ ~

o VAW = (v, +w)i+ (vy+w)j+ (v: +w)k |
° )\V:)\vxijt)\vyjjt)\vzl; ,
VW = U Wy + Vywy + VW,

i j k

A~

e VAW= v, v, v, |=(vw,—vwy)i+ (V;w, — VW.)j + (Vwy — VyW,)

Wy Wy W,

11

A~

k



Capitolo 2
APPUNTI DI CINEMATICA

In queto capitolo tratteremo la Cinematica, ovvero lo studio del movimento di un sistema fisico
in un certo sitema di riferimento, indipendentemente dalle cause che generano il moto.

2.1 Sistema di riferimento

Per studio del movimento di un corpo, intendiamo lo studio del cambiamento col tempo della
sua posizione rispetto ad un Sistema di Riferimento (SdR), che sara dato, per esempio, da una
terna di assi cartesiani, X,y e z e da un’origine, O.

. | Corpo]

=
>

\
v
<

Dovendo misurare delle distanze e degli intervalli di tempo, saranno necessarie alcune
precisazioni sulla struttura dello spazio in cui opereremo e sul tempo stesso.

e Lo spazio in cui intendiamo ambientare il nostro studio ¢ uno spazio vettoriale Euclideo,
ovvero valgono gli assiomi della geometria Fuclidea. Che questo sia vero, almeno nel
grado di approssimazione che ci interessa, pud essere verificato sperimentalmente (Es:
esperimento di Gauss sulla somma degli angoli interni di un triangolo). Inoltre lo spazio
¢ omogeneo (cioé non ci sono punti o zone “privilegiate” rispetto ad altre) e isotropo (cioé
non ci sono direzioni privilegiate rispetto ad altre).

12



e In meccanica Newtoniana il tempo costituisce un parametro esterno ed assoluto, che se-
gna il susseguirsi degli eventi. Per assoluto, si intende il fatto che in ogni punto del nostro
spazio, il tempo scorre nello stesso identico modo. Due orologi che vengano sincroniz-
zati in un punto del nostro SAR, in un centro istante, rimangono sincronizzati sempre e
ovunque. Questa in realta ¢ un’approssimazione che vale finché le velocita in gioco sono
piccole rispetto alla velocita della luce e finché i campi gravitazionali considerati sono
sufficientemente poco intensi, ma per lo studio della meccanica Newtoniana questa sara
un’assunzione esatta.

2.2 Punto Materiale

Per introdurre i concetti fondamentali della cinematica e della dinamica, utilizzeremo una
schematizzazione del nostro sistema fisico in esame e definiremo il punto materiale.

Definizione 2.2.1 [l punto material & un oggetto privo di dimensioni (punto geometrico) che
eventualmente ha massa m.

Questa ¢é la schematizzazione fisica di un corpo le cui dimensioni siano trascurabili rispetto
alle tipiche distanze percorse. Per esempio, un pianeta sulla sua orbita puo essere descritto in
buona approssimazione come un punto materiale.

Per descrivere il moto del punto materiale nello spazio abbiamo bisogno di tre coordinate.
Si dice che il punto nello spazio ha tre gradi di liberta. Quindi:

Definizione 2.2.2 [ gradi di liberta di un sistema sono i parametri indipendenti necessari per
definirne univocamente la configurazione rispetto al SAR scelto.

Il punto materiale P nel sistema di riferimento SdR sara individuato dal suo raggio vettore
r(t) (un vettore in R?, quindi appunto 3 parametri indipendenti):

A2
SdR
P

) r(t)

kA 4
> > Y

70 ]

i

x
Il fine della cinematica ¢ quello di trovare I’equazione

r=r(t), (2.1)
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detta equazione vettoriale del moto. In componenti, rispetto al SAR ortonormale si ha

~
.

r(t) = z(t)i+ y(t)j + z(Hk. (2.2)

Allo scorrere del tempo (parametro t) 'Eq. (2.2) descrive la traiettoria v, ovvero il luogo
geometrico dei punti toccati da P nel suo moto.

2.3 Parametrizzazione naturale

Un altro modo utile di descrivere il moto ¢ quello di separarne (per cosi dire) la parte geometrica
damma parte cinematica, introducendo la parametrizzazione naturale.

Supponiamo di conoscere la traiettoria « percorsa dal punto materiale P nel suo moto. Data
v, sappiamo come definire la lunghezza s della curva a partire da un certo punto su di essa, 0,
che funge da origine.

Y

Tale lunghezza cambia nel tempo, dipendendo dal moto di P su . Quindi sara una fun-
zione del tempo. Supponiamo che sia una funzione monotona e derivabile. Allora, possiamo
parametrizzare il moto di P su v in termini di s e I’equazione vettoriale del moto potra essere
scritta come segue:

r = r(s), (2.3)
(2.4

s = s(t).

In questo modo abbiamo diviso la parte puramente geometrica del moto da quella cinematica.
La prima ¢ descritta dall’Eq. (2.3) e riguarda la traiettoria come luogo geometrico, parametriz-
zata dalla lunghezza della curva s. La seconda, in Eq. (2.4), mi dice come si muove il punto su
tale traiettoria ed ¢ detta equazione oraria.

2.4 Moto rettilineo di un punto

Per introdurre le grandezze fisiche fondamentali per la descrizione del moto, consideriamo il
caso semplice di un moto unidimensionale rettilineo. In questo caso il SAR ¢ una retta orientata
sulla quale prenderemo un’origine, O, e un verso positivo indicato dal versore i (o dalla freccia
delle coordinate x positive).

¢ U

v

8
=
~—

8
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Il moto del punto P ¢ dato dal cambiamento della sua coordinata, x, rispetto al tempo:
x=uz(t). (2.5)

Nota: in tale sistema di riferimento non useremo la notazione vettoriale x(t) = z(t)i, ma
utilizzeremo semplicemente la funzione z(t) col suo segno. Cio ¢ sufficiente per la descrizione
completa del moto. Infatti la direzione ¢ fissata a priori, rimane dunque soltanto ’arbitrarieta
del verso, che si traduce nel segno di z.

La funzione z(t) determina il “diagramma orario” del punto P:

x(t) 4

Zo

Supponiamo che nella descrizione del moto di P io registri che a t = ¢; (nell'istante t;) il
punto P si trovava in x = x1, mentre ad un istante successivo, t = t,, la sua posizione era
r = To. Posso allora asserire che nell’intervallo di tempo At = ty — t5 il punto ha percorso
almeno la distanza Ax = x9 — x1. Possiamo allora introdurre un concetto importante, quello
di velocita media, v: A

x

U= (2.6)
che mi dira in media qual’é lo spazio percorso dal punto nell’'unita di tempo. La o, in effetti,
mi da informazioni sul moto di P, ma non molto particolareggiate. Infatti, il P avrebbe per
esempio potuto muoversi nella prima meta del tragitto con una cerca velocita media elevata
per poi rallentare nella seconda meta del tragitto. Oppure avrebbe potuto muoversi con una
velocita media piu elevata di v, oltrepassare il punto x, per poi tornare indietro e arrivare in
x9 nel tempo At. In entrambi questi moti, che sono diversi fra loro, la velocita media ¢ la
stessa. Ci possiamo porre allora il problema di trovare una descrizione piu particolareggiata
del moto del punto P, facendo un campionamento dell’intervallo At in tanti piccoli At;. In
ognuno potro definire una velocita media per quel At; e scoprire che il moto ¢é stato piu vario di
quello descritto in prima analisi. La cosa ideale sarebbe di conoscere la velocita di P, istante per
istante. Ma questo si puo fare immaginando un procedimento di limite in cui i At; diventano
sempre pit piccoli. Si introduce, allora, il concetto di velocita istantanea, v:

. Az
v A A 27

dove il limite matematico ¢ da spiegare e puntualizzare in maniera fisica.
Anche la velocita pud cambiare col tempo

v =v(t) (2.8)
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per cui conviene, allo stesso modo di come ¢ stato fatto per la coordinata z(t), introdurre la
variazione di v col tempo, che si chiamera accelerazione. Avremo un’accelerazione media data

da
Av

At
e un’accelerazione istantanea, in cui si prende il limite in cui i At; diventano sempre piu piccoli
(e pit numerosi):

(2.9)

a =

. Av
a= Al}fr_r}o A7 (2.10)

In realta anche ’accelerazione a sua volta é una funzione di ¢ e quindi potremmo introdurre
la sua variazione rispetto al tempo, ma la meccanica si ferma alle accelerazioni ...
Dal punto di vista matematico si ha:

A (b AY) —x(t)  dr

U= A A T A, At T (2.11)
At A —ut)  dv dPr

o= T Tw e (2.12)

con evidente significato dei simboli.

Un’altra cosa su cui si deve riflettere e che queste quantita in generale sono vettori. Abbiamo
bisogno, dunque, per definirle, di modulo, direzione e verso. Nel nostro caso ci siamo ridotti ad
un moto unidimensionale, per cui direzione e verso positivo sono gia fissati. Le variabili v ed
a che abbiamo definito sopra sono quindi le componenti dei rispettivi vettori sull’asse su cui si
svolge il nostro moto unidimensionale. In quanto tali, sono grandezze con segno. Una velocita
v(t) negativa sta a significare il fatto che il verso del vettore velocita ¢ quello inverso a quello
positivo scelto per 'asse x.

Siccome in questo caso (moto rettilineo) la direzione dei vettori non pud cambiare nel tempo,
si avra

_dx  dx(t);

== =20 (2.13)

Come vedremo nel moto in pitt dimensioni il vettore x potra cambiare anche direzione e questo
portera ad espressioni matematiche pitt complicate per la velocita.

2.4.1 Moto rettilineo uniforme

Si dice moto rettilineo uniforme un moto per il quale
v(t) = vy = cost, (2.14)

ovvero per il quale dv(t)/dt = 0.
Si puo allora trovare immediatamente la legge oraria, integrando la legge del moto

dx
E = o, (215)
cioe . .
[L’(t) = [L’(to) + / Vo dt = [L’(to) + ’Uo/ dt = [L’(to) + Uo(t — to) . (2.16)
to to
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La costante x(tg) ¢ la costante d’integrazione che necessariamente appare quando risolvo 'equa-
zione differenziale (2.15). Per trovare una soluzione particolare, ovvero per determinare proprio
il moto che sto studiando, devo imporre una condizione iniziale. Per esempio sia

Poniamo, senza perdere di generalita, to = 0. Allora la soluzione del moto diventa:
x(t) = xo + vot . (2.18)

Possiamo riportare su due grafici il moto del punto P disegnando la velocita e lo spazio come
funzione del tempo. Prendendo una velocita vy positiva si ha:

z(t) 4 o(t) 4

Vo
Zo
O t 0] t
Esercizio

Supponiamo che due punti si muovano di moto rettilineo uniforme sullo stesso asse x. At =0
il primo punto, P, si trova in x = z; ed ha una velocita costante v = vy, mentre il secondo
punto, Ps, si trova in x = x5 ed ha velocita costante v = vy. Discutiamo le situazioni in cui i
due punti ad un certo istante si urtano e determiniamo dove e quando cio avverra.

Il moto del punto P; sara dato dalla seguente legge oraria:

l’l(t) =1 + Ult, (219)

mentre il moto di P, sara dato da
l’g(t) = T9 + Ugt, (220)

Affinch’e i due punti si urtino, dovremo avere che all’istante t = o si abbia x1(ty) = 22(tg).
Quindi imponiamo

T + ’Ult(] = T2 + ’Ugto s (221)
che determina l'istante tg:
L —
ty = ——. (2.22)
Vo — U1

Si deve avere necessariamente ¢, > 0. Nel caso si abbia xo > 7 (il punto P, parte a sinistra
del punto P,) cid6 puod quindi accadere solo se vo — v1 < 0 (e questo pud avvenire in tre modi
diversi a seconda dei segni di vy e vy).
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Per trovare dove si urteranno, basta sostituire l’espressione di ¢y in uno dei due moti (quello
di P, oppure equivalentemente quello di P,):

1 — To _ T1U9 — TV (2 23)
Vg — U1 ’ ’

ZL’QZZL'(to):ZL'1+U1 ( v »
2 — U1

Si hanno quindi tre casi (prendiamo per semplicita e senza perdita di generalita z; > 0 e
To > O)

1. Primo caso. Si ha x5 > x7 e prendendo entrambe le velocita positive, v;1 > 0 e vy > 0,
si deve avere v; > vy. I due punti vanno entrambi nella stessa direzione (delle x positive).
Il punto P; rincorre il punto P, e lo raggiunge in g, che quindi sara oltre xs.

2. Secondo caso. Si ha x5 > x1 e prendendo v; > 0 e vy < 0, si avra che i due punti vanno
I'uno verso I’'altro e si incontreranno in x( tale che x; < zy < .

3. Terzo caso. Si ha x5 > x; e prendendo entrambe le velocita negative, v; < 0 e vy < 0, si
deve avere |v1| < |vg]. I due punti vanno entrambi nella stessa direzione (delle = negative).
Il punto P, rincorre il punto P; e lo raggiunge in x, che quindi sara a sinistra di x;.

0 to! t 0 ty t
Primo Caso Secondo Caso Terzo Caso
2.4.2 Moto uniformemente accelerato
Si dice moto uniformemente accelerato un moto per il quale
a(t) = ag = cost, (2.24)

ovvero per il quale da(t)/dt = 0.
Si puo allora trovare immediatamente la legge oraria, integrando la legge del moto

dv d*x
- 2.25
at daez ™ (2.25)

cioé

dt = v(0) + aot, (2.26)



= z(0) + v(0)t + %aotz. (2.27)

La (2.27) ¢ la soluzione generale dell’equazione del moto (2.25). Abbiamo adesso dovuto ri-
solvere un’equazione differenziale del secondo ordine e quindi abbiamo due costanti arbitrarie
d’integrazione, x(0) e v(0). Per determinare la soluzione particolare, dobbiamo imporre le
condizioni iniziali. Sia per esempio

z(0) = o, (2.28)
v(0) = wp. (2.29)
Si ha quindi:
1
z(t) = x0+vot+§a0t2, (2.30)
v(t) = wo+aet. (2.31)

Come nel caso del moto rettilineo uniforme possiamo riportare in grafico la posizione, la
velocita e l'accelerazione come funzioni del tempo. Se prendiamo la velovita vy negativa e
I’accelerazione agy positiva, ottenendo i grafici seguenti.

x(t) A U(t) A CL(t) A

Vo
Qo
Zo

O t 0 t 0 ¢

\

2.4.3 Esempio: caduta dei gravi

Sulla superficie terrestre si sperimenta il fatto che ogni corpo venga attratto verso terra e che
cada con un’accelerazione costante e nota

a=g, (2.32)

diretta verticalmente verso il basso.
Se scegliamo un SAR come in figura, in cui I'asse delle y ¢ orientato verso I'alto

A

si ha R
g=—-9]. (2.33)
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L’equazione del moto per un punto materiale che sia soggetto alla sola forza di gravita é
quindi un moto uniformemente accelerato lungo I’asse delle y

y=-g. (2.34)
Integriamo la 2.34. Si ottiene per la velocita
y(t) = 4(0) — gt, (2.35)
e infine ’equazione oraria:
) 1
y(t) = y(0) +9(0)t — 59t°. (2.36)

Vediamo adesso due applicazioni della (2.36).

Caso 1

Supponiamo di lasciar cadere a t = 0 il grave da fermo da un’altezza h. Cio si traduce nelle
condizioni iniziali

y(0) = 0, (2.37)
y(0) = h. (2.38)
La soluzione particolare della (2.36) & quindi
1
y(t) = h — 5gt?. (2.39)
Il grave arrivera a terra ad un istante ¢; tale che
1
y(t) =h—5gt1 =0, (2.40)
OVvero
t1 ==+ 2h : (2.41)
g

La soluzione negativa non ha significato fisico (dall’istante ¢t = 0 ammettiamo che il tempo
scorra per valori positivi) quindi abbiamo

2h
t=4/—. 2.42
! J (2.42)

La velocita del grave quando tocca terra sara

j(t) = —gti = —/2hg, (2.43)

negativa, come deve essere nel SAR che abbiamo scelto.

y(t) ¢ y(t) 1
h

t
0 t

\/

| ’
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Caso 2

.....

vy = 19 j. Le condizioni iniziali sono quindi date da

y(0) = wp, (2.44)
y(0) = 0. (2.45)
La soluzione particolare della (2.36) ¢ quindi
1
y(t) = vt — 5gz&2 : (2.46)
Quindi il grave torna al suolo al tempo ¢; tale da annullare y(¢;):
1
y(tl) = Uotl — §gt% = O, (247)
OVVero )
t1 (’U() - §gt1) = O, (248)
che ha soluzioni 5
=0, t=-2 (2.49)
9

La prima soluzione corrisponde al valore iniziale. Infatti abbiamo imposto che per ¢t = 0 il
grave sia al suolo. La seconda soluzione, invece, corrisponde a momento in cui il grave ritocca
il suolo.

La velocita con cui torna a terra ¢

v(t1) = vo — gt1 = —vy, (2.50)

.....

Siccome ci sono due istanti successivi per i quali v(0) > 0 e v(¢;) < 0 e la funzione v(t) ¢&
continua (non stiamo considerando urti), si dovra avere un istante t*, con 0 < t* < t1, tale che
v(t*) = 0. Questo & dato dalla

v(t") =1y —gt" =0, (2.51)
cioe v
0
=, (2.52)
g
Per t* = %0, il grave raggiunge l’altezza massima h, pari a
1 vo 1 v 0P
h=y(t") =vt" — =gt =vp— — —g— = ->. 2.53
YY) =t = 50 = w2 - 298 — 2b (2.53)
y(t) 1 y(t) ¥ i) 1
h ___________
Vo >
O t
O
, -9
. » —
O t* 2t 1
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2.5 Moto piano generico di un punto

Supponiamo adesso che il punto materiale P si muova nel piano. Il nostro SAR sara dato da
una coppia di assi cartesiani con origine O:

Y s
SdR
P
. r(t)
JA 7
> >
O i x

Il punto P, al variare di ¢, descrivera la traiettoria ~. Il suo moto, o equazione oraria, sara
dato dalla variazione delle sue coordinate in funzione del tempo:

r(t) = (x(t), y(t)), (2.54)
poiché per individuare completamente la configurazione di P istante per istante c¢’¢ bisogno di
due parametri. Si dice che P ha 2 gradi di liberta.

Consideriamo la definizione di velocita media che avevamo dato nei paragrafi precedenti a
proposito del moto rettilineo ed estendiamola al caso del moto in R?. Il punto P all’istante ¢
sara individuato dal raggio vettore r(t) e al tempo successivo t+At, dal raggio vettore r(t+ At).
Possiamo quindi devinire il vettore velocita media come segue:

_Ar  r(t+At) —r(t)

Vt) = — = 2.
v(t) At At (2:55)
La velocita media ¢ un vettore, che ha come modulo
- |Ar|
vl = 5T (2.56)

e come direzione e verso quelle di Ar (come mostrato in figura).

Y a
ar)
r(t)
iA TRV
- -
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2.5.1 Derivata del vettore posizione

Per definire la velovita istantanea, dovremo fare il limite At — 0. La velocita istantanea sara
quindi definita come:
r(t+ At) —r(t
v=r= lim (t+At) —x(t)
At—0 At

E facile vedere come al tendere di At — 0, il vettore V(¢) tenda ad un vettore tangente alla
traiettoria nel punto r(¢). Infatti, il vettore Ar ha il modulo che tende a zero come At, in
maniera tale che il loro rapporto tenda a ||v||; la sua direzione invece tende alla tangente alla
traiettoria nel punto ¢ (come si vede per costruzione in figura) e il verso ¢ quello del moto.

(2.57)

Ar(t) p

Y
0 r(t + At) -

Se t ¢ il versore tangente alla traiettoria 4 nel punto r(t), si potra esprimere la velocita
come
r=|v]t. (2.58)
Per capire meglio il significato di ||v]|, & conveniente utilizzare la parametrizzazione naturale
della curva 7.

2.6 Parametrizzazione naturale

Ser(t) = (z(t),y(t)) e la forma parametrica della traiettoria, fissato un tq e quindi un punto su
di essa, r(tg), ¢ possibile misurare la lunghezza della curva da r(ty) a r(¢) tramite il seguente
integrale

t t dI‘ t
s(t):/ ]| = HdtHdt:/ Iv(t)|dt . (2.59)
to to to

Esempio

Per esempio consideriamo una circonferenza di raggio r. Un’equazione parametrica per questa
curva ¢ data dalla

r(t) = (rcos(t),rsin (t)), (2.60)
da cui
r(t) = (—rsin (t),rcos (t)) (2.61)
e quindi
[E@)] =7 (2.62)
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La lunghezza della curva ¢ quindi

s(t =2m) = /0 ' |2(2)]| dt = T/o 7Talt = 27r. (2.63)

Proprieta 2.6.1 La lunghezza di una curva NON dipende dalla scelta della sua parametrizza-
zione.

Infatti, sia 7 un nuovo parametro tale che ¢ = #(7) sia una funzione almeno C' nell’intervallo

d’interesse (cioé sia invertibile). Allora r(t(7)) = r(r) con t € (a,b) e 7 € (d,V') tali che
t(a') =aet(t)=">. Allora

— [“itenae = [

Proprieta 2.6.2 Qualunque curva differenziabile e non singolare ammette una parametrizza-
zione “naturale” tramaite la lunghezza d’arco.

= /t || (¢)||dt , (2.65)

P dr . (2.64)

/

dr dtH

a

Infatti, siccome

si avra che:

ds

—=1(t) >0. 2.66

i) > (2.66)
In particolare ci sara un intervallo intorno a ¢ in cui

ds

— =1t 2.

o = () >0, (2.67)

ciao¢ in cui s(¢) ¢ monotona crescente e quindi invertibile. L’inversa ¢

a1
ds  |lE@)ll

>0. (2.68)

Allora s la posso utilizzare per parametrizzare v invece di t e avro

r(t(s)) =r(s). (2.69)
Derivando rispetto ad s, trovo il versore tangente t. Infatti

dr  drdt dr 1

ds dids  ar]E] (2.70)

che & tangente alla traiettoria per costruzione (ragionamento identico a quanto fatto per la
derivata rispetto a t) e ha banalmente modulo 1.
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2.7 Velocita e accelerazione

Tramite la parametrizzazione naturale della traiettoria é possibile esprimere in maniera piu
chiara la velocita v = r(t) e anche 'accelerazione.
Parametrizzando la curva con s, invece che con t, si trova:

dr drds .
V== =3$t. (2.71)
La $ ¢ detta velocita scalare e ci dice effettivamente che ||v|| ¢ la velocita di spostamento lungo
la curva v, ovvero “quanta lunghezza di curva P percorre nell’unita di tempo”. Se potessimo
“stirare” la curva v ad una traiettoria rettilinea, la s sarebbe proprio la & definita nel paragrafo
del moto rettilineo.
Per quanto riguarda ’accelerazione, la situazione in due dimensioni invece ¢ piti complicata.

Abbiamo:

dv 5 dt « dt ds 5 dt
a=— =§t+s5— =5t+5—— =5t+5—. 2.72
dt dt ds dt ds (2.72)
Dobbiamo vedere a cosa corrisponde la derivata rispetto ad s del versore tangente t. Facendo

lo stesso ragionamento di quello fatto per t, si vede che Z—E ¢ un vettore perpendicolare a t che

S
punta verso la concavita della curva 7.

t(s0)
t(s0)
<Js
t(s)
dt L At L t(s) — t(so) L t(so + As) —t(so)
ds Ay As Ay As A As (2.73)

e, come si vede, per As — 0 il vettore g—g diventa perpendicolare a t, puntando verso la concavita
di . Detto n(s) il versore normale alla curva nel punto s. Si avra allora:

dt

i k(s)n(s), (2.74)

dove il fattore di proporzionalita k(s) é detto curvatura della curva 7 in s ed é 'inverso del
raggio del cerchio osculatore di v in s:

h(s) = © (2.75)

p ¢ detto raggio di curvatura.
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Infine si ha:
v = §t, (2.76)

A §2
a = §t+—n. (2.77)
p

Si vede quindi che, mentre la velocita ¢ tangente alla traiettoria, ’accelerazione ha due com-
ponenti: una componente tangente ed una normale, diretta verso la concavita della v. La
componente tangenziale ¢ quella che mi dice come varia la velocita lungo la curva. Se si pren-
desse il limite p — o0, cioé se la traiettoria diventasse rettilinea (curvatura nulla), il termine §
sarebbe esattamente 1’ del moto retilineo che abbiamo trattato nei paragrafi precedenti. Il ter-
mine di curvatura, ci dice che per cambiare direzione nel piano c¢’¢ bisogno di una componente
“centripeta” dell’accelerazione.
L’Eq. (2.74) é la prima parte del teorema di Frenet.

Teorema 2.7.1 Per una curva differenziabile non singolare di parametrizzazione naturale s si

ha:
dt
e k(s)n(s), (2.78)
Z—‘;‘ = —k(s)t(s). (2.79)
Per dimo§trare la secondfi relazione, Eq. (2.79), basta notare che da n-n = 1 segue che
dn/ds o t. Inoltre da n - t = 0 segue che
da . . dt
7 ‘t=-n- i —k(s), (2.80)

da cui la (2.79).

2.7.1 Moto circolare

Per capire meglio cosa sia p, il raggio del cerchio osculatore, consideriamo un moto circolare.
Le coordinate del punto P sono

r = (rcos(0),rsin(0)), (2.81)
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con r = cost e § = 0(t). Il moto circolare ha quindi un grado di liberta, ovvero é completamente
determinato una volta che conosciamo ’equazione oraria 6 = 0(t) (r ¢ fissato).
La velocita di P sara data da

v =1 = (—rfsin (0),r0 cos (0)), (2.82)
di modulo
V]| = \/r20sin? (9) + 1262 cos? (6) = 16 (2.83)
Ya
P

.

\

Si vede subito che la velocita e perpendicolare al raggio vettore. Infatti

_ : —rfsin (6)
r-v = (rcos(f),rsin(0)) (7"9 cos (6) ) : (2.84)
—  —r2fsin (0) cos (A) + 12 sin () cos (9) (2.85)
= 0. (2.86)
Troviamo il versore tangente t. Si ha
t= ﬁ — (—sin (0), cos (). (2.87)
Quindi
dt : » dt . dt
pri (=0 cos (0),—0sin (0)) = 5= Er@. (2.88)
Da questa relazione si deduce che
dt 1 1. 1.
i <—; cos (0), — — ~sin (9)) = . (2.89)
Quindi si ha
1
k(s) = o (2.90)

ovvero, per il moto circolare su una circonferenza di raggio r si ha:

p=r. (2.91)
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2.8 Moto piano in coordinate cartesiane

In coordinate cartesiane, come abbiamo gia detto, il vettore posizione r(t) ¢ individuato dalle
sue componenti (z(t),y(t))>

Y s
SdR
P
. r(t)
JA 7
> >
O i x

Siccome i versori sono costanti nel tempo (il SR ¢ fisso), si ha

Vi) = T L)), (2.92)
= )i+ yt)], (2.93)

al) = W= L ani+ g, (2.99)
( (2.95)

= EOi+ ().

Possiamo quindi scomporre il moto del punto P lungo ie j I due moti sono “indipendenti” e
trattabili separatamente (vedi esempi di balistica).

2.9 Moto piano in coordinate polari

Per i moti piani fa comodo, a volte, introdurre un sistema di coordinate polari (r, )

Y a

in modo da avere, come equazioni per la traiettoria, le

(r(t), (1)) - (2.96)
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Per individuare la parte vettoriale, introdurremo una coppia di versori mobili, solidali con P,
U, e Uy tali che 4, sia il versore prolungamento del raggio vettore e 0y il versore perpendicolare
ad 1w, ottenuto ruotando u, di § in senso antiorario:

1, = cos#i—+sindj,

Uy = —sinbi+ cosbj. (2.97)

Come si vede, si ha

d/\r S . n A N SN
; = —0sinfi+ 0cosfj = 0y
4 . . . .
% = —fcosbi— fsinbj = —ba, (2.98)
Infine si ha:
dr d = e
Vo= o= E(rur) =7, + rfay, (2.99)
a = d—z = ity + 2700y + r0ty — 1620, = (7 — r6?)i, + (270 +70)ae.  (2.100)

2.10 Moto circolare in coordinate polari

Se la traiettoria é costituita da una circonferenza, avremo:

r = cost
{9 . (2.101)

\

La velocita e ’accelerazione del moto circolare sono date da
r 9 flg y
a = —r0*0, +rity, (2.102)
che sono le (2.99,2.100) in cui abbiamo posto 7 = 0. La velocita, quindi, ¢ tangente alla

traiettoria e di modulo rf, mentre 1’accelerazione continua ad avere una parte tangente ed una
normale.
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Moto circolare uniforme

Se il moto ¢ uniforme, cioé¢ se ‘
0 = w = cost, (2.103)

che quindi, integrando direttamente, da la seguente legge oraria
0(t) = 6y + wt, (2.104)

dove 6 ¢ I'angolo da cui si parte a t = 0 (condizione iniziale).
Per quanto riguarda i vettori velocita e accelerazione, si ha:

= rfuy=rwiy,

’a, (2.105)

a = —rf*a, =—rw
con la velocitd costante in modulo. L’accelerazione adesso é solo normale e diretta verso il
centro del cerchio. Per 1 moduli si ha:
202 2
20 |v]|

—rfr="" = . 2.106
lal| =7 . . ( )

Moto periodico

Il moto circolare uniforme é un primo esempio di moto periodico, ovvero di un moto che dopo
un certo lasso di tempo, che chiameremo periodo e indicheremo con 7T, si riproduce uguale a sé
stesso.

Sia n € N. Allora un moto periodico é caratterizzato dalla seguente equazione

r(t+nT)=r(t), perVteR. (2.107)

Nel nostro caso particolare (moto circolare uniforme) ad ogni periodo 7' 'angolo € ha un
incremento di 27:

Ot +T)=06(t) +2m. (2.108)
Si definisce frequenza del moto periodico, 'inverso del periodo
! (2.100)
v=— .
T
e pulsazione
2m
=2y = —. 2.110
w =2y = ( )
Sia la frequenza che la pulsazione hanno le dimensioni dell’inverso di un tempo:
PI=M", =" (2.111)

2.10.1 Grandezze angolari

Il moto circolare da modo di introdurre alcune grandezze cinematiche che saranno importanti
nello studio della dinamica. Questo moto & descritto dal vettore r(t), che ha modulo costante:

r(t) =ru,, con r = cost . (2.112)
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Quindi la velocita sara data da:

dr dua, o
V= =T =rfay. (2.113)

Il versore 1y & perpendicolare al versore u,, tale che G, ruoti su g di 7/2 in direzione antioraria.
Ricordando le proprieta del prodotto vettoriale, si puo introdurre un vettore che abbia modulo
pari a 9, direzione perpendicolare al piano {1,, iy} e verso tale da vedere 0, andare su Gy con
la regola della mano destra:

W=0n, (2.114)
dove n ¢ il versore perpendicolare al piano {1, ty}. Usando W s puo scrivere
dﬁr 1 A A
=0ty = A1, . (2.115)
dt
Ovvero J
V= d:; —r @ AR =réaAn,. (2.116)
Per trovare @ basta moltiplicare vettorialmente la (2.115) per w,:
- du, . .
ur/\ﬁ = ur/\(w/\ur) s (2117)

= |utilizzando la regola del doppio prodotto vettoriale, Cap. 1|

= (-0)d -0 d)a,=d . (2.118)
Per un generico vettore p = pp si ha quindi

dp _ dp .

2.11
T ¢ P+ & Ap. (2.119)

Consideriamo il caso in cui la direzione di w sia costante nel tempo (moto piano). Allora,
derivando rispetto al tempo la velocita angolare w, si ottiene I'accelerazione angolare

dw = dw .

% = — = — N = N

d=— o e On. (2.120)
Per il moto circolare (r = cost) abbiamo quindi
dv d dr

= _— =_ = — 2.121
a = = (JAr)=—Ar+dn, (2.121)
= ﬁAr+U‘A(U‘/\r) (2.122)
= AAT+TA(TAT) (2.123)

2.11 Moto armonico

Studiamo in dettaglio la relazione fra accelerazione e raggio vettore nel moto circolare uniforme.
Si ha . .
a=i#=-r60=—0r, (2.124)
oVvero
i +uwr=0, (2.125)
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dove abbiamo posto w = 6. Proiettiamo I’Eq. (2.125) sugli assi cartesiani. Si ottiene
i+wir=0, (2.126)
ji+wy=0. (2.127)
Su entrambi gli assi cartesiani si compie lo stesso moto. L’equazione del secondo ordine
fH+wf=0, (2.128)

si dice equazione del moto armonico.
E facile verificare che una soluzione generale della (2.128) ¢ data dalla

f(t)=Acos(wt+ o). (2.129)

Infatti
f = —Auwsin(wt+¢), (2.130)
f = —Aw?cos(wt+¢)=—w?f. (2.131)

Le due costanti A e ¢ sono le costanti arbitrarie d’integrazione e dovranno essere fissate
imponendo le condizioni iniziali del moto. A é detta ampiezza e ¢ la fase. Supponiamo di avere

le seguenti condizioni iniziali:
{f.(o) = /o (2.132)

f(0) = fo.
Allora, considerando la soluzione generale (2.129), avremo
Acos¢p = fy, (2.133)
—Awsing = fo (2.134)
e, risolvendo il sistema, si trova
fo
= —arctan | —- 2.135
s (w > (2135)
e considerando che dalle (2.134) si ottiene
-2
A?sin? ¢+ A%cos® ¢ = A* = 7 + f—02 , (2.136)
w

si trova anche ’ampiezza

A—\/f%tﬁ (2.137)
= 0T 2 .

La soluzione particolare del moto é data quindi da

f(t) = e+ i—(i cos (wt — arctan (wf—jfo>> (2.138)

La funzione f(t) & mostrata in figura. Il moto ¢ periodico di periodo

_27T

T (2.139)

e frequenza
v=—=—. (2.140)



—A

2.12 Esempio di moto piano: balistica

Studiamo il moto di un grave nel campo di gravita terrestre. Il grave sara sottoposto all’azione
della gravita e quindi avra una accelerazione costantemente rivolta verso il basso, agente sungo
I’asse verticale e di modulo costante, indipendentemente dal punto del piano in cui si trova il
grave.

Prendiamo un SdR cartesiano, con asse delle ordinate rivolto verso l'alto.

\

Nel nostro SAR avremo: R
g=—9J. (2.141)

Supponiamo di voler studiare il moto di un punto materiale (il “grave”) proiettato con

.....

Vo = ’Uomi + U(]yj s (2142)

Ivoll =4/, + 5, = vo, (2.143)

dove quindi vo, = vy cos @ e vy, = vy sinb.
L’equazione del moto del punto materiale, in coordinate cartesiane, sara

#t) = 0, (2.144)
ity = —g. (2.145)

Le condizioni iniziali sono date dalle seguenti due coppie di relazioni

z(0) = 0, (2.146)
#(0) = wo, = wvpcosb, (2.147)
y(0) = 0, (2.148)
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y(0) = wo, = vpsinb. (2.149)
Integriamo le equazioni (2.144,2.145). Si ha
©(t) = (0), (2.150)
i) = 90— [ =50~ gt 2151
dove abbiamo introdotto le prime due costanti arbitrarie #(0) e y(0), che possono essere fissate

usando le (2.147,2.149).
Integrando un’altra volta otteniamo

z(t) = 2(0)+ /0 50Vt = 2(0) + H0)1 (2.152)

W) = w0+ [ (60) = gt)dt = y(0) + (0}t = 50, (2153)

Imponendo quindi le condizioni iniziali, si hanno le seguenti soluzioni particolari delle
equazioni del moto:

z(t) = wocosbt, (2.154)
1
y(t) = wpsinft — 59 t2. (2.155)
Le equazioni (2.154,2.155) ci mostrano come il moto possa essere pensato come composto

da due moti indipendenti: un moto uniforme lungo le z e un moto uniformemente accelerato
lungo le y.

Traiettoria

Le (2.154,2.155) costutiscono una forma parametrica della traiettoria del punto. Possiamo
trovare una forma “esplicita” come y = y(x) ricavando il parametro da una delle due equazioni
e sostituendolo nell’altra:

X

L 2.156
vocos B’ ( )
g 2
= ——— t 0)x. 2.157
4 2U§COS2¢9I + tan (6) z ( )

La (2.157) ¢ una parabola discendente passante per 1'origine.
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I punto in cui P tocca di nuovo il suolo ¢ dato dal’equazione y(z) = 0:

g
:c( 2v§cos29$+ an()) 0, (2.158)
che ha per soluzioni (0,0), punto da cui P parte, e (z1,0) con
2 2 2
21 = 0 sinf cos § = %0 sin (26) . (2.159)
g

La quota massima raggiunta nel moto puo essere trovata estremando la y = y(z). Si ha un
massimo per

dy g
—=0= - tan (0 2.160
dx vgcoszﬁx+ an (6) ( )
da cui
02
T =15 = —2sinfcosf, (2.161)
9
che sostituita nella (2.157) da
h = y(xo) % g2 (2.162)
= =..=—sin"0. :
Y\ZTo 2 1

Gittata

Un’altra possibile domanda che ci possiamo porre ¢ quale sia la gittata (cioé I'r1) massima, a
parita di vg, in funzione di 6.
Dalla (2.159), estremando rispetto a 6 si pud cercare il massimo:
dzq V2
— =2"¢0s(260) =0, 2.163
= 2D cos (20) (2163)
che da la seguente soluzione (ci possiamo limitare, per la geometria del problema, a cercare una
soluzione nell’intervallo 0 < 6 < 7/2):

=7 (2.164)

Cio vuol dire che se vy # 0, la gittata massima si ottiene sempre sparando a 45°; indipenden-
temente dalla velocita iniziale del proiettile.

Alzata

Chiediamoci adesso quale sia 1’alzata, ovvero I’angolo €, che mi permetta di colpire il punto di
coordinate (I, 0).
Imponendo il passaggio della traiettoria da questo punto, troviamo

[
"~ 2c0s20

9
202 cos? 0

0= I? + tan (6) 1 (2 sin 6 cos § — g_i) : (2.165)

Yo
Se 6 # m/2, cosa che & ben verificata, visto che se spariamo il proiettile in verticale non

abbiamo nessuna possibilita di prendere il bersaglio a ([, 0), allora cos§ # 0 e quindi la (2.165)

¢ soddisfatta se
gl
v

sin (260) = (2.166)
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La (2.166) ammette soluzioni se
gl
=<1, (2.167)
Yo
ovvero, se, data una certa distanza [ alla quale vogliamo colpire il bersaglio, la velocita iniziale
del proiettile ¢ “sufficientemente alta (vg > /1g).
Se vg = v/Ig, la (2.166) ha un’unica soluzione, per 6 = /4.

Se invece vy > /lg, si hanno due soluzioni:

1 [
0, = 3 arcsin (%) : (2.168)
6, = g—el. (2.169)

Il fatto che ci siano due soluzioni, ci dice che se la velocita iniziale del proiettile é sufficien-
temente alta, possiamo colpire il bersaglio sparando con un’alzata inferiore ai 45° (in tal caso
la traiettoria si dira diretta) oppure con un’alzata superiore a tale angolo limite (traiettoria
inversa).

Tempi

Quanto tempo impiega il proiettile a raggiungere di nuovo terra?
Utilizzando I'Eq. (2.155) e imponendo y(t) = 0, si trova 'istante desiderato:

1
t (—igt + v siné’) =0, (2.170)

e quindi, se non consideriamo l'istante iniziale ¢ = 0, si trova

= 2% Gng. (2.171)
g

Avremmo potuto anche considerare il moto uniforme lungo le z, Eq. (2.154), e imporre

x = x; trovando

2
p= 1~ e, (2.172)
Vg cos 6 g

dove abbiamo usato la (2.159).

2.13 Cinematica relativa

Ci poniamo adesso il problema di studiare quali sono le relazioni che legano la cinematica di
un punto P in un sistema di riferimento, che chiameremo mobile, rispetto ad un sistema di
riferimento: che chiameremo fisso. Il sistema fisso lo denoteremo con SdR’ e sara costituito dai
tre assi cartesiani (z’,y’, z’) e dell’origine O’. L’altro, in moto rototraslatorio rispetto al primo,
sara indicato con SdR, con assi (z,y, z) ed origine O.

Il raggio vettore del punto P nel sistema fisso ¢ dato da r/(¢) e rappresenta la configurazione
del punto vista da un osservatore solidale al sistema SdR'. 1l raggio vettore r(t), invece,
individua il punto P come visto da un osservatore nel sistema di riferimento mobile, SdR.
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ro(t), poi, individua l'origine del SdR mobile nel SdR’ fisso. Il tempo (assoluto) scorre allo
stesso modo per i due sistemi di riferimento.

Avremo:
r'(t) =ro(t) + (), (2.173)

dove quindi
ro(t) = ot +yo(t)i + (kK (2.174)
r(t) = z(t)i+y@)j+z(t)k. (2.175)

Ricordiamo che i versori solidali al SdR mobile sono funzioni del tempo e cambiano con
esso la loro posizione, rispetto a SdR’.

Cerchiamo una relazione che leghi fra loro la velocita che misurerebbe 'osservatore nel SdR’
fisso e quella che misurerebbe 1'osservatore nel SdR’ mobile. Derivando rispetto al tempo la
relazione (2.173) si ottiene

. . . . . o didj  dk
. Y] Y . / . e . e “J wn
v = ol +9oj + ok +x1+yj+zk+xdt+ydt+zdt, (2.176)
di dj dk
= VO"—VR—FLU%—'—]J%—FZE. (2177)

Nell’Eq.(2.177), il vettore v = dr’/dt é la velocita del punto P in SdR'; v ¢ la velocita dell’o-
rigine del sistema SdR nel sistema SdR'; vy € la velocita relativa, ovvero la velocita di P vista
dal sistema di riferimento mobile, SdR. L’ultimo termine, pero, coinvolge le derivate temporali
dei versori di SdR rispetto al tempo. Siccome i-i =1, si ha che

—(i-i)=2=-i=0 (2.178)

e questo vale anche per j e k. Cioé¢ le derivate temporali dei tre versori sono rispettivamente
ortogonali ai versori stessi. Possiamo, allora, introdurre tre vettori, ﬁl, Wy ed ﬁg, tali che:

di . dj . dk .

T T AL 2D =ToA). = =W Ak, 2.1
1/\17 dt 2/\.]7 dt 3/\ ( 79)

Si puo dimostrare che
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Teorema 2.13.1 (di Poisson) Esiste uno e un solo & tale che &y = &y = Wy = .

Per dimostrare il teorema dobbiamo mostrare che si puo trovare tale « e che questo € unico.
Notiamo che

i-j=0, j-k=0, k-i=0, (2.180)
che, derivate, danno le
di ; dj . dj . dk ; dk ; di .

dalle quali, sostituendo le (2.179) ed eseguendo i vari prodotti misti, si trova
CiALj=WaAl-j, WaAj-k=W3Aj-k, W3Ak-i=w 1 Ak-i. (2.182)
Scriviamo i tre vettori ﬁl in componenti:
W= wi,li + wi,zj + wi,sfi- (2.183)

Per la prima delle (2.182) si ha:

~

(Wil + wio) +wisk) Al J = (—wiok + wia)) - J = wis (2.184)
((A)Q’li + (A)Q,Qj + w273k) Ai J = (_(A)Q,Qk + w273j) J =Ww23. (2185)
Da cui si ottiene
Wi1,3 = Wa3 = W3. (2186)
Dalla seconda delle (2.182), analogamente, si ottiene la
Wa1 = W31 = Wi, (2.187)
e dalla terza
W32 = W12 = Wa. (2188)
Quindi i tre vettori si possono scrivere come segue:
ﬁl = wl,li -+ ng -+ wgf{, (2189)
ﬁg = wli —+ (A)Q’Qj -+ wgf{, (2190)
33 = wli+ij +W373f{. (2191)

Rimangono da determinare le tre componenti w; ;, ws 2 € ws 3, che non sono vincolate da nessuna
relazione. Quindi potremo scegliere

W11 =W, W2 =Wz, W33 = W3, (2192)
trovando cosi ﬁl = ﬁg = ﬁg = ﬁ, dove
W=witwj+wsk. (2.193)

Ponendo un solo & nelle (2.179), si ottengono le cosi dette formule di Poisson:

di -
= = WA 2.194
p A, (2.194)
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dj

o= WA, (2.195)
dk .

— = WAk. 2.1
o A (2.196)

Il vettore o si dice velocita angolare di SdR rispetto ad SdR'. Per ogni versore w solidale con
SdR si ha che

dw
— =UAW. 2.197
dt v (2.197)
Se & non fosse unico, si potrebbe definire un W’ tale che valga anche
dw
— =W AW, 2.1
o AW (2.198)
Ma allora
(- W)AW=0, (2.199)

e siccome W ¢ arbitrario, ne segue che cio ¢ verificato solo se (& — W') = 0, ovvero se & = .
Ritornando alla formula per la velocita, allora, si ha:

V=vo+Vr+ T AT (2.200)

Si usa porre
Vi=Vvo+ W AT. (2.201)

v, viene detta velocita di trascinamento di P. In tal modo si puo porre
V=v,+Vg. (2.202)

Deriviamo la formula per le velocita e otteniamo una relazione per le accelerazioni. Si tro-
vera:

a=ap+ap+20 Ave+ WAT+ WA (T AT). (2.203)
Si puo scrivere, allora
a=ag+ac+a, (2.204)
dove abbiamo posto
ac =2 Avg, (2.205)
detta accelerazione di Coriolis e
at:ao—l—ﬁ/\r—l—ﬁ/\(w/\r), (2.206)

detta accelerazione di trascinamento. La agr é l'accelerazione relativa, ovvero 'accelerazione
del punto P che misurerebbe 1'osservatore solidale con SdR.
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2.13.1 Esempio: treno-binario

Due sistemi di riferimento traslano I'uno rispetto all’altro. Si chiede come descrivere il moto
del punto P, soggetto all’accelerazione di gravita, nei due SdR.
Supponiamo che in SdR’ (“fisso”) il punto P si muova con la seguente equazione del moto:

{?J' - (2.207)

' =0.
Essendo o = 0, in questo caso, la relazione che lega il moto di P in sDR’ al moto in SdR ¢é
a =ag+ag. (2.208)

N

Allora nel caso in cui si abbia semplicemente ag = ag 88 (traslazione lungo la direzione z), si

avra
ap=a —ay. (2.209)

Quindi in SdR si ha
{y - (2.210)

L'E.':—ao.

Supponiamo ora che ag = 0, ma vy # 0. Il moto ne risulterebbe immutato:

{y -7 (2.211)

z=0.

(Questo porta alla Legge d’Inerzia, di Galileo).

2.13.2 Esempio: giostra

Supponiamo di avere un sistema di riferimento fisso SdR’' e uno, SdR, che ruoti rispetto a
questo con velocita angolare costante (una giostra rispetto alla “terra ferma”) attorno ad un
punto fermo rispetto a SdR’. Quindi avremo che la velocita di rotazione della giostra (SdR) &

W =wn = cost . (2.212)

Se il punto P ha una certa velocita v/ in SdR', allora si ha
vV = vo+vp+ T Ar, (2.213)
= vp+ AT, (2.214)

poiché vy = 0 per ipotesi.
Supponiamo, per semplicita, che P sia fermo in SdR'. Ovvero v/ = 0. Come vede P un
osservatore che sia sulla giostra? Dalla (2.214) si avra

VE=—W AT. (2.215)
Inoltre si avra
ap = 20 AvVR— T A(TAT), (2.216)
= 2UAN(TAL)—TA(TATD), (2.217)
= WA(WTATL). (2.218)

Si trova quindi che il moto di P visto dalla giostra ¢ un moto circolare uniforme con accelerazione

centripeta '
. 5

ap = —wra, = —0*ra, = —-10,. (2.219)
r
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2.13.3 Esempio: deviazione verso oriente

Un grave (punto materiale P di massa m) viene fatto cadere da fermo da una torre alta h
all’equatore. Ci si chiede dove cadra il grave, ovvero quale sara la sua posizione quando tocca
il suolo.

Supponiamo che un SAR’, con origine nel centro della Terra e asse z’ verso il Polo Nord e
altri due assi 2’ e y' sul piano equatoriale, sia inerziale. Prendiamo un SdR solidale con un
punto O dell’equatore (quindi in rotazione con la Terra) con asse z parallelo a 2/, z tangente
all’equatore nel punto O e y perpendicolare alla superficie e quindi lungo il raggio terrestre.

Consideriamo la velocita angolare della terra costante (quindi W= 0), tale che

W= wk, (2.220)
o w= 2T 73107, (2.221)
86400s
In SAR’, P ¢ soggetto alla forza di gravitazione
F = —mGr, (2.222)
cog M oy
(R+y)*’ '

con M7 massa della Terra, R il suo raggio, G costante di gravitazione universale e y altezza del
punto materiale sulla superficie terrestre.
Scriviamo le equazioni del moto nel SAR in rotazione. Si avra

magr = F — mac — ma, = —mGj — mac — ma; (2.224)

dove
ac = 20 Avg, (2.225)
= 2wk A (& 4 gj + 2k) , (2.226)
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= 2wzj— 2wyi,
a = ag+ TA(TAT),
= —wWRj+wk A (kA (zi+yj+z2k)),
= —W(R+y)j—wri.
Le equazioni del moto in SAR sono quindi date dal seguente sistema:

I = 2wy + wr,

j=—-G—2wi+w(R+y), (2.231)
Z2=0,
con condizioni iniziali
#(0) =0, z(0) =0,
y(0) =0, e y(0) =h, (2.232)
2(0) =0, 2(0) =

Questo sistema di equazioni differenziali ¢ complicato da risolvere, ma possiamo sfruttare
delle approssimazioni ragionate per semplificarlo e ottenere facilmente la soluzione.

1. Prima di tutto, il grave viene lasciato da un’altezza che ¢ trascurabile rispetto al raggio
terrestre. Quindi

R+y~R. (2.233)

Cio permette di eliminare dall’equazione differenziale per 4 l'incognita y. In questo
modo, possiamo raggruppare i due termini costanti, —G e w?R, che vanno a comporre
I’accelerazione di gravita sentita dal grave in caduta:

~G+wR=—g. (2.234)
La seconda equazione differenziale diventa quindi

jj=—g—2wi. (2.235)

2. Inoltre, abbiamo che g = 9.8ms™2, mentre il termine w# ¢ dell’ordine di 10~*ms~2. Quindi
wi < g e possiamo ulteriormente semplificare l’equazione differenziale:

y=-y, (2.236)

con soluzione

1
y(t) = —§gt2 +h. (2.237)

3. Consideriamo 'equazione per &. Si ha anche in questo caso una gerarchia fra i termini di
destra: w2z < wgt. Infatti, considerando spostamenti finali dell’ordine dei centimetri,

wr ~ 107" ms2, (2.238)
mentre per tempi dell’ordine dei 10s,
wgt ~ 107 *ms™2. (2.239)
Quindi I'equazione da risolvere é
T = —2wgt, (2.240)
con soluzione ]
z(t) = —gwgtg. (2.241)



Se tr ¢ il tempo di caduta del grave, si ha

1 2h
y(tp) =0 = —§gt2F +h = tp= " (2.242)
e quindi
3
1 [2n\2
tp) = —=wg [ — 2.243
ofte) = 300 () (2:243)

che, per h = 100m, da z(tp) = 2.5 - 10~*m.
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Capitolo 3
APPUNTI DI STATICA DEL PUNTO

In questo capitolo definiamo e studiamo alcune grandezze fondamentali che poi ritroveremo
nello studio della dimanica vera e propria, ovvero nello studio del moto dei corpi sottoposti
ad interazione con l’ambiente o con altri corpi. L’interazione sara la causa del moto. Data
linterazione si puo prevedere il moto del sistema fisico in esame. Vice versa dato il moto si
puo cercare di risalire alla forma dell’interazione. L’interazione si esplica quantitativamente
attraverso lintroduzione di una quantita fisica detta “forza”, che studieremo in dettaglio in
questo capitolo.

3.1 Forze

Il concetto di forza si pud empiricamente far risalire a quello dello sforzo muscolare che compia-
mo nel cercare di mutare lo stato (configurazione) di un corpo. Da questo dobbiamo astrarre
cio che ci interessa da un punto di vista fisico, cioé:

1. Una caratterizzazione matematica della grandezza fisica;

2. Una definizione operativa che porti alla sua misura.

3.1.1 Proprieta della forza

La prima tappa per definire operativamente la forza consiste nel capire come essa si comporti
fisicamente.

Con esperienze elementari ci si puod render conto che la forza é un vettore applicato, cioé per
definirla ¢’¢ bisogno di quattro quantita: modulo, direzione, verso e punto di applicazione.

-
-
-
-

F

-

Graficamente tutto viene riassunto dalla freccetta in figura, che avra lunghezza proporzionale
al modulo, retta di applicazione individuata dal prolungamento tratteggiato, verso indicato
dalla punta della freccia e punto di applicazione P.
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L’altro fatto che evidenzia il comportamento vettoriale di una forza ¢ la composizione di
piu forze agenti sullo stesso punto di applicazione. Infatti: due forze si sommano con la regola
del parallelogramma, cioé se su P agiscono le due forze F; ed Fs, la loro azione ¢ equivalente
all’azione di una forza F = F; + F5 che sia la composizione delle due secondo la regola del
parallelogramma.

Questo si puo verificare sperimentalmente! (Esperienza dei cavalli o dei tre dinamometri).

3.1.2 Misura statica della forza

Per descrivere il procedimento di misura statica della forza F agente sul punto P, dovremo
ricorrere a due concetti basilari.
Il primo concetto ¢ quello di equilibrio.

Definizione 3.1.1 Si dice che il punto P ¢é fermo (nel SAR considerato), se la sua configura-
zione non muta nel tempo.

Se sul punto P agiscono due forze lungo la stessa direzione e con verso opposto, tali che P sia
fermo, allora si dice che le due forze si equilibrano, hanno la stessa intensita (proprieta intuitiva,
che deriva dall’esperienza).

Il secondo concetto riguarda una caratteristica importante di alcuni corpi quando sono
soggetti ad una forza; una caratteristica che mette in evidenza 'azione della forza stessa e
che quindi puod essere utilizzata per misurarla. E esperieza quotidiana il fatto che se una forza
agisce su un corpo reale, puo deformarlo. Si pensi per esempio all’azione di una forza che agisca
sull’estremita di una sbarretta metallica fissata, dall’altra estremita, ad una morsa. Spingendo
in direzione ortigonale alla lunghezza della sbarretta, ci accorgiamo che la barretta si flette. La
stessa cosa avviene se consideriamo una molla fissata ad una sua estremita. Agendo con una
forza all’altra estremita, possiamo allungare (o comprimere) la molla. Alcuni corpi hanno la
proprieta importante di tornare alla loro configurazione iniziale una volta che la sollecitazione
(forza applicata) cessi (molti corpi reali hanno un comportamento elastico purché l'intensita
della forza applicata sia modesta e non deformi il corpo stesso). Questi corpi si dicono elastici.
Questa proprieta, insieme al concetto di equilibrio introdotto sopra, puo essere utilizzata per
misurare la forza.

Consideriamo, infatti, una molla, attaccata al muro da una estremita, e al punto P dall’altra
estremita:

g

\/
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Una forza F agisce sul punto P, tirandolo nella direzione positiva delle x. Se F = 0, la
molla non sara sollecitata e il punto P sara fermo all’ascissa © = xy. Applichiamo adesso F # 0
(forza di piccola intensita, tale da garantire il comportamento elastico della molla). La molla
si allunghera fino a quando non si sara trovata una nuova situazione di equilibrio in x = x;. La
forza F' continua ad agire su P, ma un’altra forza di uguale intensita, stessa direzione e verso
opposto, f, agisce su P in maniera tale da farlo stare fermo in = = x;, equilibrando F.

L’elongazione della molla, (x; — xg), da una misura della forza F applicata in P. Infatti,
agendo su P con una forza piu intensa, F;, mi accorgerei che il punto di equilibrio trovato
nella nuova situazione sarebbe x = x9, tale che (x2 — x9) > (21 — xp). Ponendo di nuovo
F = 0 riotterrei I'equilibrio in x = zy. Allora, ad elongazione nulla corrisponde una forza di
intensita nulla, mentre ad elongazione non nulla corrisponde una forza di intensita dipendente
dall’elongazione stessa. Si potrebbe in prima approssimazione pensare ad una dipendenza
lineare dall’elongazione: ||F|| o (z — o).

Per andare oltre nel nostro raionamento abbiamo bisogno di introdurre la forza peso. Li-
mitiamoci al campo di gravita. E un fatto sperimentale che un corpo vicino alla superficie
terrestre (nel laboratorio) sia soggetto ad una forza che lo attrae verso il basso. Per un corpo
omogeneo, questa forza dipende dal volume del corpo stesso. Per corpi di natura chimica di-
versa si vede che dipende anche dalla natura stessa del corpo (se prendiamo lo stesso volume di
due corpi diversi la forza peso é diversa). Sappiamo inoltre che tutti i corpi cadono nel campo
di gravita con la stessa accelerazione g = 9.81 m/s?. Questi fatti sperimentali si combinano
nella legge matematica che individua la struttura della forza peso. La forza peso agente su
un corpo risulta essere proporzionale alla accelerazione di gravita tramite una costante che si
chiama massa gravitazionale del corpo stesso:

P=m,g. (3.1)

Sapendo che per un corpo omogeneo il peso ¢ proporzionale al volume, possiamo agevolmente
definire multipli e sottomultipli di una dato peso P,
che dovra equilibrare la forza di richiamo della molla,
proporzionale all’elongazione della stessa.
Su questi principi, possiamo costruire uno strumento
di misura della forza, detto dinamometro, mostrato in
figura. Si definisce un’unita di forza, data per esem-
pio dalla forza che equilibra la forza peso di un certo
campione, e si procede a definire una scala lineare di
misura, tarata con i multipli e sottomultipli dell’unita.
L’unita di misura della forza ¢ il Newton (N), che
pero nel Sistema Internazionale (SI) si definisce in ma-
niera dinamica attraverso il Secondo Principio, come

molla interna

AN

scala graduata

lineare
grandezza derivata (cioé in dipendenza dalle grandezze
fondamentali lunghezza, massa e tempo).
Col dinamometro ¢ possibile provare la legge di
composizione delle forze (parallelogramma) in manie- TF
ra quantitativa. Infatti, collegando tre dinamometri
allo stesso punto di applicazione possiamo cambiare lP

intensita e direzione/verso alle tre forze ) )
Figura 3.1: Dinamometro.
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3.2 Macchine

Per poter fare esperimenti con le forze, cambiare punto
di applicazione, direzione, verso e anche intensita usiamo delle macchine.
Le due macchine semplici sono la carrucola e la leva.

e Carrucola: tramite una fune ideale (per- °
fettamente flessibile, senza massa e inesten-
sibile) si comunica in R la forza peso P =
mg dell’oggetto di massa m appeso all’altra
estremita della fune stessa. Quindi la carru-
cola permette di cambiare direzione, verso e
punto di applicazione alla forza P.

A
TR

e Leva: tramite la forza F5, applicata nel pun-
to A a distanza a dal fulcro f, si fa equilibrio
alla forza F; # Fa, applicata nel punto B a v 1

distanza b da f. All’equilibrio si ha che f

ng:Fla. (32) F2

Nel caso per esempio che b > a, il modulo F
della forza F5 viene “moltiplicato” per il rap-

porto b/a. Quindi con la leva é possibile fare

equilibrio ad una forza piu intensa.

3.3 Equilibrio del punto materiale

Consideriamo un punto materiale, cio¢ un punto geometrico con massa m, soggetto a forze.
Non avendo estensione, non ha senso parlare di una sua eventuale rotazione: il punto puo solo
traslare e non ha moto di rotazione intrinseco).

L’esperienza ci dice che a due forze applicate nello stesso punto & lecito sostituire, senza
alterare lo stato di equilibrio o di non equilibrio del sistema, la loro risultante e vice versa.
Questo ¢ da considerarsi un postulato.

Detto cio ¢ intuitivo (e si puo verificare sperimentalmente) enunciare la seguente legge:

Proposizione 3.3.1 Condizione necessaria (e sufficiente solo nel caso in cui la velocita iniziale
del punto sia nulla) per Uequilibrio di un punto materiale soggetto alle forze F; é che si abbia

R=) F; =0, (3.3)
cioe che la risultante delle forze applicate sul punto sia nulla.
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La (3.3) & detta Prima Cardinale della statica del punto materiale.

3.4 Vincol

Un elemento importante nello studio del comportamento meccanico di un sistema ¢ il concetto
di vincolo.

Definizione 3.4.1 Si dice vincolo una qualunque limitazione imposta alle configurazioni che
puo assumere il mio sistema fisico nello spazio.

Cio che ci interesa dei vincoli é, ovviamente, il loro comportamento fisico: il vincolo € capace
di applicare una forza sul mio sistema, che si dira reazione vincolare (reazione, perché viene
in conseguenza all’azione del mio sistema sul vincolo, ma dobbiamo considerare sempre solo il
sistema che isoliamo e quindi ci interessa la reazione vincolare). La forza impressa dal vincolo
sul sistema ¢ tale da impedire al sistema le configurazioni proibite dal vincolo.

La reazione vincolare R puo essere scomposta in una reazione normale, R,,, ed una tangen-
ziale, R;.

e Se, in ogni caso, si ha R; = 0, il vincolo ¢ detto liscio (& capace solo di opporre resistenza
normale alla superficie vincolare).

e Se si ha anche una R, # 0, il vincolo ¢é con attrito e R; é detta forza di attrito.

3.4.1 Vincoli lisci

Il caso di vincoli lisci € quello pitt semplice: si ha solo reazione normale. Questa reazione sara
esattamente pari all’azione che il sistema da noi studiato esercita sul vincolo: non puo essere
inferiore, altrimenti il sistema penetrera il vincolo stesso, che non si comportera pitt come tale;
non puod essere superiore, altrimenti per l'istante di contatto si avra una repulsione, da parte
del vincolo, sul sistema (questa farebbe schizzare 1'oggetto, appoggiato sul vincolo, per aria,
contro ogni buon senso). Consideriamo, per esempio, un punto materiale su di un tavolo liscio.
Il punto sara soggetto alla forza peso P e alla
N reazione vincolare N, normale alla superficie

del tavolo, tale che

P N=-P. (3.4)
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3.4.2 Vincoli con attrito
Attrito statico

Consideriamo, prima di tutto, [’attrito radente, cioé I'attrito che si ha per sfregamento contro
una superficie scabra. Il vincolo con attrito sara un vincolo con R; # 0. Vediamo, allora, come si
comporta questa forza, sempre nel caso statico. L’attrito ¢ stato studiato fenomenologicamente

da Coulomb. Si vede che:

e Se cerchiamo di mettere in moto il punto facendolo strisciare sul piano scabro, la forza di
attrito si oppone alla possibile direzione del moto, ovvero alla forza che imprimiamo sul
punto: ha la stessa direzione, verso opposto e stessa intensita.

e Variando l'intensita della forza applicata al punto, ci accorgiamo che c¢’e’ un intervallo di
tale intensita per il quale la forza di attrito riesce a contrastare la forza applicata e si ha
equilibrio. Superato un certo valore, il corpo si mette in moto.

e Se per esempio consideriamo il caso di un punto materiale (quindi soggetto alla forza di
gravita) su un ripiano scabro e cerchiamo di metterlo in moto, ci accorgiamo che anche il
peso del corpo gioca un ruolo in questo processo. Se il corpo é piu pesante, la forza che
dobbiamo applicare per metterlo in moto ha un’intensita maggiore.

Allora, possiamo caratterizzare la forza d’attrito statico, dicendo che tale forza ha stessa di-
rezione e verso contrario alla forza che agisce sul punto. Inoltre finché c¢’é equilibrio la sua
intensita é pari a quella della forza applicata, fino ad un valore limite. Questo comportamento
¢ descritto dalla seguente relazione:

[Rell < s Ra ][ - (3.5)

Il coefficiente pg ¢ detto coefficiente di attrito statico ed & un numero puro. Raggiunto il valore
limite ||F¢|| = ps||Ry||, il punto si mette in moto.
Attrito dinamico

Nel caso dinamico, abbiamo che la forza di attrito si oppone al moto con una forza R, tale che
abbia la direzione della velocita, verso opposto ad essa e modulo pari a

IRl = pral Ran]l - (3.6)

g € detto coefficiente di attrito dinamico ed é, in generale, minore di us. Come g, il coefficiente
d’attrito dinamico é in buona approssimazione indipendente dall’estensione della superficie di
contatto e dipende unicamente dalla natura dei corpi a contatto e dal loro grado di levigatezza.

3.4.3 Esempio

Per illustrare meglio la natura dell’attrito statico consideriamo il seguente esempio. Su un
piano scabro ad inclinazione variabile o poniamo un punto materiale di massa m e studiamone
I’equilibrio al variare di a.
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»
I

ovvero

tan 6 < pg

Se a = 0, I'unica sollecitazione che riceve il vincolo
¢ lungo la normale alla superficie stessa, quindi non ci
sono sforzi tangenziali e si ha semplicemente

R, =mg. (3.7)

Cominciamo adesso ad aumentare l’inclinazione del
piano rispetto all’orizzontale.

Possiamo scomporre le forze nel nostro SdR, lungo
i due assi cartesiani. Imponendo 'equilibrio si ha:

Psind — R, = 0, (3.8)
Pcos6d — R, = 0.

Si puo avere equilibrio finché R, < pugR,, ovvero,

siccome dalla (3.8) si ha R; = Psin#, troviamo la
condizione

Psinf < ugPcos?, (3.10)

— o < arctan () . (3.11)

Se « supera il valore limite oy = arctan (us), il punto si mette in movimento. Per esempio se

s ~ 0.2, risulta oy = 11°.
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Capitolo 4

APPUNTI DI DINAMICA DEL PUNTO
MATERIALE

In questo capitolo ci occuperemo delle cause del moto del punto materiale, cioé dello studio della
relazione che intercorre fra forze e funzioni cinematiche. La dinamica del punto materiale, come
la dinamica di un qualsiasi sistema, é basata sut tre Principi di Newton, che ora brevemente
introdurremo e commenteremo.

4.1 Primo Principio della Dinamica

Il Primo Principio della Dinamica é anche detto Principio d’Inerzia. L’enunciato di Newton
dice che:

Principio 4.1.1 Ogni corpo persevera nel suo stato di quiete o di moto rettilineo
uniforme, se non é soggetto a forze che mutino il suo stato.

Prima di Newton, il Principio d’Inerzia era gia stato studiato da Galileo, in netto contrasto
con le “credenze” scientifiche del suo tempo, che volevano il movimento di un oggetto legato
alla “vis insita movendi”, una volta esaurita la quale, il corpo si ferma (a Galileo il merito di
aver riconosciuto il carattere accidentale degli attriti). Il principio d’inerzia é importante anche
perché permette di introdurre un problema teorico di notevole interesse, quello relativo ad una
classe di sistemi di riferimento, nei quali si compiono le misure, che vengono detti inerziali. Sono
definiti come quella classe di SAR in cui vale esattamente il principio d’inerzia e sono individuati
dal fatto che, come vedremo meglio dopo 'enunciato del Secondo Principio di Newton, facendo
una trasformazione che somma alla velocita del punto materiale una velocita costante, non
cambia la fisica del problema (rimane immutata la seconda legge della dinamica).

4.2 Secondo Principio della Dinamica
L’enunciato di Newton dice che:

Principio 4.2.1 La mutazione del moto (accelerazione) é proporzionale alla forza
motrice impressa e si svolge secondo la linea retta lungo la quale é impressa la
forza.
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In formule:
F =ma, (4.1)

con la quale si puo risolvere un qualsiasi problema di meccanica!

La (4.1) é un’equazione differenziale del secondo ordine, integrata la quale, con le condi-
zioni iniziali s(0) = s, e v(0) = v,, si trovano traiettoria ed equazione oraria (cio¢ si risolve
completamente il problema dello studio del moto).

Per integrare la (4.1) abbiamo bisogno di conoscere la struttura della forza, ovvero la
funzione

F=F(x,x,1), (4.2)

ovvero come la forza dipende dalla posizione, o dalla velocita (per esempio la forza di attrito
viscoso), o anche dal tempo, in maniera esplicita.

Viceversa, conoscendo il moto (cioé la traiettoria e la legge oraria) & possibile risalire alla
foma dell’interazione.

Nell’enunciato del Secondo Principio compare la costante m, detta massa inerziale del punto
a cui ¢ applicata la forza F. La massa inerziale ¢ una grandezza estensiva, cioé per un corpo
omogeneo si vede che ¢ proporzionale al volume del corpo. Inoltre, la massa di un corpo ¢
da considerarsi una costante (cioé non dipende dal tempo) qualunque sia lo stato di moto del
corpo.

4.3 Terzo Principio della Dinamica
L’enunciato di Newton dice che:

Principio 4.3.1 Per ogni azione esiste sempre una reazione uguale e contraria;
cosicché le mutue azioni di due corpi sono sempre uguali e di verso opposto.

Si puo dire meglio come segue: se un corpo A agisce su un corpo B per mezzo di una forza
F, contemporaneamente il corpo B agisce su A con -F, tale che il sistema (F, -F) costituisca
una coppia di braccio nullo e risultante nulla.

4.4 Relativita galileiana e SAR inerziali

Come abbiamo gia accennato nel primo paragrafo, un concetto importante ¢ quello di sistema
di riferimento inerziale.

Definizione 4.4.1 Si dice inerziale un SAR in cui valgano esattamente le leggi di Newton,
nella forma in cui le abbiamo esposte. In particolare, si dice inerziale un SdR in cui valga il
Principio d’Inerzia.

Per fare un esempio, consideriamo un punto materiale nello spazio, sufficientemente lontano
da altri corpi in modo tale che si possa considerare isolato (F = 0). Noi osservatori saremo
in un SdR inerziale se il punto, che non ¢ soggetto a forze, restera fermo o si muovera di
moto rettilineo uniforme. Supponiamo di aver individuato un tale SAR. Consideriamo, adesso,
un’altro SAR che ruoti rispetto a quello inerziale con velocita angolare w. Se nel SR inerziale
il punto materiale era fermo, adesso, nel nuovo SdR, descrivera un’orbita circolare alla velocita
angolare —w. In questo SR il punto materiale, non soggetto a forze, si muove di moto circolare
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uniforme. E quindi soggetto ad un’accelerazione centripeta che non ha una causa “reale”, poiché
F = 0. Il SdR cosl individuato non ¢ inerziale, poiché non vi valgono le leggi di Newton, il
principio d’inerzia in testa.

Esistono infiniti SAR inerziali. In particolare, una volta definito un SAR inerziale, qualunque
altro sistema di riferimento che si muova di moto traslatorio a velocita costante v rispetto al
primo, sara anch’esso inerziale.

Prendiamo due sistemi di riferimento, come in figura, e supponiamo che il secondo trasli di
velocita costante v rispetto al primo. Prendiamo per semplicita gli assi del secondo SAR paralleli
a quelli del primo (al massimo dovremo fare una trasformazione ortogonale per riportarci a
questo caso, ma una tale trasformazione in ogni caso é indipendente dal tempo e non inficia il
seguente ragionamento).

SdR

) < A P
"

.-s\
—~

~
N—r
v

o’ Y T

:L,/

Per l'osservatore in SAR’, il punto materiale P ¢ individuato dal raggio vettore r'(¢). Per
l'osservatore in SR, invece, da r(t). La relazione che lega r/(t) a r(t) é:

' =r+vt, (4.3)

con v = cost.
Se il punto materiale P si muove di velocita costante in SAR’

I = vy = cost, (4.4)

allora in SAR si avra
r=1 —v=vy—v=cost, (4.5)

ovvero, anche in SAR si muove con velocita costante.
Supponiamo adesso che P abbia in SAR’ un’accelerazione non nulla, # = a’. Derivando due

volte rispetto al tempo la relazione (4.3) otteniamo
' d . .
a’:W:%(erv):r:a. (4.6)

Quindi, nei due sistemi di riferimento 1’accelerazione é la stessa. Se ne deduce che in SdR e
SdR’ vale il Secondo Principio nella sua forma semplice enunciata da Newton, F = ma. La
fisica nei due SdR é la stessa!
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Il ragionamento ora fatto si puo ripetere infinite volte, per cui potremo affermare che: Sia
S un SdR inerziale: allora e inerziale un qualunque altro SAR che trasli di moto rettilineo
uniforme rispetto ad S. Studiare uno stesso fenomeno meccanico in due SAR inerziali, da gl
stessi identici risultati (a meno delle condizioni iniziali).

La discussione fatta finora puo essere riespressa nel modo seguente. Definiamo la classe di
trasformazioni (4.3):

Definizione 4.4.2 Le trasformazionir — v’ = r + vt con v = cost sono dette Trasformazioni

di Galileo.

Allora, la teoria, che é rappresentata dalla legge F = ma, é invariante sotto trasformazioni di
Galileo.

Questa affermazione, che riassume tutto il discorso sui SdR inerziali, ¢ detta Principio di
Relativita Galileiana.

4.4.1 Massa inerziale, massa gravitazionale e Principio di Equivalenza

Abbiamo definito e caratterizzato la massa inerziale di un corpo. Per renderla una grandezza
fisica dobbiamo dare anche un procedimento di misura della grandezza stessa.

Misura dinamica

Per misurare la massa inerziale, possiamo utilizzare lo stesso Secondo Principio. Infatti, sia
data la forza costante F. Sottoponiamo due corpi A e B alla stessa forza F e supponiamo di
farli muovere nello stesso modo, ovvero per esempio lungo la stessa direzione e verso della F.
Misuriamo i moduli delle accelerazioni ay e ag. Siccome la forza ¢ la stessa, si avra

ma ap
— =, (4.7)
mp aa
Possiamo allora definire I'unita di massa mpg e musirare in unitd mpg la massa mu
ap
my=—mpg. (4.8)
aaA

Abbiamo definito una procedura dinamica di misura della massa inerziale. Inoltre, potremo
studiare anche le proprieta della massa inerziale, come per esempio il fatto che la massa é uno
scalare. Infatti, supponiamo che applicando F alla massa m 4 si misuri ’accelerazione a4 tale

che:
_I®

(4.9)
aA

ma

e I'analoga relazione per mpg. Allora, se uniamo i due corpi a formare un corpo unico e vi
applichiamo ancora una volta F, misureremo un’accelerazione ac tale che

_|F[_ [F[ | [F]
Tnc————-————‘+'——

=mu+mg. (4.10)
ac a A ap

Benché in linea di principio una misura dinamica della massa sia possibile, in pratica non
¢ ben realizzabile. In particolare, la precisione che puo essere raggiunta non ¢ molto grande
e anche la riproducibilita della misura vacilla. Per questo si puo cercare di pensare ad una
procedura di misura statica.
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Misura statica

E un fatto sperimentale che tutti i corpi cadono nel campo di gravita con la stessa accelerazione
g. Allora, per il Secondo Principio si avra:

P =mg, (4.11)

dove P é la forza peso che agisce sull’'oggetto di massa m, attraendolo verso il suolo.
Utilizzando una bilancia a due bracci (vedi sezione 3.2), possiamo pensare di misurare in
maniera statica la massa. Infatti, poniamo la massa da misurare m su uno dei due bracci e
poniamo dei campioni di massa sull’altro, in maniera tale da raggiungere 1’equilibrio. Sappiamo
allora che all’equilibrio
Pa=Pb, (4.12)

dove a e b sono i bracci della bilancia. Se costruiamo una bilancia con a = b, avremo:
P=P, ovvero mg=mg, (4.13)
e dato che g é la stessa per i due corpi, infine
m=m;. (4.14)

In questo modo si possono raggiungere precisioni ragguardevoli.

Massa inerziale e massa graviazionale

Dietro la relazione (4.14), perd, si nasconde un’assunzione che non é per niente scontata e che
va definita meglio.

Abbiamo detto che sperimentalmente ['accelerazione g é la stessa per tutti i corpi. Ma come
é fatta I'accelerazione di gravita? In effetti, g & legata alla legge di Gravitazione Universale.
Supponiamo che due corpi abbiamo “massa” m4 e mpg. Allora i due corpi si attraggono con
una forza data da

mamp ,

F=-¢G U, . (4.15)

r2
In questo caso la massa del corpo indica una “proprieta attiva”’, é la carica del campo gravita-
zionale. La chiameremo massa gravitazionale. Teoricamente non c¢’¢ motivo perché la massa
gravitazionale e la massa inerziale debbano coincidere. Indicano due proprieta del corpo diverse
e quindi potrebbero essere diverse. La (4.15) ¢ la definizione della forza gravitazionale, ne da
la forma funzionale. Consideriamo allora il corpo B sulla superficie terrestre (nel nostro labo-
ratorio) al Polo Nord!. Siccome sara attratto con una forza data da (4.15), potremo scrivere
che questa forza é

F =mp <—Q—ur) =mpg= —mBgR, (4.16)
dove mp e Ry sono la massa e il raggio della Terra e k ¢ il versore della direzione verticale nel
mio laboratorio. La (4.16) ¢ esattamente la forza peso definita in (4.11), una volta posto

mr

1 motivo di questa scelta sara chiaro quando faremo la Gravitazione Universale.
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che non dipende dal corpo B. Il Secondo Principio ci dice che, indicando con mg) la massa
gravitazionale e con mg) la massa inerziale di B

mg)a = —mg)g, (4.18)
nel nostro SAR con asse z positiva verso ’alto. Siccome sperimentalmente a = g per tutti i
corpi, ne deriva che per tutti i corpi si ha anche

m9 =m0 (4.19)

Questa relazione deriva quindi dall’esperimento. Attualmente é verificata con una precisione
molto spinta, di una parte su 10'2.

Quindi, si puo misurare la massa gravitazionale nelle stesse unita di misura della massa
inerziale.

L’uguaglianza fra massa gravitazionale e inerziale & detto Principio di Equivalenza ed é
carico di conseguenze fisiche (relativita di Einstein).

4.4.2 Misura dinamica delle forze

Nel capitolo della statica abbiamo introdotto il concetto di forza, con la sua natura vettoriale
e ne abbiamo studiato I’equilibrio. In base a questo abbiamo dedotto una procedura di misura
della forza, tramite il dinamometro. Basandosi ora esclusivamente sul secondo principio, pos-
siamo pensare ad un modo dinamico di misurare una forza. Supponiamo, infatti, di studiare
un moto e quindi di conoscerne la traiettoria e la legge oraria. La forza, che ne ha provocato
il discostamento dalle leggi del moto rettilineo uniforme, potra essere trovata semplicemente
facendo delle derivate. In tal modo potremmo, nota la traiettoria e la legge oraria di un pro-
iettile sparato in aria, trovare la forza d’attrito dovuto all’aria stessa e riconosceremmo la sua
dipendenza dalla velocita.

Oppure, come faremo nel capitolo della Gravitazione Universale, dato il moto di un pianeta
intorno al Sole potremmo risalire alla forma della forza ed ottenere esattamente la (4.15).

4.4.3 Problema fondamentale della dinamica

Per “problema fondamentale della dinamica” si intende l'integrazione dell’equazione differen-
ziale F = ma, una volta conosciuta la struttura di F e le condizioni iniziali. Siccome si tratta
di un’equazione vettoriale si dovra separare nelle sue componenti. Ne deriva il seguente sistema:

1
T = —F.(x,X%,1), 4.20
o= Rk (1.20)
1
jy = —F X, t 4.21
Yy m y(X7X7 )7 ( )
1
: = —F.(x,x,1), 4.22
P = R(xk) (122
con le condizioni iniziali

o6



y(0) = o y(0) = 9o, (4.24)

Dalla teoria delle equazioni differenziali ordinarie, sappiamo che un tale sistema ammette, date
le condizioni iniziali (4.23,4.24,4.25), un’unica soluzione. In questo senso la fisica classica &
completamente deterministica: dati i valori della posizione e della velocita ad un certo istante,
che noi abbiamo fatto coincidere con l'origine dei tempi (¢ = 0), sapendo la natura (cio¢
struttura matematica) delle forze che agiscono sul sistema, c¢’¢ un solo moto che soddisfa F =
ma.

4.4.4 Forze interne

In meccanica, come in termodinamica, ¢ importantissimo isolare il sistema, cioé scegliere e
focalizzare I’attenzione sul sistema fisico che si vuole studiare. E utile fare la seguente distinzione
fra le forze che agiscono sui punti del sistema in considerazione: si diranno forze interne le forze
che, applicate a punti del sistema, hanno come reazioni (nel senso del terzo principio) forze
ancora applicate a punti del sistema; si diranno forze esterne le forze le cui reazioni non sono,
invece, applicate ad altri punti del sistema.

Se la risultante ed il momento risultante delle forze esterne sono nulli, il sistema si dice isolato
(NB. non c’entra niente con 1""isolare il sistema" di prima).

4.5 Quantita importanti

Diamo adesso alcune definizioni di quantita fisiche, che si riveleranno molto utili nella descri-
zione della dinamica, soprattutto dei sistemi di punti materiali (e corpo rigido).

4.5.1 Quantita di moto

Dato un puinto materiale di massa m e velovita v si dice quantita di moto del punto materiale

il seguente vettore:
p=mv. (4.26)

Se consideriamo la massa costante, possiamo riformulare il Secondo Principio come
F=p, (4.27)

con F forza applicata al punto materiale. Se il mio sistema (il punto materiale in questo caso)
¢ isolato, si ha F = 0 e quindi
p=0, (4.28)

che ha come soluzione
p = cost. (4.29)

Per sistemi isolati la quantita di moto si conserva (nel caso del punto materiale ¢ una banale
conseguenza del fatto che se si annulla la forza, il punto si muove di moto rettilineo uniforme
v = cost, quindi, siccome m é costante, si ha anche p = mv = cost).
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4.5.2 Momento angolare

Dato un arbitrario centro di riduzione O" in un SdR, si dice momento angolare (o momento
della quantita di moto) rispetto ad O’ il vettore

Lo=(P-0)Ap. (4.30)
Derivando L rispetto al tempo, tenendo conto
che
A2
(P-0)=(P-0)—(0'-0), (4.31)
P si ottiene
r(t) : .
/ Loo = VAP—vVo AP+ (P-O)AD,
r'(t) = —~voAp+(P-O)AF,
5 > Y = —Vvo Ap+ Mo, (4.32)

dove My ¢ quindi il momento della forza F
rispetto ad O'.

Se il punto O’ ¢ fermo nel nostro SdR
oppure vo || p allora si ha

Tor (t) Ol

Lo = Mo . (4.33)

Se il sistema ¢ isolato M = 0 e quindi il
momento angolare si conserva:
L = cost. (4.34)

4.5.3 Impulso

Si parla di impulso di una forza, quando questa agisce per un certo lasso di tempo, breve, sul
sistema. L’impulso sara allora definito come

t
I= / Fdt . (4.35)
to

Siccome F = ma, si ha

¢ ¢
I= / madt = / mdv =mv(t) —mv(t,) = Ap, (4.36)
to to
cio¢

Teorema 4.5.1 L’impulso di F agente sul punto P nel lasso di tempo At =t —ty é part alla
vartazione della quantita di moto fra l’istante in cui comincia e ['istante in cui cessa di agire.

Gli impulsi entrano in gioco, soprattutto, negli urti, dove si hanno forze intense, applicate
pero per intervalli di tempo molto brevi.
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4.6 Dinamica relativa

In un SdR inerziale sappiamo che ¢ valida la seconda legge di Newton F = ma, ma se vogliamo
applicarla in un SAR non inerziale, S, dobbiamo tener conto del cosi detto teorema di Coriolis,
secondo il quale
a=ap+ta +ac. (4.37)
Quindi, in S
mar = ma—ma;, —mac =F +F; + F¢, (4.38)
dove F = ma ¢ la forza realmente e direttamente agente sul punto P, che si registrerebbe nel
SdR inerziale; F; = —ma; e Fo = —mag sono la forza di trascinamento e la forza di Coriolis,
rispettivamente. Queste vengono dette forze apparenti, in quanto non si pud trovare il corpo
che le applica sul punto P. In pratica sono dei termini correttivi, che servono all’osservatore del
SdR S, non inerziale, per poter spiegare il moto di P e poter ancora scrivere la seconda legge

nella forma
® = mag, (4.39)

dove adesso pero ® = F + F; + F¢.

In S si potra ancora parlare di principio d’inerzia, bastera considerare 'annullarsi di ® e
non di F. In poche parole, se io applico a P una forza F tale che F = ma¢c + ma;, nel SdR
S, non inerziale, vedro P fermo, o muoversi di moto rettilineo ed uniforme (cosa non vera per
l'osservatore nel SR inerziale).

4.7 Esempi

4.7.1 Piano inclinato liscio

Consideriamo un punto materiale di massa m che si
muova su un piano inclinato di un angolo 6 rispetto al-
I'orizzontale sotto I'azione della forza di gravita. Sup-
poniamo che il vincolo (il piano) sia liscio. Cio vuol di-
re che 'unica reazione vincolare cui ¢ soggetto il punto
materiale ¢ normale alla superficie del vincolo.

Con riferimento alla figura, scegliamo un sistema di
riferimento Cartesiano il cui asse x sia lungo la penden-
za del piano e 'asse y ovviamente perpendicolare alle
x. Il verso positivo dell’asse x sia verso valle e quello
dell’asse y verso l'alto. Inoltre supponiamo di far partire il punto da fermo (#(0) = 0) in
z(0) = .

Studiamo il moto del punto materiale. Scriviamo ’equazione del moto, F = ma, nel nostro
sistema di riferimento. Proiettando ’equazione vettoriale dui due assi cartesiani, otterremo le
due equazioni differenziali

0 = R,— Pcosf, (4.40)
mi = Rsind, (4.41)

dove abbiamo considerato il fatto che il moto si svolge solo lungo 'asse delle = (quindi 'acce-

lerazione lungo le y & nulla) e dove
P=mg. (4.42)
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L’equazione (4.40) ci dice come si comporta il vincolo:
R, = Pcostl = mgcosf. (4.43)

Ovvero, il vincolo reagisce alla componente normale del peso, P cos#, con una reazione vincolare
in modulo pari a P cos#f, con la stessa direzione ma con verso opposto, necessaria per far si che
il punto materiale di muova sul vincolo e non sprofondi in esso.

L’equazione (4.41), invece, ci da la vera equazione del moto

¥ =gsinf. (4.44)

Il moto quindi risulta essere un moto uniformemente accelerato con accelerazione costante pari
a gsintheta.
Integrando si ottiene la velocita

&(t) = #(0) + gsin 6t (4.45)
e infine ’equazione oraria
1
z(t) = z(0) + £(0)t + 59 sin 012 . (4.46)
Imponendo le condizioni iniziali
z(0) = o, (4.47)
#(0) = 0, (4.48)
si ha la soluzione del moto )
z(t) = 2 + 59sin ot . (4.49)

4.7.2 Piano inclinato scabro

Consideriamo adesso il caso in cui il piano sia scabro.
Fra piano e punto materiale c¢’¢ attrito radente. Consi-
deriamo il caso dell’attrito dinamico. La reazione vin-
colare cui ¢ soggetto il punto materiale non sara piu
soltanto normale al piano, ma ci sara anche una com-
ponente tangenziale, che chiameremo R; e che sara data
(in modulo) da

t Ry = p1aRn (4.50)

dove 4 € il coefficiente di attrito dinamico.
Con riferimento alla figura, scegliamo lo stesso sistema di riferimento Cartesiano dell’esempio
precedente. Avremo

0 = R,— Pcos#, (4.51)
mi = Rsinf — Ry, (4.52)

dove, come al solito
P=mg. (4.53)
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L’equazione (4.51) ci da la reazione normale del vincolo
R, = Pcostl = mgcosf. (4.54)
L’equazione (4.41) ci da il moto
mi = mgsinf — pgR, = mg(sinf — pgcosf), (4.55)
quindi, dividendo per m entrambi i lati dell’equazione
¥ = g(sin® — pgcosb), (4.56)

che é ancora un moto uniformemente accelerato con accelerazione costante pari a g(sinf —
fa cosB).

4.7.3 Piano orizzontale scabro

Consideriamo un punto materiale, di massa m, lanciato
con velocita iniziale vy su un piano scabro con coefficien-

Y R, te d’attrito pg. Studiamo il moto. Scegliamo un sistema
R di riferimento cartesiano come in figura. Proiettiamo
0 < sugli assi ’equazione del moto. Avremo
x
P 0 = R,—P, (4.57)

mi = —F;, (4.58)
dove P =mg e F; = pqR,. Risolvendo la (?77?) si ha
R, =P =mg, (4.59)

e questo ci dice che
Fy = ugR, = pgmg . (4.60)

Lungo le z, il punto materiale & soggetto ad una forza frenante costante dovuta all’attrito
radente col piano. Il moto ¢ di nuovo un moto uniformemente accelerato, con accelerazione

T = —pa4g . (4.61)

L’integrale generale sara dato da

1

z(t) = x(0) + (0)t — §udgt2 , (4.62)

e imponendo le condizioni iniziali
z(0) = 0, (4.63
T = v, (4.64)

si ottiene ]

x(t) = vt — §udgt2 : (4.65)



Se vogliamo trovare lo spazio di frenata sy, ovvero lo spazio che percorre il punto materiale
finché non si ferma, si puo trovare l'istante ¢y in cui cio avviene imponendo 'annullarsi della
velocita

@ (to) = vo — pagto =0, (4.66)
che da v
ty = —— (4.67)
Hag
e calcolare lo spazio raggiunto a t =t
veo_ v v

1
sy = x(to) = voto — = pagty = (4.68)

2 a9 2149 209

Un altro modo per trovare direttamente sy consiste nell’utilizzare (sostanzialmente) il teore-
ma delle forze vive (che vedremo nel prossimo capitolo). Sappiamo che il punto ha accelerazione
costante @ = —pgg. Si puo scrivere

dv dx dv

Integrando la (5.16) fra l'istante iniziale e quello finale si ha

sf 0
/ adx :/ vdv, (4.70)
0 V0

dove abbiamo utilizzato il fatto che in t = 0 il punto materiale si trova in z = 0 e quando si
ferma a t = t, si trova in = sy, e le corrispettive velocita: vpat =0ev =0at =t Si
ottiene, quindi

W % (4.71)
asp=—— Sf=—5_ :
=2 = 2
e considerando 'espressione dell’accelerazione a = —p49, esattamente la (4.68).

4.7.4 Macchina di Flechter

Per “macchina di Flecther” si intende il dispo-
R, sitivo in figura. Un punto materiale di massa
T my € libero di muoversi su un piano orizzon-

tale liscio. m; ¢é collegato ad un altro punto
‘ p materiale di massa mso tramite una fune idea-
1 T
me
e

le (ovvero una fune priva di massa, inesten-
sibile). Il punto mgy si muove nel vuoto, in
verticale, sotto l'azione della forza di gravita.
La fune collega i due punti passando per una
carrucola (che per il momento considereremo
priva di massa).

Per studiare il moto del sistema, consideriamo separatamente i due punti materiali.

Sul punto di massa mqy agisce la forza peso, Py, e la tensione della fune, T. Se prendiamo
I’asse delle y diretta positivamente verso il basso, I’equazione del moto per my sara data da

mael = mog — T . (4.72)
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Consideriamo adesso il moto di m;. Il punto sara soggetto alla forza peso, P, e alla reazione
vincolare normale che dovra annullare 1’azione del peso per far si che m; si muova sul piano
senza sprofondare. Inoltre, m; sard soggetto alla tensione T della fune (che non fa altro che
comunicare la tensione da un capo all’altro della sua lunghezza). Prendiamo l'asse delle z
diretta positivamente verso destra (nel senso del moto). Le equazioni del moto saranno date da

0 = R,—myg, (4.73)
mi = T. (4.74)

Adesso bisogna notare che la variazione di = é esattamente data dalla variazione di y. La fune ¢é
insestensibile, quindi di quando si abbassa la quota di ms di tanto aumenta la z di m;. Potremo
allora scrivere che

i=1i. (4.75)

La soluzione del sistema (4.73,4.74), allora, ¢ possibile con la sostituzione del modulo della
tensione 7' da (4.73) a (4.74). Si ottiene

e quindi
)
=_ % 4.77
)’ (4.77)

Il moto ¢ uniformemente accelerato, con accelerazione pari alla (4.77):

1
l’(t) =9+ Zi'ot + = t s (478)

2 (my + mg)g

dove le costanti xy e g andranno trovate imponendo le condizioni iniziali.
La tensione della fune ¢ data da

mymso

mg, (4.79)

T:mli':

ed ¢ quindi costante lungo tutto il moto.

4.7.5 Macchina di Atwood

La “macchina di Atwood” é mostrata in figura.
due masse, m; e my sono collegate da una fune
ideale e “penzolano”, ai due capi della fune,
appoggiata su una carrucola ideale (priva di
massa).
T 4 Per studiare il moto del sistema, conside-
AT riamo separatamente i due punti materiali.
. Sul punto di massa m; agira la forza pe-
so, Py e la tensione della fune, T, che viene
comunicata direttamente all’altro capo della
fune ideale. Prendiamo come coordinata la
Yy, positiva verso il basso. Allora potremo
P, scrivere

miy =mig—T. (4.80)
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Il secondo punto, mo, ¢ soggetto anche lui al peso, Py e alla tensione della fune T. Questa
volta la coordinata y sara positiva verso 'alto. Siccome la fune ¢ inestensibile, se la massa m;
si abbassa, la massa my si alzera, e vice versa. Allora

mey =T — mag . (4.81)
Eliminando T dalle due equazioni si ottiene

(my +mg)j = (my—ma)g. (4.83)
Il moto quindi ¢ un moto uniformemente accelerato con accelerazione

(1 —ma)

= T (4.84)

Se my1 > mo 'accelerazione é positiva. Rispetto al SAR scelto, vuol dire che m; accelera
verso il basso e di conseguenza msy verso l'alto. Se msy > my accade il contrario. Se m; = mo
I’accelerazione € nulla. T due punti materiali pesano uguale, le forze si annullano e il moto &
uniforme.

Integrando la (4.84) si ha

. 1(my—m
y(t)=y0+yot+—( L)

2) 4.85
2 (my + mg)g ( )
La tensione della fune ¢ data da
. 2mim
T=mfj+g) = 7= - ﬂ;) (4.86)

4.8 Molla ideale e legge di Hooke

Consideriamo un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi su un piano liscio e soggetto
alla forza di richiamo elastico data da una molla (ideale) come in figura.

g

\/

»

>
~
1

@)

La forza F ¢é data dalla legge di Hooke. Se la molla viene allungata di un tratto (x — )
rispetto alla sua posizione di equilibrio [y, allora la molla applichera al punto materiale una forza
che tenda a riportare il punto nella posizione di equilibrio e che abbia intensita proporzionale
all’allungamento. In formule

F = —k(z — lp)i. (4.87)

La costante k ¢é detta costante elastica della molla € ha le dimensioni di una forza su una

lunghezza il
F m
k] = 7] = [GER (4.88)
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Quindi k sara data in Nm~! oin kgs2. I ¢ la lunghezza di riposo della molla.
Scriviamo 'equazione del moto. Il punto materiale sara soggetto alla forza peso, che sara
compensata dalla reazione normale del vincolo e lungo le z alla forza di richiamo elastico:

0 = R,—mg, (4.89)
mi = —k(x—1). (4.90)
Quindi ’equazione del moto ¢
.k
T+ E(m —1y) =0. (4.91)
Poniamo
k
=4/ = 4.92
w=y/2, (1.9

Y

e faccaimo un cambio di variabile per riportare 'Eq. (4.91) in forma “canonica’

£ (x—1o), (4.93)
tale che € = & ¢ £ = . Allora la (4.91) diventa
E+wi =0, (4.94)

equazione del moto armonico.
Possiamo cercare la soluzione generale nella forma

£(t) = Acos (wt + ¢), (4.95)

con "ampiezza A e lo sfasamento ¢ che dovranno essere fissate imponendo le condizioni iniziali
del moto.
Tornando alla variabile x si ha dunque

x(t) = lo + Acos (wt + ¢) . (4.96)
Supponiamo di lasciare il punto materiale da fermo nell’origine degli assi. Allora
z(0) = 0, (4.97)
#(0) = 0. (4.98)
Le condizioni iniziali si traducono in un sistema per la determinazione di A e ¢:
z(0) =1, + Acosp =0, (4.99)
(0) = —Awsing =0, (4.100)
ovvero
A = —ly, (4.101)
o = 0. (4.102)
Il moto allora sara dato dalla
x(t) = lo(1 — cos (wt)), (4.103)
moto armonico di periodo
T = %ﬂ — o % (4.104)
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4.8.1 Molla con gravita

Cosideriamo adesso un punto materiale di massa m vincolato a muoversi lungo la verticale,
soggetto alla forza di gravita oltreché alla forza di richiamo elastico. La situazione ¢ descritta
in figura

Ya

V7

Yo

@)

Prendiamo un sistema di riferimento in cui l'asse delle y ¢ diretta verso l'alto. Se yqy ¢ il
punto di riposo della molla, si avra per il Secondo Principio

my = —k(y —yo) — mh. (4.105)

Riscriviamo 1’equazione di moto come

.k
i+ —y—wy)—h, (4.106)
m
che ¢ un’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti costanti non omogenea.

Come nel paragrafo precedente, possiamo ridefinire la variabile y per riassorbire il termine
non omogeneo (che & costante) e riportare l'equazione differenziale a quella dell’oscillatore
armonico cosi come lo abbiamo visto in Eq. (4.94). Poniamo

mg
£:y—y0+?. (4.107)

Cosi facendo, Eq. (4.106) diventa

E4+wi =0, (4.108)
con w = \/k/m, come nel paragrafo precedente.

66



Quindi: il moto ¢ sempre un moto armonico, con la stessa pulsazione e periodo. La forza
di gravita ¢ una forza costante, quindi non cambia queste caratteristiche del moto. Interviene
pero nello spostamento del punto di equilibrio. Infatti, la soluzione della (4.108) sara

£(t) = Acos (wt + ¢ (4.109)
e, ripassando alla variabile y
y(t):yo—%%—flcos(wtjtgb, (4.110)

cioé una oscillazione armonica attorno al punto di equilibrio

mg
In assenza di gravita il punto di equilibrio sarebbe semplicemente y = yo. La forza di gravita

lo abbassa del termine mg/k.

4.8.2 Molla con attrito radente

Consideriamo un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi su un piano scabro con
costante d’attrito dinamico pg, e soggetto alla forza di richiamo elastico data da una molla
(ideale) come in figura.

g

\/

@] o T

Il punto é soggetto, quindi, oltre alla forza di richiamo elastico, anche alla forza d’attrito.
Siccome il punto é massivo, subisce la forza attrattiva di gravita, in conseguenza della quale il
vincolo reagisce con una reazione normale

R, =mg. (4.112)
La forza d’attrito, avra quindi un modulo pari a
Fy, = pgRy = pamyg . (4.113)

Il verso della forza d’attrito si oppone al verso della velocita del punto. Allora, potremo scrivere
I’equazione di moto nel modo seguente:

x

mi = —k(z — x9) — pamg (4.114)

|

Il termine @/|%| & un segno, £1, che quindi sta ad indicare il fatto che quando & > 0, cioé
quando il punto si muove nerso le x positive, la forza d’attrito si oppone al moto ed & quindi
diretta verso l'origine. Vice versa, quando < 0, la forza d’attrito ¢ diretta verso le x positive.
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La soluzione della (4.114) si ottiene spezzettando il moto in tratti in cui il termine d’attrito
ha un segno definito.
Supponiamo di partire con le condizioni iniziali

2(0) = 21 =0, (4.115)
#(0) = @ =0. (4.116)

Se m e ug sono sufficientemente piccoli non ci dovremo preoccupare di eventuali situazioni
di equilibrio. Partendo da z(0) = 0, il punto accelerera verso le x positive e arrivera ad un
massimo, chiamiamolo x = x», in cui si fermera per tornare indietro.

In questo primo semiperiodo, si avra & > 0 e quindi 1’equazione del moto da risolvere sara

&+ w(x —z0) + pag =0, (4.117)

dove abbiamo diviso la (4.114) per m e abbiamo considerato il fatto che i/|%| = 1.

Ridefinendo la variabile come
E=z—m+ 29 (4.118)
w

si ha un’equazione del moto armonico in forma “canonica’ che ha come soluzione

£(t) = Acos (wt + ¢) . (4.119)
Quindi, in termini di z(t)
x(t) =g — % + Acos (wt + @) . (4.120)

Imponendo le condizioni iniziali, si ha

#(0) = —wAsing=0 = ¢=0, (4.121)
_ Hda9g _ _ Hag
SL’(O) = 1’0——24—14—0 — A——l’o—i——z, (4122)
w w

da cui si ha per 0 <t < 7/w:

x(t) = (a:o - %‘gg) (1 — cos (wt)) . (4.123)

Cioé il termine d’attrito radente sposta, semplicemente, il “punto di equilibrio” e nella prima
parte del moto si ha un moto armonico che si sviluppa intorno al nuovo punto di equilibrio
Teqg = To — pag/w?. In conseguenza di cio, ampiezza massima a cui puod giungere il punto &

data da o ™ g
2_:5( )_z(x w2> (4.124)

w
e costituira il punto iniziale per il successivo moto.
Nel secondo semiperiodo, I'equazione differenziale da risolvere é

i+ wi(x — x9) — pag =0, (4.125)

x<g> — 9 (:c . %) , (4.126)

con le condizioni iniziali

x( ) = 0. (4.127)



La soluzione generale ¢ data dalla

z(t) = xo + ,u_dzg + Acos (wt + ¢), (4.128)
w
e imponendo le condizioni iniziali si ha

—wAsint+¢=0 = ¢=0, (4.129)

xo + M—d2g — = 21’0 -2 M—d2g —

w w
A=—zo+359 (4.130)
w

In totale, quindi si ha per 7/w <t < 27 /w:
Ha9g Hag Hag Hag
x(t) = xo + 2 (xo -3 F) cos (wt) = 4 2 + (CL’O -3 F) (1 —cos(wt)), (4.131)

che ¢ un moto armonico con la stessa pulsazione ma con punto d’equilibrio cambiato e ampiezza
cambiata. Il minimo si trovera per t = 27 /w e varra

2
sa=2 (_) _ 414l (1.132)
w w
Da 1i si ricomincia con il moto dato dalla (4.117) con condizioni iniziali
27 Hag
— | = 4— 4.133
() - 1, (4.133)
2
i (1) = 0. (4.134)
w
La soluzione ¢, per 27/w < t < 37 /w:
Hdg Hag
x(t) = xo — 2 (:L'O -5 F) cos (wt) . (4.135)

L’ampiezza massima raggiunta ¢, questa volta,

Hag )

v =2 (xo -3 (4.136)

E cosi via ...
In totale, abbiamo un moto sinusoidale i cui minimi e massimi sono dati dalle successioni

Ty = Tpo+4d ,t%g n dispari , (4.137)
w

4 Hag

Ty = Tp_o — 5 n pari. (4.138)
w

Gli estremi stanno quindi su due rette: i massimi su una retta decrescente di equazione
2(t) = 20 — 21994 (4.139)
W

mentre 1 minimi stanno sulla
o(t) = 21494 (4.140)
W

Quindi il moto ¢ sinusoidale “smorzato”, cioé con ampiezza via via decrescente.

Quando l'ampiezza A diventa cosi piccola che |kA| < pgR,, il punto si ferma per invertire
la rotta ma non riparte piu e il moto si arresta.

NB: la pulsazione ¢ la stessa del moto senza attrito.
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x(t) A

2LUO
2113'0 — 2\

Zo

4\

4.9 Pendolo

Consideriamo un punto materiale di massa m appeso ad una corda ideale di lunghezza r,
soggetto alla forza di gravita (vedi la figura). Il problema ha un grado di liberta. Infatti, data
la lunghezza della corda, che é costante, il punto sara costretto a muoversi sulla circonfnza di
raggio r. Siccome il problema ha simmetria circolare, é conveniente passare alla coordinate
polari.

Riscriviamo quindi il Secondo Principio della dinamica scomponendo la parte radiale da
quella tangrnziale al moto. Siccome r = ri,, la velocita e l'accelerazione del punto saranno
descritte dai seguenti vettori:

= rfug, (4.141)
a = —rf*a, +rfug. (4.142)
L’equazione del moto diventa quindi
(lungo u,) —mrf* = Pcos — T, (4.143)
(lungo 1) mrf = —Psing. (4.144)
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L’equazione lungo 1, da la tensione della fune in funzione di 8
T = Pcos® + mré?. (4.145)

La seconda equazione invece da l'’equazione del moto vera e propria, dalla quale possiamo
trovare 0 = 6(t):
6+ Lsing=0. (4.146)
r

Piccole Oscillazioni

La soluzione esatta della (4.146) esula dallo scopo di questo corso. Pero, se consideriamo delle

oscillazioni per le quali
<1, (4.147)

dette piccole oscillazioni, si pud ottenere una soluzione per la (4.146) in approssimazione. Se
vale la (4.147), si ha anche (arrestando ’espansione di Taylor al primo ordine)

sinf ~ 6. (4.148)

Allora la (4.146) diventa
i+20=0, (4.149)
r

ovvero I’equazione del moto armonico, in cui

W= \/g, T=27r\/f (4.150)
r g

Notiamo che siamo giunti alla (4.149) utilizzando I'uguaglianza fra massa gravitazionale e massa
inerziale. Se avessimo tenuto separate le due, avremmo trovato piuttosto

Pendolo di Newton

i+9 Mg, (4.151)
rmr
e di conseguenza
T=or [t (4.152)
g my

La misura del periodo in Eq. (4.152) pud quindi essere utilizzata per mettere in evidenza
eventuali discrepanze dal risultato sperimentale
mr

=1. 4.153
o (4153)

4.10 Attrito viscoso

L’attrito viscoso entra in gioco quando un corpo esteso si muove all’interno di un fluido. L’e-
sperienza ci dice che se la velocita del corpo non € nulla, sul corpo stesso agisce una forza che si
oppone al suo moto. Tale forza agisce lungo la direzione della velocita, ha verso opposto e ha
un’intensita che dipende da vari fattori. A parita di fluido, I'intensita dipende dalla geometria
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del corpo in movimento. E esperienza comune che se il corpo ha una superficie che si estende
perpendicolarmente al moto, piil € estesa tale superficie piu ¢ intensa la resistenza che il corpo
incontra nel suo moto. Inoltre, tale resistenza dipende dalla natura del fluido che il corpo at-
traversa. Per esempio se consideriamo il moto in aria, la resistenza incontrata sara inferiore a
quella di un moto in acqua.

Queste considerazioni si riassumono nella seguente forma fenomenologica per la forza che
agisce sul corpo che si muove con velocita v nel fluido:

F=—-pv, (4.154)
dove [ ¢ detto coefficiente d’attrito viscoso, ha le dimensioni di una forza su una velocita
[F] _ [m][L][t]* _ [m]
8] = — = =, (4.155)
[v] [L][t]~ 2]

e quindi si puo dare per esempio in kgs~!.
Il coefficiente d’attrito viscoso, dipendendo sia dalla geometria del corpo che si muove nel
fluido sia dalla natura del fluido, si puo esprimere attraverso la relazione seguente:

B=vn. (4.156)

Il coefficiente v tiene in conto la geometria del corpo, mentre il coefficiente n & detto viscosita

del fluido e tiene in conto la natura di quest’ultimo. Per esempio, la viscosita dell’aria in con-

dizioni standard ¢ n = 1.7-107% kg m~! s7!. In acqua invece n ~ 1073 kg m~* s~ 1.

Legge di Stokes. Per un corpo sferico di raggio R si ha
v =6mR, (4.157)
quindi per il moto di una sferetta di raggio R in un fluido di viscosita 7 si ha

F=—-6rRnv. (4.158)

4.10.1 Caduta di un grave in aria

Consideriamo il caso di un grave (punto materiale di massa m) in caduta libera sotto 1’azione
della gravita, in aria (invece che nel vuoto). Il grave sara sottoposto alla forza di gravita e alla
forza d’attrito viscoso, che si opporra al moto.

Se scegliamo un SAR come in figura, in cui I'asse delle y ¢ orientato verso l'alto

A

Y F

potremo scrivere I’equazione del moto come segue:

mij = —mg — By. (4.159)
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NB. Il segno della forza peso ¢ chiaro (lo abbiamo gia discusso precedentemente); il segno
della forza d’attrito deve essere anch’esso negativo. Infatti, la forza si deve opporre al moto;
se y > 0, ovvero se nel nostro SR il punto si sta muovendo verso l'alto, la forza d’attrito deve
puntare verso il basso: da qui il segno meno. Allo stesso tempo, se y < 0, ovvero se nel nostro
SdR il punto si sta muovendo verso il basso, la forza deve puntare verso l'alto. Infatti, —y sara
positivo e la forza, scritta cosi, puntera verso l'alto (come deve). La stessa cosa avverrebbe se
per esempio prendessimo un SdR con le y positive verso il basso (cambierebbe di segno soltanto
la forza peso, che ¢ costante ...).
Dividendo per la massa, si ha

?J—l—éy—i—gzo. (4.160)
m
Per risolvere l'equazione (4.160), notiamo che il termine y(t) ¢ assente. La (4.160) ¢ un’e-

quazione differenziale del secondo ordine, ma ha una forma semplice e in realta ¢ un’equazione
del primo ordine nella velocita. Allora si ha:

y=v, (4.161)
v+yw+g=0, (4.162)
dove abbiamo posto v = % La (4.162) ¢ un’equazione del primo ordine non omogenea.
Facciamo il seguente cambio di variabile
_ g
E=v+ =, (4.163)
Y
tale che f = 0. L’equazione diventa '
E+v6=0. (4.164)
Risolvendo per separazione di variabili, si ottiene
§(t) =&e ™ (4.165)
e quindi
o(t) = ge "t — 2 (4.166)
v

La (4.166) dipende da una costante arbitraria, la &, che bisognera trovare imponendo le
condizioni iniziali del moto.
Supponiamo di lasciare il grave da una certa altezza h da fermo. Si ha quindi

y(0) = h, (4.167)
y(0) = 0. (4.168)
Imponendo la condizione sulla velocita otteniamo
0(0) =& —2 =0, (4.169)
g
oVVero p
o= =. 4.170
0=7 (4.170)
La soluzione particolare del moto diventa allora
o(t) =L (et —1). (4.171)
Y
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La (4.171) ci descrive il cambiamento della velocita col tempo. A t = 0 si ha v = 0. come
deve essere (lo abbiamo imposto noi). Via via che il tempo scorre, la velocita diventa negativa
(il grave si muove verso il basso nel nostro SAR), il termine esponenziale diventa sempre pit
piccolo e quindi per ¢ — oo la velocita tende ad un valore limite

g
Voo = —=. 4.172
= (4.172)
’U(t) A
Lo
O t

Fisicamente, tale limite si puo spiegare cosi: quando il punto € fermo subisce solo la forza
di gravita; si mette in moto e, siccome la velocita diventa # 0, comincia a farsi sentire anche
la forza d’attrito. Via via che il corpo cade la velocita aumenta (in modulo) e quindi aumenta
anche la forza d’attrito, che va con v. La differenza fra la forza peso e la forza d’attrito, che
divisa per la massa da ’accelerazione del corpo, diventa sempre pitl piccola e, per ¢ — oo, tende
a zero. Quindi ad un certo punto (a t = 0o0) il moto non ¢é piu soggetto a forze e quindi diventa
un moto rettilineo uniforme, che ha quindi velocita costante.

Possiamo integrare la (4.171) per ottenere y(t):

y(t) = y(0) +/0 v(t)dt = y(0) + g (—%e‘yt + % — t) . (4.173)

Imponendo la condizione iniziale y(0) = h si ha

y(t) = h + % (1— e — %t. (4.174)

4.10.2 Molla con attrito viscoso

Consideriamo il caso del moto di un punto soggetto ad una forza di richiamo elastico in un
mezzo Vviscoso.
L’equazione del moto sara data da

mi = —Bi — kz . (4.175)

Ponendo 3/m = 2X e k/m = w?, ci riduciamo alla ricerca di una soluzione della seguente
equazione differenziale ordinaria del secondo ordine omogenea:

P22t +w’=0, A>0 w>0. (4.176)
Per risolverla, cerchiamo una soluzione del tipo
z(t) ~ e, (4.177)
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Sostituendo la (4.177) nella (4.176), e imponendo che la (4.177) sia soluzione, si ottiene un’e-
quazione del secondo ordine per a (detta equazione indiciale)

e(@® +2 a+w?) =0 = a* + 2 a +w? =0, (4.178)
che ha come soluzioni
ar = —-AEVA2-02. (4.179)
La soluzione generale allora é:
2(t) = Ae(—A—m)t + Be(—Mm)t ’
e—At(Ae—\/mt n Bemt) ' (4.180)

La soluzione generale (4.180) descrive moti che sono molto diversi a seconda del valore
dell’espressione sotto radice. Si hanno i seguenti tre casi: A2 —w? > 0, X2 —w? =0e N2 —w? < 0.
e Oscillatore sovra-smorzato

Supponiamo quindi che A2 —w? > 0. Da un punto di vista fisico, cio vuol dire che la parte
d’attrito viscono “vince” sul richiamo elastico della molla.

Se A? — w? > 0, le soluzioni (4.180) sono reali.

a(t) = e M(Ae VT 4 Bev X ett) (4.181)
z(0) = o, (4.182)
i(0) = . (4.183)

Imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema

rg = A+ B, (4.184)
g = —AMA+B)+ VAN —-w?(B-A), (4.185)

che ha come soluzione

1 Zifo A — vV )\2 - (.U2
A = —|— - To| , (4186)
21 V22 V2 — o2
1 i A+ VAZ — w?
B = - { To AT - xo} . (4.187)
2 1/ — 2 VA2 — o2
Quindi la soluzione particolare sara
x(t) = e F (— Lo — A= VA - wzx ) e~ VATt
9 VN2 — 2 Novun
. SN2 2
+1< fo ATV :)30) emt} . (4.188)
2\Vv—o? | e

Supponiamo di lasciare a t = 0 il punto materiale in xy con velocita iniziale nulla, g = 0.
II moto che ne consegue ¢ monotono decrescente e z(t) tende a zero per t — oo. Per
vedere cio, basta studiare la velocita e accorgersi che non si annulla mai. Infatti

—At

I R A — —VNZ o7t — VATt
x(t)—m (A= VA2 —w?e + A+ VA2 —w?)e (4.189)
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: Ae™ Mg e R Y . T

—At
+6 21'0 [()\_M)e_mt—l—()\-l-M)emt} . (4.190)
oy A+ VAP A - VI W) e,

2 A —w?
_Ma A= VR AV —P) (4.191)
2 A2 — w? | |
€_>\t517(] w2 VN2t VA2 2t
L e wen v 4.192
Wl ) o

che ¢ sempre negativa e non si annulla mai.

Se invece anche #(0) # 0, si puo avere il caso in cui la velocita si annulla una volta, ovvero
il moto fa una oscillazione e poi converge a zero, come nel caso precedente.

Il moto si dice sovra-smorzato.

Smorzamento critico

Supponiamo adesso che A2 —w? = 0. In questo caso I'equazione indiciale ¢ degenere, cioé
ha due soluzioni coincidenti a = —\. In questo caso la soluzione generale ¢

z(t) = Ae™(1 + Bt). (4.193)

Imponendo le due condizioni iniziali

z(0) = o, (4.194)
#(0) = i, (4.195)
si ha
A = m, (4.196)
B = 20\ (4.197)
Zo
e quindi

z(t) = zge™ {1 + (ﬁ - )\) t} . (4.198)

Se supponiamo per esempio di lasciare da fermo il punto in xy con velocita iniziale nulla,
Zo = 0, si ha

x(t) = zoe M1 — At , (4.199)
che quindi fa un’oscillazione prima di convergere a zero per t — oco. Infatti
i(t) = —Azge (2 — M), (4.200)
che si annulla
0=a(t) = —Azoe M(2 — \t), (4.201)
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Se

2
t=—. 4.202
= (4.202)
Se anche &y # 0, si ha
#(t) = zpe™ [—2>\ + 0\ (ﬁ - )\) t} : (4.203)
Zo Zo
che si annulla per
Lo 2\
t=—"—. (4.204)

Cioé¢ in ogni caso il moto ha un’inversione e poi converge a zero per t — oo.

Il moto si dice smorzato critico.

e Moto smorzato

Supponiamo che A\? — w? < 0. Da un punto di vista fisico, cio vuol dire che la partedi
richiamo elastico (la molla) vince sull’attrito viscoso.

4.11 Moto Armonico con Attrito Viscoso e Forzante Sinu-
soidale: Risonanza

Consideriamo il caso in cui al punto materiale collegato ad una molla, di costante elastica
k e lunghezza di riposo nulla, viene applicata una forza dipendente dal tempo in maniera
sinusoidale. Il moto, inoltre, si svolge in un mezzo che quindi esercita sul punto una forza di
tipo “attrito viscoso”.

L’equazione del moto sara data da

mi = —Bi — kx + Acos (U +p). (4.205)

Ponendo 8/m = 2\, k/m = w? e A/m = A, ci riduciamo alla ricerca di una soluzione della
seguente equazione differenziale ordinaria del secondo ordine non omogenea:

&+ 203 + w?x = Acos (Q +p), Aw,QeR, (4.206)

La soluzione dell’Eq. (4.206) sara data dalla somma della soluzione generale dell’omogenea
associata, & + 2\& + w?x = 0, e di una soluzione particolare. La soluzione dell’omogenea é:

z(t) =e M (Ale_ VAT L Age ’\2_‘*’%) , (4.207)

dove le due costanti A; e Ay devono essere fissate imponendo le condizioni iniziali.
Per trovare la soluzione particolare, che la (4.206) ¢ la parte reale della seguente equazione
differenziale nei complessi:
i 4 20 + win = Ae' D) (4.208)

Cerchiamo una soluzione della (4.208) nella forma
z,(t) = be™ | (4.209)
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dove adesso b € €. Si ha
@ =ibe™™ = b7, (4.210)

Sostituendo le (4.210) nella (4.208) e imponendo che (4.209) sia soluzione, otteniamo la seguente
equazione per b:

—bQ? + 200 + w?b = Ae” (4.211)

dove abbiamo semplificato a destra e a sinistra dell'uguale il termine e**. Si trova quindi:

Ae®
b= . 4.212
w? — Q2 +02)\Q ( )
Riscriviamo adesso b come
b= Be'© (4.213)
con B,C € R. Avremo
Alle|| A
B = b = = , 4.214
H H ||w2 — 02 4+ 2'2)\Q|| \/(wg — Q2)2 T AN202 ( )
2)0
c = P + arctan <m) s (4215)
dove abbiamo usato il fatto che se a,b € € allora ||ab|| = ||a|| ||0]| e ||a/b]| = ||all/||b]|-
Quindi, la soluzione dell’Eq. (4.206) é:
A
z(t) =e M (A e VN Age )‘z_wzt> + cos (U +C 4.216
(t e 2e” o @0 w2
e se prendiamo il caso A < w abbiamo:
—At / A
x(t) = Be " cos (W't — @) + cos (Qt + C), (4.217)

\/(w2 _ 92)2 1+ 4)202

dove

W =vVw? — A2, (4.218)

Se aspettiamo un tempo sufficientemente lungo, ¢t > 1, il termine esponenziale diventa piccolo
e abbiamo "accesso" alla parte risonante:

A
1
z(t) = o s cos (U + C). (4.219)

L’ampiezza della curva (4.219),

A
) = Vw2 — Q22 + a2 (4.220)

ha la forma mostrata in Fig. 4.1. Per A — 0 il massimo tende all’infinito e la frequenza di
risonanza tende a w. Se A # 0, la curva ha un massimo per

Qpr = Vw? —2)2 = Vw? — )\, (4.221)
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Figura 4.1: Curve di risonanza.

come si puo’ vedere annullando la derivata prima:

2 _ 02 _9)\2
A gy W20 (4.222)
ds? V(W =22 1 ane
che per €2 # 0 implica
W02 =0 = Q*=uw?-2)\ (4.223)

e infine la (4.221).
Studiamo la concavita della f(2) al picco. Si ha:

2 4 292
d—é =— A -(20° +3Q%) < 0. (4.224)
A oq, (4NN +Q3))>

La frequenza )i ¢ detta frequenza di risonanza. In corrispondenza della risonanza 1’am-
piezza dell’oscillazione ¢ data da:

B A A
AW — A2 20w

Un’altro importante parametro della curva (4.220) é la larghezza a mezza altezza. Per
trovarla cerchiamo le soluzioni del sistema

f(Qr) (4.225)

A
fQ) = 0=,
2AWVw =X (4.226)
Q) = .
f( ) \/(w2 _ 92)2 1 4)202
Si ha:
(w? — Q)2 +4020% — 167} (w? — \?) =0, (4.227)

che puo’ essere scritta nella forma
E2 44N — 4N*(3w? —4X?) =0, (4.228)

dove abbiamo utilizzato £ = Q? — w?. Risolvendo I'Eq. (4.228) si ottiene

£r = =202 +2)0/3(w? — \2) (4.229)

e quindi

Q% = w? — 222 £ 2V3A\WW? — A2 = 0% +2V3). (4.230)

Per trovare €2 dobbiamo estrarre la radice, trovando quindi 4 soluzioni possibili. Imponendo
)
pero che € sia positivo, le due soluzioni negative vanno scartate e infine si ottiene:

Qe = \/w2 — 2X2 4 2v/3MVw? — A2, (4.231)
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Per cui:
(AQ)? = (Q, -0 )
2(w2 — 2)\2) — 2\/(w2 —2A%)2 — 12)2(w? — \?)
= 2(w2 — 2)\2) — 2\/(w2 — 4)%)2 — 8\2w?

) [Q% - \/ (02 — 2X2)2 — 8)2(Q2 + 2)2) | . (4.232)

Se \? < Q% possiamo espandere P'espressione in Eq. (4.232) ottenendo
(AQ)? ~ 12)%, (4.233)

e quindi
AQ ~ 2V/3). (4.234)
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Capitolo 5
APPUNTI SU LAVORO ED ENERGIA

5.1 Lavoro ed energia

Definizione 5.1.1 Dato un punto materiale P, soggetto ad una forza F (se ci sono piu forze
agenti su P, F ¢ la risultante di tali forze), che si muova lungo una traiettoria v, si dice lavoro
compiuto dalla forza ¥, per andare dal punto A al punto B, lo scalare:

Y

L:/%F-ﬁ. (5.1)

Ay

Il dr rappresenta lo spostamento infinitesimo del punto di applicazione di F. In coordinate
cartesiane, per esempio, avremo

dr = dxi+ dyj + dzk, (5.2)
per cui si puo anche scrivere
B B
L:/ n¢:/(am+@@+@m. (5.3)
Ay Ay

Il lavoro della forza F dipende quindi dal cammino v e dai punti iniziale e finale, A e B.
Quindi, in generale, il lavoro infinitesimo F - dr non ¢ un differenziale esatto. Per sottolineare
cio, si indica con il seguente simbolo:

AL =TF -dr. (5.4)

Noto il moto del punto, (z(t),y(t),2(t)) e nota la F(r,r,t), posso ricondurre l'integrale
curvilineo ad un comune integrale definito, tramite la parametrizzazione della traiettoria:

B 1
LAB:/ F-dr:/ F - vdt (5.5)
to

Ay
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Il termine

W=F-v (5.6)

¢ detto potenza della forza F, si indica con W ed indica, quindi, il lavoro compiuto da F
nell'unita di tempo
dL = Wdt. (5.7)

Da un punto di vista dimensionale, il lavoro si esprime come segue:
(L] = [F][1] = [m] [ [t]*[1] = [m] [(]°[t] 7, (5.8)

ovvero ha le dimensioni di una massa per una velocita al quadrato.
L’unita di misura che si utilizza per il lavoro nel SI ¢ il joule.

Definizione 5.1.2 I joule é il lavoro fatto da una forza che sposta il proprio punto di appli-
cazione (parallelamente a sé stessa) per un metro

1J=1Nm. (5.9)

Per la potenza si ha
(W] =[L] [ = [m] [°[£] . (5.10)

L’unita di misura che si utilizza per la potenza nel SI ¢ il watt.

Definizione 5.1.3 Il watt e la potenza di una forza capace di compiere il lavoro di un joule in
un secondo

1W=1J/s. (5.11)

E bene sottolineare un’altra volta quanto gia asserito implicitamente nelle formule: il lavoro
di una forza dipende dal cammino su cui ¢ calcolato. Per esempio, pensiamo al trascinamento di
un masso pesante per un certo tratto, in linea retta, sull’asfalto. La forza che noi imprimiamo
al masso deve vincere la forza di attrito che c¢’¢ fra le due superfici in contatto. Se riusciamo a
spostare il masso per un certo numero di metri, avremo fatto in certo lavoro (o meglio, la forza da
noi applicata avra fatto un certo lavoro). Se adesso ripetiamo I'impresa, raddoppiando il numero
di metri del trascinamento, il lavoro, fermo restando le condizioni di attrito, sara raddoppiato
anch’esso. Non solo. Potremo ripetere I’esperimento tenendo fissi i punti di partenza e di arrivo
del tragitto e variando quest’ultimo, per lunghezza e forma. In tutti questi casi il lavoro sara
diverso, a seconda del cammino su cui ci siamo mossi.

5.2 Teorema delle forze vive

Supponiamo che il punto P sia soggetto alla forza F. Allora, per il secondo principio della
dinamica avra un’accelerazione tale che

F =ma. (5.12)

Moltiplichiamola scalarmente a destra e a sinistra per v la (5.12). Si ottiene la seguente relazione

dv d v?
F.-v= V=m— V= — — 1
v=ma-v=m_ V= <m 2) (5.13)
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e ricordando che dL = F - vdt, si ha

AL =d (m;) . (5.14)

Il termine

1
T = §mv2 (5.15)

¢ detto energia cinetica del punto materiale P di massa m e velocita v.
Se integriamo lungo la traiettoria v del punto, otteniamo:

Lap = / AL= 5 / d@?) = ZRA(B) = (A =T(B) = T(4),  (5.16)

cioe il lavoro fatto dalla forza F, agente sul punto materiale P, per spostarlo dal punto A al
punto B della traiettoria v, ¢ pari alla variazione di energia cinetica del punto materiale stesso
fra il punto A e il punto B. L’espressione (5.16) ¢ il cosi detto teorema delle forze vive (I’energia
cinetica veniva chiamata forza viva).

Dal punto di vista della risoluzione del moto di P, il teorema delle forze vive non ci dice
assolutamente nulla. Infatti, per trovare il lavoro che fa F per andare da A a B, bisogna
conoscere gia il moto di P. E pero un importante risultato, poiché permette di identificare
I'omogeneita fra energia cinetica e lavoro e in alcuni casi particolari (vedi forze conservative),
da un integrale primo del moto.

5.3 Forze conservative

Definizione 5.3.1 Si dice forza conservativa una forza per la quale il lavoro compiuto spo-
stando il punto di applicazione da un punto A ad un punto B non dipende dal cammino scelto,
ma soltanto dai due punti, iniziale e finale.

Con riferimento alla figura, quindi, vale la

Layp=2Laypp=...=Lay,p perogniy, (5.17)

Inoltre si ha anche la
LA'yB = _LB'yAa (518)
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poiché

B A A
/ F-dr:/ F-(—dr):—/ F -dr (5.19)
Ay By By

Per caratterizzare meglio, da un punto di vista matematico, le forze conservative, diamo
una serie di enunciati, equivalenti fra loro.
Condizione necessaria e sufficiente affinché una forza F sia conservativa é che:

° l)j;F-dI‘:O.

Infatti, sia F conservativa. Presi v, e 79 due cammini qualsiasi che vanno dal punto A al
punto B (come nella figura precedente), si ha che

LA’nB:LA’yzB = LA—le‘I'LB—ygA:%F'erO- (520)

Vice versa, se 'integrale ciclico lungo un cammino chiuso ¢ nullo, posso spezzare questo
cammino in due, vy; e 7, ed avere quindi

LA’le + LB'yzA - O, (521)
che implica L sy, p = Lay,p, ovvero il fatto che F ¢ conservativa.

e 2) Esiste una funzione del posto U(z,y, z), tale che
Lap=U(B)—-U(A) (5.22)

Infatti, sia F conservativa. Fissiamo un punto qualsiasi dello spazio, O (come in figura).

A
B
@)
Ponendo
LOA:/ F-dr = U(A), (5.23)
0A
Log :/ F-dr = U(B), (5.24)
OB
si ha che

Lig = / F-dr:/ F~dr—|—/ F.dr
AB AO OB
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= —/ F-dr+/ F.-dr =
0A OB

— U(B) - U(A). (5.25)

Il vice versa ¢ banale. Infatti se ¢ valida la (5.25), vuol dire che il lavoro fatto da F
dipende soltanto dai punti A e B e non dal cammino fatto per arrivare dall’'uno all’altro.

La funzione U(z,y, z) ¢ detta Potenziale della forza F.

3) Esiste una funzione del posto U(z,y, 2), con U € C*(Q) cio¢ continua con derivate
continue sul dominio 2, tale che

_oU. oU, 9U

F = —j+—k.
VU &El—l— By + 9%

(5.26)

Infatti, sia F conservativa. Consideriamo uno spostamento infinitesimo lungo 'asse =,
dz. Allora
AL =F -dri= F.dx, (5.27)

ma si ha anche, per il punto 2), che

dL = U(SL’ + dl‘, Y, Z) o U(SL’, Y, Z) : (528>
Quindi
U(x +dx,y,z) — U(z,y,z) 0OU
F, = = — 2
dx Ox (5:29)
e cosi per le altre componenti.
Vice versa, se F = VU, si ha che
B B B B
/ F.-dr = VU-dr:/ (a—de+a—Udy+a—Udz):/ au ,
Ay Ay Ay Ox ay 0z Ay
= U(B)-U(A), (5.30)

per ogni v e quindi F ¢ conservativa.

4) La forza F ¢ irrotazionale, ovvero rotF = V A F = 0, dove, per esempio in coordinate
cartesiane si ha

OF, OF,..

OF, OF... OF, OF,
gy oz T -

rotF = 0z  Ox )i (E oy

)k . (5.31)

Sia F conservativa. Allora si ha F = VU. Sappiamo che U € C*(Q). Allora, prendendo
per esempio la componente z della forza e prendendone la derivata parziale rispeto alla
coordinata y, si ha

9, _ oW _ U
oy~ oy 0z  Oydz
= per il teorema di Schwartz
o*U 0
020y &Fy'

(5.32)
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Allora la componente z del rotore si annulla. Cosi per tutte le componenti del rotore e
quindi
rotF =0. (5.33)

Vice versa, supponiamo che VAF = 0. Se F ¢ un campo vettoriale di classe C*() su
Q) dominio regolare contenuto in R* e S & una superficie regolare con frontiera 95 vale il
teorema di Stokes

/V/\F-ndS: F.dr, (5.34)
s as

quindi, se VAF = 0, si ha
% F-dr=0, (5.35)
aS

che per il punto 1) implica la conservativita di F.

5.4 Forze posizionali

Si dice forza posizionale una forza che dipende solo dalla posizione che il punto materiale P, su
cui agisce la F', assume nello spazio:

F = F(P) (5.36)

Se in una certa regione dello spazio ¢ definito il vettore F si dice che vi ¢ un campo di forza.
Una curva che abbia in ogni suo punto il vettore F tangente, si dice linea di forza.

Per le forze posizionali vale la seguente proposizione: Una forza conservativa é posizionale.
Il viceversa, invece non vale sempre.

Esermpio di forza posizionale non conservativa

Prendiamo per esempio il seguente campo di forze:

F, =ax+ bz
F=<F, =by (5.37)
F,=cy

La forza F ¢ posizionale, ma non ¢ conservativa. Infatti si ha

OF, OF
5 0= T (5.38)
a;; T _p, (5.39)
OF., OF,

5 =0F 5" (5.40)

quindi VAF # 0 e F non ¢ conservativa.

Forza di gravita

Un primo esempio di forza conservativa € la forza peso. 1l campo corrispondente é uniforme.
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A2 Se consideriamo il SdR in figura, in ogni
punto di R? il campo ¢ definito come

S g=—gk. (5.41)
l Se il punto materiale P ha massa m, su di lui
A agisce una forza
> > F=mg=-mgk, (5.42)
O Y

quindi le componenti di F sono
F,=F,=0, F,=-mg. (5.43)

La forza cosl definita ¢ irrotazionale.

%nfatti si ha OF OF OF
i L s 5.44
Ox oy 0z ( )

Calcoliamo il lavoro fatto dalla forza di gravita che sposti il punto di applicazione da un
punto A ad un punto B in R3. Si ha

B zZB
Layp = / F.dr = / F,dz=—mg(zp — z4) . (5.45)
Ay zA
La (5.45) si puo scrivere come la differenza della funzione del posto
Ulz,y,z) =—mgz, (5.46)
in Bein A (NB. la (5.46) ¢é scritta cosi nel SAR in figura, cioé con le z positive verso 1'alto):
Layg=U(B)-U(A) =V(A) - V(B), (5.47)
dove abbiamo introdotto la funzione energia potenziale
V(z,y,2) = =U(z,y,2) =mg z, (5.48)
tale che
F=-VV. (5.49)

Le superfici equipotenziali sono date da V' = cost e quindi dai piani orizzontali z = cost.

Forza elastica

Un altro esempio di forza conservativa ¢ dato dalla forza elastica. Prendiamo il caso generale
tridimensionale (¢ una forza centrale):

F = —kr, (5.50)
cio¢ F, = —kx, F, = —ky, F, = —kz. Le derivate miste sono tutte nulle, quindi F ¢
irrotazionale e quindi conservativa.

L’energia potenziale ¢ data da
1 1
V(l’, Y, Z) = 5]{57’2 = §k($2 + y2 + 22) ) (551)
tale che
F=-VV. (5.52)
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Forza di gravitazione

La forza di gravitazione universale ¢ una forza centrale definita come segue:

Mm
Quindi, in coordinate cartesiane si ha
F M :’3 (5.54)
x = —yMm ) :
(22 + 32 + 22)3
)
F, = —yMm , 5.55
! (22 + y2 + 22)2 (5:55)
F, = —~vMm A (5.56)
(22 4y + 2%)2
La forza cosi definita ¢ irrotazionale:
oF, OF,
— 3yMm L (5.57)
dy (2492 +22)2  Ox
e cosi per le altre componenti.
Il lavoro fatto dalla forza per andare da A a B (in R?) ¢ dato da:
B 17;]
LAVB:/ F-dr:/ F-rdt. (5.58)
Ay ta
D’altra parte r = ru, e v = ru, + rdur Sappiamo che
du,
1la,. 5.59
o L (5.59)
Siccome la forza ¢ lungo 4,, come si vede in Eq. (6.58), si ha che
: m . Mm
F.tdt = —y—57dt = —y = dr. (5.60)
Quindi
1 1
Layp = / T = yMm (— — —) , (5.61)
'p TA
= U(B) ) V(A) - V(B). (5.62)
Quindi 'energia potenziale assume la seguente forma
M
V() == (5.63)
r

tale che F = —VV.

88



5.5 Conservazione dell’energia meccanica

Noto il risultato del teorema delle forze vive, Lap = T(B) — T(A), dove Lag ¢ il lavoro della
forza F applicata al punto materiale P, di massa m, consideriamo F conservativa.
Per quanto detto due paragrafi fa, si avra

Lap=U(B)—-U(A) (5.64)
e quindi sostituendo nella formula del teorema delle forze vive:
T(B)—U(B)=T(A)—U(A). (5.65)

Questo importante risultato ci dice che se la forza che agisce su P é conservativa, la quantita
(T — U), che chiameremo energia meccanica totale del punto, si conserva durante il moto.
Conviene introdurre 1’energia potenziale di P, che non ¢é altro che U cambiata di segno:

V(z,y,z) = -Ul(z,y,2), (5.66)

con la quale, fra l'altro, F = —VV.

Se conosco 'energia meccanica totale in un certo punto O del moto, £ = T(0) + V(O),
I'equazione (5.65) mi dice che in ogni altro punto, la somma dell’energia cinetica e dell’energia
potenziale uguagliera F:

1
§mv2 +V=F. (5.67)

L’Equazione (5.67) ¢ un’equazione differenziale del primo ordine (ci sono le velocita), detta
equazione della conservazione dell’energia, che descrive il moto di P. E quindi un’equazione
che puo essere utilizzata nella soluzione di questo. E un’equazione scalare, quindi rimuove
un grado di liberta. Per sistemi ad un grado di liberta, quindi, da la soluzione del moto.
Essendo un’equazione del primo ordine, ¢, in generale, pitt semplice da integrare. Di qui la
grande importanza nella ricerca degli integrali prim: del moto, ovvero delle quantita che, sotto
particolari condizioni, si conservano (cioé sono costanti del moto).

5.5.1 Soluzione generale

Prendiamo per esempio un sistema ad un grado di liberta. Nel caso del punto materiale che
stiamo studiando, prendiamo il caso in cui la configurazione del punto sia descritta da un
parametro x. L’equazione della conservazione dell’energia si puo risolvere per quadrature. Si
avra: .

5mg‘:2 +V(z)=F, (5.68)

e quindi

2
i =+ —(E-V 5.69
b=y 2 (B Vi), (5.69)
e per separazione delle variabili
dx
£/ (B~ V(2))

= dt. (5.70)

Integrando la (5.70), con le condizioni iniziali che determinano E, si trova la funzione x(t)
ovvero 1’equazione oraria del punto P.
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Figura 5.1: Il pendolo.

5.6 Il pendolo

Consideriamo il pendolo in figura 5.1. Il problema é ad un grado di liberta. Inoltre I'unica
forza agente sul punto che fa lavoro ¢ la forza peso, che & conservativa (la tensione del filo &
sempre perpendicolare allo spostamento e quindi fa lavoro nullo). Quindi, possiamo utilizzare
I’equazioni di conservazione dell’energia

E=T+V, (5.71)
dove
1 .5

T = §m|r| : (5.72)
V= mgh=mgr(l —cosf). (5.73)

In coordinate polari si ha
r = ra,, (5.74)
r = 7, 4 rfug = iy, (5.75)

visto che 7 = 0, per cui |[r|? = r20%. Allora I'equazione della conservazione dell’energia si riscrive
come segue

1 .
imr2«92 +mgr(l —cosf) = E. (5.76)

L’energia meccanica F ¢ da determinarsi sapendo le condizioni iniziali. Supponiamo di lasciare
il pendolo a t = 0 in § = 6y da fermo, 9(0) = 0. L’energia meccanica iniziale ¢ semplice da
calcolare. Infatti, siccome il pendolo viene lasciato da fermo, ’energia cinetica é nulla. Si avra
quindi soltanto energia potenziale

E =mgr(1—cosby). (5.77)
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Quindi la (5.76) diventa
1 .
§mr292 + mgr(costy — cosf) =0, (5.78)

ovvero

0% + 2—g(cos 0o — cosf) =0. (5.79)
r

Per provare che la (5.79) ¢ un integrale primo del moto, deriviamola rispetto al tempo e
otteniamo ’equazione del moto del pendolo. Si ottiene

0 = 29’9'+27gésm9,

. . . g .
— 2 (9 +sin 9) , (5.80)
e quindi per 6 # 0,

b+ 2sing=0. (5.81)

T

La soluzione generale della (5.79) ¢ la seguente:

2

% = :t\/7g(cose —cosb), (5.82)

ovvero

0 ¢
/ 40 :/ dt =t (5.83)
%o :t\/%g(cose — cosbp) 0

Piccole oscillazioni

Se § < 1 si puo espandere la (5.79) in serie di Taylor. Tenendo il secondo ordine (cos€ ~
1 —6%/2) si ha:
62+ 9602 —02) =0, (5.84)
r

che integrata da la

0 do
—t. (5.85)
/ +,/2(63 - 62)

Moltiplicando ambo i membri per w = 4/g/r, si ottiene

0
/ L (5.86)
[%

== (93 - 92)
Siccome ) 06
de / 0 d§ . < 0 )
- 4 ———= —darcsin| — |, 5.87
/90 +./(62 — 62) 1 £ /(1 -2 to (5.87)
si ha 0
arcsin <—> = twt, (5.88)
)
e quindi
0(t) = by sin (wt) , (5.89)

dove abbiamo preso la soluzione positiva in quanto per ¢ = 0 abbiamo posto # = 6, e non
9 - —90.
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5.7 Oscillatore armonico

Consideriamo adesso il punto materiale soggetto alla forza elastica di una molla (moto unidi-
mensionale). ’equazione di conservazione dell’energia si esprime come segue:

1 1
E = imﬁ + §kx2 : (5.90)
da cui
2F  k
T=d/ = — —2a2. (5.91)
m m

Quindi la soluzione generale ¢

x d t
/ —CE:/ dt =t —t.
o /20— ka2 Jho

Supponiamo che a t = 0 il punto materiale venga lasciato da fermo (#(0) = 0) in z = xy. Allora

(5.92)

1
E= ik;xg, (5.93)
e l'integrale (5.92) diventa
v dz
N E— 5.94
/:vo +/2k — 22 (594
che quindi da
x(t) = xqsin (wt) . (5.95)
5.7.1 Energia nell’oscillatore armonico

La soluzione generale del moto armonico unidimensionale puo essere espressa come
x(t) = Acos (wt + ¢) . (5.96)

Cerchiamo D'espressione esplicita dell’energia cinetica e dell’energia potenziale di tale moto.
Siccome

(t) = —wAsin (wt + @), (5.97)
si ha
Lo 1 9 0. o
T = gmd” = gmw A?sin® (wt + @), (5.98)
1 1 1
Vo= §k:'c2 = §kA2 cos® (wt + ¢) = §mw2A2 cos® (wt + ¢), (5.99)
cosicché
1 1
E=T+V = §mw2A2(sin2 (wt + @) + cos® (wt + @) = imw2A2 = cost , (5.100)

come deve essere.

Quindi, ’energia nel moto armonico oscilla sempre fra la sua forma cinetica e potenziale. Via
via che il punto si avvicina all’ampiezza massima x, ’energia cinetica si converte in energia
potenziale. In z = xy si ha tutta energia potenziale (il punto ¢ fermo), che poi comincia a
riconvertirsi in energia cinetica via via che il punto si riavvicina alla x di equilibrio, z = 0.
In x = 0 si ha tutta energia cinetica (velocita massima, nessuna azione della forza) e poi si
ricomincia.
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5.8 Teorema delle forze vive forze conservative e forze dis-

sipative
Abbiamo visto che
Lays=Ts—Ty. (5.101)
D’altra parte
B
Loy = / F -dr. (5.102)
Ay

Se F = > . F, e tutte le forze sono conservative, si ha la conservazione dell’energia meccani-
ca. Supponiamo, invece, che F = F,,; + Fy4, cioé che F sia data dalla somma di una forza
conservativa e di una dissipativa (non conservativa, per esempio un attrito). Allora

Fcons =-VV (5103)
e
B
/ Foons -dr =V4 — Vg (5.104)
Ay
Per F; invece 'integrale del lavoro va calcolato. In totale allora avremo
B
LA'yB :VA—VB—I-/ F,-dr, (5105)
Ay
e quindi
B
TB—TA:VA—VB+/ Fy-dr, (5106)
Ay
o anche 5
(TB + VB) — (TA + VA) = / F,; dr. (5.107)
Ay

NB. Scriversi sempre il teorema delle forze vive per esteso, come in (5.106) e poi svolgere
I'integrale stando attenti al segno del prodotto scalare (se la forza é dissipativa si oppone al
moto e quindi verra fuori un segno negativo). Solo cosi si evitano errori di segno nell’applicazione

della (5.106).
5.9 Energia potenziale ed equilibrio

L’equazione cardinale della statica asserisce che condizione necessaria e sufficiente affinché un
punto materiale inizialmente in quiete, soggetto alle forze F; rimanga in quiete é che la risultante

sia nulla
> F;=0. (5.108)

Supponiamo, adesso, che tutte le forze F; che appaiono nella (5.108) siano conservative. Allora
sara possibile trovare un’energia potenziale, eventualmente somma delle varie energie potenziali
delle singole forze, se queste non hanno origine comune, V' (x,y, z) tale che

> Fi=F=-VV. (5.109)
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Adesso, F = 0 se e solo se VV = 0. Quindi, le condizioni di equilibrio vanno ricercate tra
quelle configurazioni, compatibili con i vincoli, che rendono stazionaria l’energia potenziale.

Questo risultato ¢ molto importante, poiché da uno strumento potente nello studio dell’e-
quilibrio dei sistemi vincolati. Infatti, quando scriviamo ’energia potenziale, automaticamente
teniamo conto dei vincoli introducendo 'opportuno numero di parametri indipendenti, atti ad
individuare la configurazione del sistema. La differenziazione sara fatta, allora, rispetto a questi
parametri.

Il punto stazionario puo essere di massimo, di minimo o di flesso. Nei tre casi cambiano
le caratteristiche dell’equilibrio. Si dice di equilibrio stabile una configurazione per cui una
variazione infinitesima dei gradi di liberta, fa si che il sistema rimanga in un intorno della confi-
gurazione di equilibrio. Per intenderci meglio, consideriamo un punto materiale in equilibrio nel
punto pitt basso di una valle, sotto I’azione della forza peso. Questa ¢ una posizione di equilibrio
stabile, perché, se proviamo ad allontanare un po’ il punto da questa, non se ne discostera mai
indefinitamente. Se invece mettiamo il punto sulla cima di una collina (il punto di massimo
¢ di equilibrio), questa sara una configurazione di equilibrio instabile. Infatti allontanatolo un
po’, se ne discostera indefinitamente. Anche il flesso é instabile, poiché da una parte si ripete
la condizione appena analizzata. La stabilita si ottiene se la derivata seconda dell’energia po-
tenziale ¢ positiva, cio¢ in corrispondenza dei punti di minimo relativo. Si puo avere, infine,
anche una situazione di equilibrio indefinito. Cio avviene in configurazioni in cui non solo la
derivata prima si annulla, ma anche le derivate di ordine superiore (per esempio un tratto in
cui il potenziale é piatto).

Prendiamo per semplicita un caso unidimensionale V' = V/(z) e visualizziamo i punti di
equilibrio.

V(ZL’) A

x T2 T3 Ty t

Per x = x; 'energia potenziale ha un massimo e quindi il punto materiale ¢ in un punto
di equilibrio instabile. Per x = x5 'energia potenziale ha un minimo e ’equilibrio ¢ stabile.
Per x = 3 si ha un punto di flesso, quindi ’equilibrio & instabile, poiché comunque si sposti
il punto materiale, questo andra a cadere nella buca di potenziale dalla parte di z > x3. Per
x = x4 'equilibrio ¢ indifferente.

Per capire come mai il punto x = x; € detto di equilibrio instabile, consideriamo un piccolo
spostamento dalla posizione di equilibrio, e vediamo cosa succede. Se lo spostamento dz é
positivo (quindi da z; si sposta leggermente il punto materiale verso ) la derivata dell’energia
potenziale sara negativa, quindi la forza che agisce sul punto materiale, essendo F' = —% sara,
positiva e quindi tendera ad allontanare ulteriormente il punto materiale da * = z;. Se lo
spostamento ¢ negativo, la derivata di V(z) é positiva e quindi la forza é negativa e quindi
ancora una volta allontana ulteriormente il punto materiale dalla situazione di equilibrio.

Nel caso dell’equilibrio stabile succede I'opposto. Se da z = x5 ci si discosta con un dx

positivo (si va verso x3), la derivata di V(z) & positiva e quindi la forza ¢ negativa e richiama
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il punto materiale verso z. Analogamente, se il dxr & negativo (si va verso x1) la derivata
dell’energia potenziale ¢ negativa e quindi la forza ¢ positiva e richiama il punto verso xs.
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Capitolo 6
APPUNTI SULLA GRAVITAZIONE

La Legge di Grazitazione Universale ¢ uno dei pit grandi successi di Newton, che riesce a
sintetizzare in una formula matematica le osservaziont sperimentali fatte dai grandi astronoms
che lo precedono.

In particolare, si deve sottolineare l'importanza di Copernico che nella prima meta del Cin-
quecento cambia la prospettiva nella concezione dell’Universo, e le raffinate osservazioni di
Tycho Brahe, negli ultimi 20 anni del Cinquecento. Keplero, allievo di Brache, sulla base di
queste osservazioni enuncia, nei primi 20 anni del 1600, le sue tre Leggi. Sono Leggi “descritti-
ve”, “fenomenologiche”, non sono formulate come “leggi fisiche”, non costituiscono un modello.
Co non di meno, sulla base di queste leggi empiriche e del secondo Principio, Newton da la
spiegazione dinamica del movimento dei pianeti intorno al Sole, facendo anche di pit, ovve-
ro capendo la portata del suo modello che assurge a Legge Universale, cioé valida anche per
fenomeni che non si pensava potessero essere correlati.

6.1 Leggi di Keplero

Prima Legge. I pianeti si muovono intorno al Sole su orbite ellittiche di cui il Sole
occupa uno dei fuochi.

Seconda Legge. Il raggio vettore (che unisce il Sole al pianeta durante il suo moto)
spazza aree uguali in tempi uguali (la velocita areolare é costante.

Terza Legge. Il rapporto fra il quadrato del periodo di rivoluzione e il cubo del
semiasse maggiore dell’ellisse € una costante uguale per tutti i pianeti.

Introduciamo adesso alcuni concetti di cui abbiamo bisogno in seguito e andiamo poi a
derivare la Legge di Gravitazione Universale partendo dalle Leggi di Keplero.

6.1.1 Velocita areolare

Dall’analisi & noto che I'area di una superficie piana chiusa, S, si puo calcolare con un integrale
di linea, esteso alla curva che la delimita. Dato che tale curva é esprimibile, perlomeno a tratti,

come y = y(z) o x = z(y), si ha:
S:j{xdy:—%ydx (6.1)
9
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e quindi
1 1
Szi%(xdy—ydx):§%||r/\dr||, (6.2)

dove r = 28 + y& and dr = daB + dy&. Essendo dr = %dt = vdt, si ha anche

1
S:§%||r/\det, (6.3)
da cui ]
S:§Hr/\v||. (6.4)
Esprimendo r in coordinate polari, si ha

r=ra,, T©=7r 460y, (6.5)

A~

e considerando che u, A1, =0 e 0, Ay =Kk, si ha

1 ...

S = 5r29k, (6.6)
ovvero per il modulo:
A

6.1.2 Ellisse in coordinate cartesiane
Siano dati due punti nel piano, Fj e F, a distanza 2c¢ fra di loro, I} = (—¢,0) e F» = (¢, 0).

Definizione 6.1.1 Si dice Ellisse il luogo dei punti P tali che PFy + PFy = 2a con a € Ry
tale che a > c.

Fi e F; sono detti fuochi dell’ellisse e ¢ € la distanza focale.
In coordinate cartesiane quindi si ha

VE+e)?2+yr+(z—c)2+1y2=2a, (6.8)
ovvero, portando una delle radici a dx dell'uguale e quadrando

(+e)+yP=02a—V(r—c)?+y2)? =4’ + (z+ )’ +y> —da/(x — )2 +12. (6.9)

Rimettendo a fattore la radice e quadrando di nuovo, si ha

a’(x +¢)* + a®y* = a* + *2° + 2ca’z, (6.10)
o anche
(a®> =) 2* +a*y* = a* (a® — 7). (6.11)
Poniamo
a? —c? = b (6.12)

che ¢ positivo visto che a > ¢. Allora
v’ a? +ay? = a’b?, (6.13)
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Figura 6.1: Ellisse in forma canonica relativa agli assi

e dividendo per a?b? si ottiene la forma canonica relativa agli assi dell’ellisse:
— + o 1. (6.14)
Il semiasse a ¢ il maggiore, visto che b2 =a? - ? < ad’
mostrata in Fig. 6.1.

Calcoliamo D'area dell’ellisse. Risolvendo la (6.14) in due rami y(z) = £4/b% (1 — ‘ac—z), si
trova la superficie per esempio integrando uno dei due rami e moltiplicando per 2. Si ha

S = 2/ dx_Qb/ \/7 (6.15)

L’ellisse espressa in Eq. (6.14) ¢

= |x=uasinf, dr=acosfdl|,
= 2ab/2 cos? 6 d# (6.16)
-3
— oo = M' ,
2
ab [T
= 5 (14 cosx)dr = mab. (6.17)
Il rapporto
c
= _ 6.18
o=t (6.18)

é detto eccentricita dell’ellisse. Siccome a > ¢ si ha 0 < e < 1. Per e = 0 si ha ¢ = 0 e quindi
’ellisse degenera in una circonferenza. Per e — 1, invece, ¢ — a e quindi I'ellisse ¢ sempre piu
schiacciata e al limite degenera nel segmento che unisce i fuochi.
Ponendo ¢ = ae, si ha
V¥ =a*—c* =a*(1—¢é%) (6.19)
e quindi
b
—=v1-—-e2. (6.20)

a

6.1.3 Ellisse in coordinate polari

Con riferimento alla figura qui di seguito, costruiamo adesso I’equazione dell’ellisse in coordinate
polari.

Abbiamo
PR = 12, (6.21)
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2

PF, = r*+4(2¢)* — 2r(2c) cos b, (6.22)
= 12 +4c* — drccosf, (6.23)

per cui
V12 4 4c® — drccosO +r = 2a. (6.24)

Portando r a dx dell’'uguale e quadrando, si ha
ra(l —ecosf) = b*, (6.25)
dove abbiamo utilizzato le (6.19,6.20). Ponendo p = b?/a, si ha infine

1 1
i (1 —ecosh) , (6.26)

equazione dell’ellisse in coordinate polari.

6.2 Da Keplero a Newton

Prima di derivare la Legge di Gravitazione Universale dalle Leggi di Keplero, facciamo alcune
considerazioni

e Prendiamo un SdR centrato sul Sole e facciamo l'ipotesi che sia “inerziale”. In questo
sistema il Sole ¢é fisso e vale il Secondo Principio nella sua forma pit semplice, F = ma.

e Il pianeta ed il Sole sono entrambi approssimabili come punti materiali (ottima approssi-
mazione).

e Il moto di un pianeta, sul quale ci concentriamo, non viene perturbato dal moto degli altri
pianeti che che girano intorno al Sole. Praticamente considero un sistema Sole-pianeta
isolato.

Fatte queste approssimazioni iniziali (che rispecchiano in realta quello che Brache e Keplero
vedevano, con 'accuratezza dell’epoca, passiamo ad analizzare le tre Leggi e vediamo cosa ne
possiamo ricavare.

6.2.1 Le orbite sono piane ...

Se le orbite sono piane, vuol dire che r e v giacciono sempre sullo stesso piano. Consideriamo
il momento angolare del pianeta rispetto al Sole, che coincide col nostro centro del SdR O.
Siccome il moto é piano, posso considerare le coordinate polari. Abbiamo

Lo =r Amv = i, A m(it, + rfig) = mr’fk. (6.27)

Siccome r e v sono sempre sul piano del moto, Ly ¢ un vettore con direzione costante.
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6.2.2 La velocita areolare é costante ...

Abbiamo visto che )
S = 57’29 = cost . (6.28)

Allora Lo é costante anche in verso e modulo. Quindi é un vettore conservato durante il moto
Lo=0. (6.29)

Siccome Lo = My, dove M ¢ il momento della forza che agisce su P rispetto all’origine O, si
ha automaticamente che .

Essendo
Mo =rAF, (6.31)

con r,F # 0, se ne deduce che r || F. Cio¢ il vettore forza gravitazionale & lungo il raggio
vettore che unisce il Sole al pianeta.

Un altro modo per vedere la stessa cosa ¢ il seguente. Scriviamo 1’accelerazione generica in
coordinate polari. Avremo

a — %(@wéﬁg) o (6.32)

= (i —r0*)a, + (270 + rf)ty, (6.33)
o Ld

= (=76, + ;E(ﬁe)ue . (6.34)

Siccome 726 = 25 = cost, il pezzo lungo 1y si annulla, e quindi

a=(i—rf’)u,, (6.35)

F =maxu,. (6.36)

6.2.3 Andamento 1/r?

Mostriamo che dal fatto che 'orbita ¢ ellittica si trova

1
laf} o< = - (6.37)

Ricordiamo che al momento abbiamo stabilito che
. L 1 1
0 =—— — ==(1—ecosb). (6.38)

9
mr r P

Per trovare I'accelerazione, per la (6.35) dobbiamo trovare 7 e 162,

Si ha

. -dr L dr
=0 = (6:39)
Inoltre i1 dr d1 14
al_adrat " (6.40)

dor — dOdrr  r2df’
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da cui

- 6.41
do mdf r ( )
Allora
L d1
o %2 6.42
" mdfr’ (6.42)
- dr L L d*1 L? a1
o= = - (2 )= = - = 6.43
: do  mr? ( m df? 7“) m2r2 df?r (6.43)
Considerando 1'equazione della traiettoria si ha
1 & e e 11
— = [—Zcosh) ==-cosh=-—=. 44
= I ( pcos ) pcos i (6.44)
Quindi, in totale
. L? 1 1 I? 1 I? 1
a=r-rf m2r? (p 7“) m2r? r m2p r? (6.45)
Si ottiene allora che
I? 1
¢ I? 1
F=ma=—-——u,. (6.47)
mpr

Siccome L?/(mp) > 0, si trova che la forza ¢ diretta lungo il raggio, verso il Sole (attrattiva) e
che ha un modulo che va come l'inverso del quadrato della distanza del pianeta dal Sole.

6.2.4 Dalla Terza Legge ...

Facciamo vedere adesso che si ha 12
— xm. (6.48)
mp

Utilizzando la terza legge otteniamo che
T2
=k. (6.49)

a3

Essendo la superficie dell’ellisse S = 7wab, e S = cost = (r20)/2, se T & il periodo di
rivoluzione del pianeta si ha

S = mab= ST, (6.50)
dovcul ,  S* w2d*? Arn’mPdib?
=2 -T07 T (6.51)
FTE L
¢ T2 4 2,1,2 b2
LI (6.52)

a3 L? a
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Ma b?/a = p, per cui

A1 m?
T2 p==k, (6.53)
da cul infine 72 42
T
— = —m. 6.54
i (6.54)
La (6.54) ci dice che
m
F = —k/r—2ur ) (6.55)
Per considerazioni di simmetria si trova che
kK =~M, (6.56)

dove M ¢ la massa del Sole. Per cui infine si trova la Legge di Gravitazione Universale

M
F = —yr—;nﬁT , (6.57)

dove v ¢ la costante di Gravitazione Universale e vale v = 6.670 - 107 N m? kg=2.

6.3 Da Newton a Keplero

Consideriamo adesso il problema inverso, ovvero la soluzione del moto di un punto materiale P
soggetto ad una forza centrale di tipo gravitazionale. Mettiamoci in un sistema di riferimento
centrato nel Sole. Supponiamo che tale sistema di riferimento sia inerziale. In realtd non lo
sara per il fatto che il Sole comunque si muove sotto ’azione della forza di attrazione dovuta
al pianeta. Noi perd per il momento non considereremo questo moto, rimandando per una
trattazione piti completa al capitolo ?77.

Quindi, il punto P, di massa m, é soggetto alla forza centrale

M
F = —yr—;"m —Em, (6.58)

dove abbiamo introdotto il campo gravitazionale
E=—=——1u,, (6.59)
r

in analogia col campo elettrico. Si puod pensare ad E come al fatto che la massa M modifica le
proprieta dello spazio circostante inducendo un campo tale che se poniamo in un certo punto
a distanza r dalla massa M una “massa sonda” m, questa viene attratta con forza pari alla
(6.58).

La forza (6.58) ¢ conservativa ed ha come energia potenziale la seguente funzione

M
V() = —==. (6.60)

tale che
F=_-VV. (6.61)
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Siccome la forza ¢ centrale, il suo momento rispetto all’origine del sistema di riferimento
(cio¢ rispetto alla posizione del Sole) ¢ nullo

Mo =1rAF=0, (6.62)

da cui decudiamo subito che .
Lo=0 (6.63)

e quindi che il vettore Lg si conserva (cioé é costante in modulo direzione e verso durante il

moto). Siccome
Lo=rAmv, (6.64)

la costanza di Lo si traduce nel fatto che il moto ¢ un moto piano. Quindi stiamo cercando la
soluzione di un problema con 2 gradi di liberta e per ottenerla avremo bisogno di 2 equazioni
differenziali scalari.
Se il moto é piano, possiamo descriverlo usando le coordinate polari, nel piano della traiet-
toria. Quindi avremo: .
r=ru,, r=ru, +roug. (6.65)

Le due equazioni scalari permetteranno di determinare le due funzioni orarie

r = r(t), (6.66)
6 = 0(t). (6.67)

Come equazioni differenziali abbiamo a disposizione due integrali primi del moto, che de-
rivano dalle due leggi di conservazione: la conservazione dell’energia meccanica, visto che F ¢
conservativa e la conservazione del momento angolare, visto che F ¢ anche centrale.

Troviamo ’energia cinetica del pianeta. Avremo

1

1 .
T = 5my|1'~y|2 = §m(7'“2 +726%). (6.68)

L’energia potenziale dipende solo da r ed ¢ data da

yo_gMm (6.69)

r

Quindi, ’equazione di conservazione dell’energia meccanica é

Mm_
— =

%m(ﬁ +720%) - G E. (6.70)
Consideriamo adesso il momento angolare del pianeta rispetto al sole, fisso in O:
Lo =r Amv = ra, A m(ra, + i) = mr?fk, (6.71)
ed é costante (in modulo, direzione e verso). Se indichiamo con L il modulo di Lo

L = ||Loll, (6.72)

la conservazione del momento angolare da

=—. (6.73)

mr?
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Il sistema di equazioni del moto che dobbiamo risolvere ¢ quindi

1 (p2 202\ _ g Mm _
{gm(rLer 0°) — G = E, (6.74)
0=—"5.

m

La seconda equazione da 6 in funzione di r, quindi se sostituiamo questa espressione nella
prima equazione, troviamo un’equazione differenziale nella sola 7:

L s + -G =K. (6.75)

Risolvendo questa equazione, si potra ricavare r(t) e sostituirlo nella (6.73), per poi integrare
e trovare anche 6(t).
Studiamo 1'Eq. (6.75). Si tratta di un’equazione per un moto unidimensionale, parametriz-

zato da r(t), dove lenergia cinetica
1

T = §m7‘2 (6.76)
si somma ad un’energia potenziale “efficace’
L? Mm
Vg = — , 6.77
= omp2 T ( )

che dipende solo da r. Vs ¢ la somma di due pezzi: '’energia potenziale della forza gravitazio-
nale e l'energia potenziale della forza centrifuga che agisce sul pianeta nel SAR che gira con (t)
intorno al sole insieme al pianeta. In questo SAR non inerziale, noi vediamo il pianeta muoversi
solo lungo il raggio (moto unidimensionale, appunto).

Se rappresentiamo V¢ in funzione di r, otteniamo il grafico in figura

Caso con momento angolare non nullo

Se L # 0, fissati E e L il pianeta pud assumere soltanto le configurazioni tali che
Vers < E. (6.78)

Il pianeta ha un moto finito solo se £ < 0. Se £ > 0 il pianeta si allontana indefinitamente dal
sole (per t — —o0 e/o t — 00).

Nel caso in cui, invece, si abbia E < 0, si deve per forza avere £ > E,;,. Se E,.;, < E <0,
l'orbita del pianeta ¢ chiusa ed ellittica (si vedra dopo il perché) e oscilla fra una distanza
minima, 7,,;, € una massima 7,,,, dal Sole. In r,,;, € in r,,., si ha 7 = 0, mentre in ry 7 assume
il suo valore massimo.
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Se, dato sempre L # 0, si ha E = E,,;,, la traiettoria ¢ circolare (moto circolare uniforme)
con r = rq. 1l valore di r¢ si trova estremando la funzione V,f¢(r):

d‘/eff L2 Mm
- _ =0 6.79
dr mr3 + ¢ 72 ’ (6.79)
da cui si ricava (r # 0)
L2
S 6.80
7o GMm? ( )
e di conseguenza
M?m3
2
Vers(ro) = . = =G =~ (6.81)
Se F = 0 la traiettoria & parabolica, con v — 0 per r — o0.
Se F/ > 0 la traiettoria é iperbolica e v — const per r — 00.
in tutti questi casi (L # 0) il pianeta NON cade mai sul Sole.
Caso con momento angolare nullo
Se L =0, si ha
Mm
Vegp ==9——, (6.82)

che ha I'andamento in figura.

Allora, se il pianeta parte ad una certa distanza ry dal Sole ed ha una velocita tale che

E < 0, si allontanera al massimo fino a 7,,,, € poi tornerd a cadere sul Sole. Se v ¢é tale che

E =0, riuscira ad allontanarsi indefinitamente arrivando con v = 0 all'infinito (r — oo). Tale
velocita ¢ detta “velocita di fuga’ vy e si ricava da

L,

Mm
§mvf -G - =

vy = \/2Qr£. (6.84)

Si vede che la velocita necessaria per sfuggire all’attrazione gravitazionale dipende dall’inverso
della radice quadrata di r;,. Quindi, piu si parte distanti dal Sole, piu piccola é la velocita di
fuga.

0, (6.83)

ovvero
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6.3.1 Traiettoria e terza legge di Keplero

Vediamo adesso come risolvere il sistema di equazioni del moto ottenendo direttamente la

traiettoria r = r(#). Dall’Eq. (6.75) si ha

d L M
S + 26 —. (6.85)
T

dt m  m2r?

Questa equazione insieme all’equazione di 6 da la forma parametrica della traiettoria. Noi pero
vogliamo la forma esplicita r = r(#). Abbiamo

dr dr 1 mr?dr mr? [2F 12 M
=T =7 T 4 = 20 — 6.86
do  dt % L dt L m  m2r? + 26 r’ ( )
da cul si trova I p
do = +— ! _ (6.87)
mr % - m27"2 + 2g M

La radice é reale se

2F L?

m m2r?

_9g % | (6.88)

Integrando termine a termine, si ottiene:

o(r) "1 dr
/ dd =0(r)—0(rg) = j:L/ — ) (6.89)
0(r0) o T f2m (B + 26 M) - 1
Poniamo )
L 2F L2
- = 1 E— .
P G e + G (6.90)

Allora I'Eq. (6.89) si trasforma in

"dr D
0 == — . 6.91
KRR e v R A e e
Infine: b e
— £ + —_
0(r) — 0(ro) = F arccos ( Te ) + arccos (TOT) : (6.92)

Poniamo ry = a + ¢ e 0(ry) = 0, cioé¢ facciamo una rotazione degli assi per avere la conica in
forma canonica. Allora ...

Si ottiene
P 1-ecos(0), (6.93)

,
che ¢ I'equazione di una conica in coordinate polari.
L’eccentricita é data dall’equazione

/ 2E L2
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quindi a seconda del valore di E possiamo avere i seguenti casi:

E<0 — e<1l — ellisse, (6.95)

E=0 — e=1 — parabola, (6.96)

E>0 — e>1 — iperbole. (6.97)
Se G2M2m3
m

si ha e = 0 e quindi una circonferenza.

Terza Legge di Keplero

Abbiamo quindi ritrovato la Prima e la Seconda Legge di Keplero. Per trovare la Terza basta
notare che

) 1 . L
S =mab= ST = §r92T =57, (6.99)
da cui b
T =27 "% (6.100)
L
€
T2  4Am*m?a?b? 42
a’ L%a? GM’ (6.101)

che ¢ appunto una costante per tutti i pianeti.

6.4 Teorema di Gauss

Vediamo adesso come ¢ fatto il campo generato da una certa distribuzione di massa, in partico-
lare in alcuni casi molto simmetrici. Per fare cid enunciamo e dimostriamo il teorema di Gauss,
che ci dice come é fatto il flusso del campo gravitazionale. Intanto introduciamo il flusso di un
vettore attraverso una superficie.

Sia v = v(r) un campo vettoriale su R? (cio vuol dire che in ogni punto r di R? ¢ definito un
vettore v(r) che dipende dal punto). Consideriamo una superficie S in R? e sia dS 1’elemento
di superficie. Definiamo dS il vettore che ha per modulo dS e per direzione e verso quelli del
versore n normale al dS in quel punto:

dS = dSh. (6.102)

La normale alla superficie ha verso che sara definito in modo convenzionale. Per esempio si
puo decidere di definire la normale “esterna” (ovvero che punti dalla parte della convessita della
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superficie stessa). Se la superficie ’é chiusa, per esempio, la normale in ciascun punto quindi
rimane sempre esterna alla superficie stessa.

Definizione 6.4.1 Si dice flusso d¢ elementare del vettore v attraverso dS la quantita
dp=v-dS =v-ndS = ||v| cosfdS. (6.103)

I1 flusso attraverso la superficie finita S sara dato dall’integrale su S del d¢:

gb:/v-dS:/HVH cosfdS. (6.104)
s s

Il campo gravitazionale

M .
G = —g ﬁur y (6105)

definisce un campo vettoriale in R?. Troviamo il flusso di G attraverso una superficie chiusa
contenente la massa M che genera il campo:

e ae _ g [ s0)ds
¢ = /SG dS—/SGcos(H)dS— QM/S 2

Sy,
_ oM / 5. (6.106)
s T
dove dS,, é I'elemento di superficie normale (perpendicolare ad n).
Si ha che s

é proprio la definizione di elemento di angolo solido. Questo non dipende da r, come si vede in
figura.

Quindi, abbiamo
o= —QM/ dQY = —4r GM , (6.108)
S

indipendente dalla posizione che M occupa dentro S.

Nel caso in cui la superficie chiusa attraverso la quale vogliamo valutare il flusso non contenga
la massa M, il flusso si annulla. Infatti per ogni elemento di superficie con d.5,, positivo, ce ne
sara uno con d.S,, negativo tali che il contributo dei corrispondenti df2 all’integrale si annullino.

Abbiamo dimostrato il
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Teorema 6.4.2 (di Gauss). 1l flusso del campo gravitazionale attraverso una superficie chiusa
S, che contenga la massa M che genera il campo, é proporzionale ad M e indipendente dalla
posizione che M occupa dentro S. Se M é esterna alla superficie chiusa S, si ha che il flusso
é nullo.

. Il fatto che il campo vada come 1/r? ¢ cruciale per la ricostruzione dell’angolo solido,
che quindi non dipende da r.

. Il teorema di Gauss vale per qualunque massa interna alla superficie S. Se abbiamo
pitt masse, My, My, ... , M, interne ad S, si avra che il flusso totale sara dato da

©=) ¢i=-47G> M. (6.109)

6.4.1 Distribuzione di Massa a simmetria sferica

JUPPE T . Supponiamo adesso di non avere una mas-
’ T sa puntiforme, ma di avere una distribuzione
P g continua di massa P di densita costante p (e
‘ massa M) a simmetria sferica, con raggio r.
. Avremo che
4 3

M = pgmr. (6.110)

Prendiamo la superficie sferica S, concentrica
a P, di raggio R. Per ragioni di simmetria il
campo G(r) sara lo stesso su ogni punto della
sfera e non dipendera dal vettore r, ma solo
dal suo modulo 7:

G(r) = G(r). (6.111)
In ogni punto si avra
G(r) = -G(r)u,, (6.112)
per cui, attraverso la superficie sferica S il flusso sara dato da
¢ = / G-dS = -G(R) /dSn = —G(R)4TR?. (6.113)
S S
D’altra parte il teorema di Gauss ci dice che
¢»=-G4rM (6.114)
e uguagliando Eq. (6.113) ed Eq. (6.114) si ottiene
M
G(R) =G5 (6.115)
oVVero M
GR) = —Qﬁﬁr. (6.116)

L’Eq. (6.116) ci dice che una massa estesa a simmetria sferica genera, per R > r, un campo
gravitazionale uguale a quello generato dalla stessa massa M come se fosse concentrata nel
centro della sfera P.
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Andamento del campo gravitazionale interno alla sfera

Ci possiamo chiedere quale sia I’andamento del campo gravitazionale all’interno della sfera P,
ovvero per un R tale che R < r. Per capire questo andamento, consideriamo una sfera S
concentrica a P ma di raggio R < r e consideriamo il flusso del campo gravitazionale generato
da M attraverso questa sfera.

Il teorema di Gauss ci dice che il flusso attraverso tale superficie dipendera soltanto dalla
massa interna alla superficie stessa e quindi

¢»=—-G4dr M(R), (6.117)
dove adesso
4 4 R3
M(R)=p-mR°=M—. (6.118)
3 73
Troveremo quindi
M(R) . MR |
G(R) = —g R2 u, = —gjur, (6119)

con R < r. In totale

G(R) = (6.120)

—Q%ﬁr R<r
—(]%ﬁr R>r.
Quindi, 'andamento in R del campo gravitazionale € lineare all’interno della sfera e all’esterno

ha I'usuale andamento con l'inverso del quadrato di R.

|G(R)| 4

r2

\/

6.4.2 Misura della costante di gravitazione universale

Esperimento di Cavendish del 1798.

6.4.3 Forza peso

Una delle intuizioni pitt importanti che ebbe Newton ¢ il fatto che la Legge di Gravitazione
sia una legge fisica e, per tanto, “generale”’, cioé in grado di spiegare anche fenomeni che appa-
rentemente possono sembrare non correlati al moto dei pianeti, ma che invece dipendono dalla
stessa interazione grazitazionale. Uno di questi ¢ la caduta dei gravi e lo studio del campo di
“gravita” cosi come lo conosciamo noi sulla Terra.

Vediamo come é fatto il campo gravitazionale sulla superficie terrestre e cerchiamo di capire
cosa in realta misuriamo come accelerazione di gravita g.
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Consideriamo la Terra come una distribuzione di massa a simmetria sferica. Il campo
gravitazionale a distanza h dalla superficie terrestre ¢ quindi determinato dal teorema di Gauss
ed ¢ dato da

My . My My 20\ .
G(Rr+h)=-Gr——cil, = - G—— i, ~ G (1 - —) a,, (6.121)
(Rr + h) R (1 N RLT) RZ, Ry

dove abbiamo sviluppato al primo ordine in h/Rp ~ 107°. Si capisce quindi come, in questa

approssimazione di distribuzione di massa perfettamente sferica, G sia sempre diretto verso il

centro della Terra e il suo modulo cambi al cambiare dell’altezza relativa alla superficie terrestre.

Il cambiamento pero € molto piccolo sulle scale tipiche degli esperimenti in laboratorio. Infatti,

il termine 2h/ Ry ¢ dell’ordine di 107 su una variazione di altezza dell’ordine di 100m.
Possiamo riscrivere la (6.121) come segue

2h
G(Rr+h) = =Gy (1 — —) a, , (6.122)

Ry

dove 11 21, —2 24
My 6.66-107" Nm“kg = - 5.97- 10" kg 5

Co=9% (6.37 - 10°)°m? )-8 ms (6.123)
Nonostante il valore numerico evocativo,
A o . G non ¢ ancora il valore del modulo dell’acce-

lerazione di gravita che misuriamo sulla Terra,
perché bisogna ancora tenere conto del fatto
che siamo su un SdR non inerziale (la Terra
gira su sé stessa, oltre che intorno al Sole, etc
Prendiamo in considerazione soltanto la
rotazione terrestre intorno al suo asse. La ve-
locita angolare ¢ w = 2w /T = 7.27 - 1079571
Consideriamo una misura statica della forza
di gravita che agisce su un punto materiale di
massa m, quindi la forza di Coriolis non gio-
chera alcun ruolo. Supponiamo di essere alla
latitudine 6. Allora la forza peso, Fp, che agisce sul punto materiale di massa m posto sulla
superficie terrestre é la somma vettoriale della forza di gravitazione e della forza centrifuga:

Fp=F,+F., (6.124)
dove
F, = -mGot,, (6.125)
F, = mw’dé =mw?Rycos(0)¢, (6.126)
= mw?Ry cos? (0) 0, — mw? Ry cos (0) Gy . (6.127)
Quindi
Fp =mg =m [(mw’Ry cos® (§) — Gy) &, — (mw*Rycos (6)) Gy . (6.128)
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Si vede dalla (6.128) come, tranne all’Equatore o al Polo Nord, la forza peso NON sia diretta
esattamente verso il centro della Terra (neanche nell’approssimazione molto simmetrice che
abbiamo fatto). Inoltre, in modulo la forza peso ¢ maggiore al Polo Nord (dove si annulla la
forza centrifuga) e minima all’Equatore, dove la forza centrifuga ¢ massima. Questa variazione
¢ comunque piccola (dell’ordine del per mille).

6.5 Esercizi

6.5.1 Potenziale centrale elastico

6.5.2 Potenziale centrale lineare in r
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Capitolo 7

APPUNTI SUI SISTEMI DI PUNTI
MATERIALI

7.1 Prima equazione cardinale e centro di massa

Prendiamo in considerazione un sistema di n punti materiali in un SdR inerziale 3. Per ogni
punto varra la seconda legge di Newton

Fz’ = mya; , (71>

dove 7 sta ad indicare I'i-esimo punto ed F; € la risultante di tutte le forze che agiscono su
questo. Cerchiamo di ricavare qualche informazione utile, sul moto del sistema, da queste n
equazioni. Sommiamo su ¢:

dove Q ¢ la quantita di moto totale del sistema e R la risultante delle forze agenti sul sistema.

Conviene, a questo punto, fare una distinzione fra le forze che agiscono sull’i-esimo punto
materiale. Ci sono forze che agiscono sul sistema dall’esterno, che chiameremo forze esterne e
sono quelle le cui reazioni, nel senso del terzo principio, non sono applicate a punti del sistema
stesso. Ci sono poi forze, che agiscono sui singoli punti, dovute alle interazioni con gli altri
punti del sistema: queste forze verranno chiamate forze interne ed avranno reazioni applicate
a punti del sistema stesso. Si potra scrivere, allora:

R = Z F, = Z F;nt + Z Ffmt _ Rint + Remt . (73)

Per il terzo principio si ha
R™=)"F" =0, (7.4)
i
in quanto le forze interne sono a due a due uguali in modulo e direzione, hanno la stessa retta
di applicazione e verso opposto, come in figura 7.1.
Si arriva cosi alla Prima Cardinale della dinamica dei sistemi:

R =) F = Q. (7.5)

2
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fi.;
fl] fji fzy
fri = —fi
£ = —1fi;
7
£i £ T

Figura 7.1: Forze interne in un sistema di punti materiali.

E chiaro che la prima cardinale ¢ un’equazione che da delle informazioni parziali sulla dinamica
del sistema studiato. Infatti siamo partiti da n equazioni vettoriali e siamo arrivati ad una sola.
In pin si sono perse completamente tutte le informazioni relative alle forze interne. L’utilita
di una trattazione si fatta risiede soprattutto nello studio del corpo rigido, per il quale si
dimostra che le due cardinali (la seconda sara derivata nel prossimo paragrafo) sono sufficienti
a determinarne univocamente il moto.

Troviamo adesso una forma un po’ pit comoda della (7.5).

Introduciamo un punto particolare, il centro di massa del sistema, individuato dall’equazione

> m M ’

cio¢ la media, pesata sulle masse, dei raggi vettore dei singoli punti del sistema. Il centro di
massa ha una notevole proprieta: derivando rispetto al tempo la (7.6) si trova:

Mvg = Zmivi =Q (7.7)

ovvero, il centro di massa si muove come un punto che abbia la massa totale del sistema e la sua
quantita di moto. Derivando ancora rispetto al tempo, si trova la forma della prima cardinale
che stavamo cercando:

Mag=Q =) F{ =R, (7.8)

Il centro di massa del sistema ¢ un punto geometrico che riassume le caratteristiche del
sistema stesso. Non € necessariamente un punto del sistema.

Se il nostro sistema & un sistema continuo, per trovare il centro di massa, invece di una
somma bisognera fare un integrale

1 1
—0)=— [(P—-0)dm=— P—-0)dVv. .
©=0)=5; [(P=0rim == [ pP=0) (7.9
Supponendo la densita p indipendente dal volume (oggetto omogeneo):
1
(G—O):—/(P—O)dv. (7.10)
Vv
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7.2 Conservazione della quantita di moto

Supponiamo adesso che il sistema di punti sia isolato (ovvero che non agiscano forze esterne su
di esso). Allora

Y FM =0 (7.11)

e quindi '
Q=0 = Q = cost. (7.12)

La quantita di moto del sistema si conserva, ovvero rimangono costanti nel tempo il suo modulo,
direzione e verso.
Siccome

Q= Mvg, (7.13)

c1d vuol dire che il centro di massa del sistema si muove di moto rettilineo uniforme. In
particolare, se a t = 0 si ha vg = 0, allora vg = 0 sempre, e i punti del sistema si muovono a
causa delle interazioni interne in maniera tale da lasciare il loro centro di massa fermo.

Esempio: il rinculo del cannone (o come uscire dal centro di un lago ghiacciato)

Un cannone di massa M spara un proiettile di
massa m in direzione inclinata di 6 sull’oriz-
v Y zontale. Il cannone € inizialmente fermo su un
piano orizzontale liscio. Sapendo che la velo-
cita con la quale viene espulso il proiettile € in

v 72 modulo vy, determinare il moto del cannone

0. dopo lo sparo.
O Supponiamo che lo sparo avvenga nell’i-
M stante ¢ = 0. Prima di questo istante il can-
O T none e il proiettile sono in quiete sulla super-

ficie liscia. Le unichge forze che agiscono sul
sistema sono: la forza di gravita e la reazione vincolare, che equilibra la forza di gravita, poiché
il cannone col proiettile non sprofondano al di sotto di tale superficie.
Siccome la forza peso é

y P=—(M+m)gj, (7.14)

la reazione vincolare sara data da N = N j,
tale che N + P = 0. Proiettati sull’asse delle

N y (quindi nel mio SdR) si ha
N=(M+m)g. (7.15)
M+m S
> Lungo la direzione z, invece, le forze che
p v agiscono sul sistema sono nulle, per cui si ha
A :
Q.=0 — Q.= (m+ M)v., = cost. (7.16)

Siccome il centro di massa ¢ fermo nel nostro SAR, si ha semplicemente
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Dopo lo sparo le forze esterne agenti sul sistema in direzione x rimangono nulle. L’esplosione
che permette di sparare il proiettile genera delle forze interne. Quindi la prima cardinale ci dice
comunque che

Ma adesso il sistema ¢ costituito dai due pezzetti (cannone e proiettile), che si muovono con
velocita incognita V. il primo e con vy cos (6) (velocita lungo le x) il secondo. Allora vremo

Qz = MV, +muycos (0) =0, (7.19)
OvVVero
m
‘/T’E = —MUO COS (9) . (720)

Quindi se vy > 0, cioé il proiettile viene sparato verso destra, il cannone rincula verso sinistra
con velocita V,. Ovviamente piti grande ¢ la massa del cannone, rispetto a quella del proiettile,
pitt la velocita di rinculo del cannone ¢ piccola rispetto alla velovita con cui parte il proiettile.

Nell’istante subito dopo lo sparo, si nota una variazione della quantita di moto lungo le y.
Infatti il proiettile, essendo sparato con un angolo € rispetto all’orizzontale, ha una componente
di quantita di moto pari a mugsin (H)j lungo le y. Questa variazione della quantita di moto
dovra essere assorbita dal vincolo.

7.3 Seconda equazione cardinale
Riprendiamo in considerazione le n equazioni vettoriali

Con alcuni accorgimenti ne abbiamo ricavato la prima cardinale, muovendo dal concetto di
risultante. Ora partiamo dal concetto di momento risultante My rispetto ad un centro di
riduzione O'.

A<
° F; °
pi
°
r;
°
r;
> Y
@]
ror O/

La forza F;, risultante delle forze applicate al punto materiale P;, avra rispetto ad O" un
momento dato da
M,o =1, AF; =1 Am;a;. (7.22)

116



Definiamo il momento risultante come il vettore libero dato dalla somma vettoriale di tutti gli

M, o/. Allora si ha

Mo => Mo =Y rjAF; =) r/Ama;. (7.23)
Analogamente, definiamo il momento risultante della quantita di moto rispetto ad O" come il
vettore libero somma vettoriale dei singoli momenti angolari:

Lo = Z r; Amv;. (7.24)
Prendiamo la derivata temporale del vettore Lo/ Si avra
. d d
Lo = pm Z; ri Am;v; = pm zl:(r, —ro) Amv, (7.25)
= in-/\m-v-—in A m;v; (7.26)
- dt : i 1Vi dt i o’ 1V .

= Z V; N m;v; + Z r; N m;a; — Z Vo VAN m;v; — Z o N m;a; , (727)
= Z(I‘Z — I'O/) A m;a; — Z Vo N my;v;, (728>
= Z I‘; Am;a; — vor A\ Z m;v;, (729)

7

= MO’ —Vvor A Q > (730)

dove abbiamo posto Y . v; Am;v; =0, > . m;v; = Q e dove abbiamo usato la (7.23). Quindi si
ha
Mo = LO/ +vo NQ. (731)

Vediamo adesso come possiamo riscrivere il momento risultante My/. Ogni risultante F;
agente sul punto i-esimo P; pud essere scomposta come somma di dei seguenti vettori: la
risultante delle forze esterne agenti su P; e le singole forze interne che agiscono quindi fra punto
e punto. Prendiamo in considerazione un sistema di due punti, P; e P;, come in figura.

ext
Fi

ext
Fj

La risultante delle forze agenti su P; ¢ stata scomposta nella somma della risultante delle forze
esterne agenti su P;, F§** e la forza interna che agisce da P; su P, FZLt Lo stesso ¢ stato fatto
per P;. Per il terzo principio si ha

F' = —F". (7.32)
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Il momento risultante rispetto ad O’ lo possiamo scomporre nella somma vettoriale di Mg

e MJ! come segue

Mo = i AF+FI) +0) A (B +F) (7.33)
() NF 2 ANFS™) + (2 AF 1) ANFI) (7.34)
= M+ M2 (7.35)
dove
Mg! = i AR 1) AR, (7.36)
Mg! = rp AR 4+ AR (7.37)

Prendiamo in considerazione M%}. Utilizzando la (7.32) si ha

Mg =i AF 1), ANFD = (x) — 1)) AFJT =0, (7.38)

poiché il vettore (rj — rf) ¢ parallelo a F}*.

Quindi in realtd Mo = Mg, Cio vale per un qualsiasi sistema di punti, in quanto si puo
sempre scomporre la i-esima risultante in F¢** e la somma di tutte le altre forze agenti fra P; e
P; qualunque sia j # i.

Allora la seconda cardinale dei sistemi di punti materiali si esprime con la seguente relazione

Meol;t = LO/ + vor AN Q . (739)
Il secondo vettore della parte di destra ¢ nullo se:
1. O’ coincide col centro di massa del sistema, O’ = G. Siccome Q = Mvg, nel caso O’ = G
si ha
VO//\Q:VG/\MVGIO. (740)
2. O ¢ fermo, quindi vor = 0.
3. anche se vor # 0, si ha v || vg.

In uno di questi casi, la seconda cardinale si riduce alla forma piti semplice

M = Lo . (7.41)

7.4 Forza peso e baricentro

Il campo di gravita ¢ caratterizzato dall’essere costante e con P sempre rivolto verso il basso.
Prendendo un SdR con 'asse z rivolto verso I'alto, avremo

Vediamo in questo particolare campo come si scrivono le cardinali della dinamica.
Per la prima cardinale si avra

R = ZPi = — Zmigfc = —(Z m;)gk = —Mgk . (7.43)
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La risultante delle forze peso ¢ un vettore che agisce su un punto di massa M = ). m; pari
alla massa totale del sistema. Siccome per la prima cardinale dei sistemi si ha

R = Mag, (7.44)

ne deriva che R R
—Mgk = Mag R — ag = —gk, (745)

cio¢ il centro di massa del sistema si muove come un punto materiale di massa M soggetto alla
forza peso.

Vediamo adesso cosa possiamo dire della seconda cardinale. Prendiamo i momenti rispetto
al centro del SAR inerziale O, che ¢ quindi fermo. Possiamo scrivere

= — Z mr; A gk = —Mrg A gk (7.47)
= rg A (=Mgk) = rg AR (7.48)

dove abbiamo usato la definizione di centro di massa

_ Z, mir;

7 (7.49)

rag

La (7.48) ci dice che il momento risultante ¢ pari al momento della risultante applicata al
centro di massa del sistema.

7.5 Teorema di Konig per il momento angolare

Si consideri un sistema di punti materiali con G centro di massa e P; i-esimo punto materiale.
Siano i raggi vettore come in figura.

A<
[ ] [ J
P’i
[}
r;
° r;
> Y
O °
rag G
[ ]
[ J
T °
Si ha:
r,=rg+r, (7.50)
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e quindi
Vi=vVg+V, (7.51)

Troviamo 'espressione del momento angolare rispetto ad O:

Lo = Zri/\mivi:Z(rg—i-r;)/\mi(VG—i-vg),

7

= Z ra Am;vg + Z rg A mvi+ Z ri ANmivg + Z r, Am;v,. (7.52)

Analizziamo i quattro termini della (7.52).

1. Il primo ¢ il momento angolare di un punto, il centro di massa, che abbia tutta la massa
del sistema. Infatti

ZrG Am;vg =rag A ZmiVG =rgA\Mvg=Lg. (7.53)

2. Il secondo ¢ il vettore nullo. Infatti

Z rg Am;v, =rg A Z m;v, (7.54)

ma »_,m;v, = 0, in quanto sarebbe la derivata temporale di ) . m,r} che ¢ il raggio
vettore del centro di massa rispetto ad un sistema di riferimento centrato sul centro di
massa (e quindi ¢ il vettore nullo).

3. 1l terzo termine ¢ il vettore nullo, poiché
Z ri Amivg = Z m;r A vg (7.55)
i i

e > .mr; ¢ il raggio vettore del centro di massa rispetto ad un sistema di riferimento
centrato sul centro di massa (e quindi ¢ il vettore nullo).

4. L’ultimo termine ¢ il momento angolare relativo al centro di massa, ovvero il momento
angolare del sistema di punti rispetto ad un sistema di riferimento con assi paralleli a
quelli del SdR inerziale di partenza, con centro nel centro di massa del sistema.

Quindi

Teorema 7.5.1 Il momento angolare di un sistema di punti rispetto all’origine di un SdR
inerziale e esprimibile mediante la somma del momento angolare del centro di massa e del
momento angolare relativo al centro di massa:

Lo=Lg+L, (7.56)
dove
LG =rg A MVG (757)
€
L' = Z r; A m;vi. (7.58)

)
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7.6 Equazioni Cardinali e sistemi isolati

Le equazioni cardinali della dinamica sono quindi

R = Q, (7.59)
ME' = Lo, (7.60)

dove abbiamo preso come centro di riduzione per i momenti O il centro di massa del sistema
oppure un punto fermo nel SAR inerziale considerato.

Supponiamo di avere un sistema isolato, ovvero un sistema di punti che non sia soggetto a
forze esterne. Allora R*" = 0 e M&" = 0. Ne deriva che

{Q =0 — {Q = cost (7.61)

Lo=0 Lo = cost.

Se il sistema é isolato, si conservano la sua quantita di moto e il suo momento rispetto al centro
di massa del sistemad O.

Si puo leggere questa legge di conservazione anche al contrario e utilizzarla per dare una
formulazione alternativa al terzo principio della dinamica.

Partiamo dall’osservazione sperimentale che in un SdR inerziale per un sistema isolato (cioé
non soggetto a forze esterne, posto suficientemente lontano da qualsiasi altro corpo che possa
interagire con i punti del sistema) si conservano i vettori Q e Lo. Allora, possiamo riottiene il
principio di azione e reazione. Infatti, prendiamo per semplicitd un sistema costituito da due
punti (ma il ragionamento si puo estendere ad un numero qualsivoglia di punti). Si avra

Q =qi + gz = cost, (7.62)

da cui segue che .
Q=q+q:=0. (7.63)
Siccome ¢; = F;, ovvero la derivata della quantita di moto del punto i-esimo & pari alla risultante

delle forze interne agenti sul punto (trattandosi solo di due punti, ¢ pari alla forza con cui P,
agisce su P;), si avra anche

F,+F,=0 = F; =-F,. (7.64)

Cio¢ la forza che agisce da P; su P; deve avere modulo uguale, direzione uguale e verso opposto
alla forza che agisce da P; a P;.
D’altra parte si avra anche

LO:0:1\/10:m10+mgozr1/\F1+r2/\F2. (765)
Usando la (7.64), si ottiene
(I'l - I'Q) A F1 =0 oppure (1'2 - I'l) VAN F2 = 0, (766)

cioé¢ F; e Fy sono lungo la congiungente di P; con P; (costituiscono una coppia di braccio
nullo!).

Abbiamo ritrovato il principio di azione e reazione. Quindi un modo equivalente di enunciare
il Terzo Principio della Dinamica &

Principio 7.6.1 In un sistema di riferimento inerziale, per un sistema isolato la quantita di
moto e il momento angolare si conservano.
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7.7 Teorema delle forze vive

Partiamo dalle solite

e moltiplichiamo scalarmente a destra per v; e sommiamo su i:
Z Fz VvV = Z m;a; - V;, (768)
i i

da cui, passando ai differenziali

ZF drl—2d<1 ) (Z “mw )sz, (7.69)

dove per T intendiamo l’energia cinetica totale del sistema. Allora, integrando
T(B)—T(A) = Lag (7.70)

dove L,p ¢ il lavoro totale, fatto sugli n punti materiali, dalla configurazione A alla configu-
razione B. Per mettere in evidenza il diverso contributo delle F; nel lavoro L g, operiamo la
stessa distinzione, fatta nel paragrafo precedente, fra forze esterne ed interne:

T( Z/ Fe:ct _I_ant dr, . Lext znt (771)

In generale, pero’, il lavoro fatto dalle forze interne ¢ diverso da zero (le distanze relative fra i
punti cambiano). Quando faremo il corpo rigido, vedremo che in quel caso particolare L% = 0,
in quanto le distanze relative fra i punti del sistema rigido rimangono costanti nel tempo.

7.8 Teorema di Konig per ’energia cinetica

Abbiamo definito I'energia cinetica totale del sistema come
1
T=Y —mv, 7.72

dove v; ¢ la velocita dell’i-esimo punto pateriale, ovvero la derivata del suo raggio vettore r;
rispetto al tempo. Consideriamo la figura che abbiamo utilizzato per il teorema di Konig per
il moemnto angolare e riproponiamo la scomposizione del raggio vettore che individua il punto
1-esimo come somma del raggio vettore del centro di massa e del raggio vettore relativo al centro
di massa

r,=rg+r;. (7.73)
Per le velocita si ha
Vi=vVg+V, (7.74)
e quindi, sostituendo nella (7.72)
1
T = Y gmilva+vi) - (vo+ Vi), (7.75)



1 1

= 3 Z mivg + 5 Z mv,* + Z mivg - v, (7.76)
1 1

= §Mvé +3 Z mvl? + vg - Zmivg (7.77)

L’ultimo termine é nullo per le considerazioni gia fatte in precedenza: sarebbe la derivata
temporale del raggio vettore del centro di massa nel sistema di riferimento del centro di massa
stesso e quindi il vettore nullo.

Quindi, come risultato, si ottiene

Teorema 7.8.1 L’energia cinetica di un sistema di punti materiali e la somma dell’energia
cinetica del centro di massa e dell’energia cinetica relativa al centro di massa

T=Teyu+T. (7.78)

7.9 Forze conservative

Supponiamo adesso che sia le forze esterne che le forze interne che agiscono sul sistema siano
conservative. Si giunge cosi, anche nel caso dei sistemi di punti materiali, alla conservazio-
ne dell’energia meccanica £ = T + V. Infatti, supponiamo che sull’i-esimo punto agisca la
risultante delle forze esterne F;. 1l lavoro totale delle forze esterne sara:

1 =3 [ Fean=- 3 [ Wea= - Y vy @)

Per quanto riguarda il lavoro delle forze interne, prendiamo in considerazione due punti ma-
teriali, P, e P;. Siamo nell’ipotesi che F;; e F;; siano conservative. Per il terzo principio si
avra:

= —ViVij = V;Vij = —Fji, (7.80)

con

Vig =Vl ri—r; ) (7.81)

e V; gradiente rispetto alla variabile r;.
Il lavoro totale delle forze interne sard dato dalla somma

2 Lint — Z/ F,; - drﬁ—Z/ Fj;-dr; = ZABvimj-dri—ZAijmi-drj (7.82)
i J
e ponendo V;;Vi; = V,;V;; = =V, V;; e dr;; = dr; — drj, si ottiene:
Lt = —= / Vi Vij - dry; = —= Z (B) = Vi;(A) (7.83)
E logico, allora, definire un’energia potenziale totale V' come:

1
7 %
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mediante la quale, una volta definita 1’energia cinetica totale come
1 2

si possa asserire che ’energia totale meccanica si conserva:

E=T+V. (7.86)

7.10 Il problema dei due corpi nel SAR centrato sul Sole

Consideriamo il problema Sole-Pianeta (S-P), studiando il moto relativo del pianeta rispetto al
Sole.

flj/

Supponiamo che il sistema di riferimento (O’, 2, ¢/, 2’) sia inerziale e consideriamo un sistema
di riferimento non inerziale centrato sul Sole, (O = S,x,y,z), con assi paralleli agli assi di
(O, 2',y',2"). Il SdR centrato sul Sole non ¢ inerziale, ma ha velocita angolare nulla. Ciod vuol
dire che I'accelerazione del pianeta nel SAR inerziale ¢ data dalla somma della sua accelerazione
in quel SdR, ag, e dell’accelerazione di trascinamento, che sara soltanto 1’accelerazione del Sole
nel SdR inerziale.

Per il terzo principio si ha, che, se F; é la forza con cui il pianeta attrae il Sole ed Fy quella
con cui il Sole attrae il pianeta

Fi+F,=0. (7.87)
Scriviamo ’equazione del moto per il pianeta P nel SAR centrato sul Sole. Avremo
magp = Fy + F, = Fy + mag . (7.88)
Nel SdR inerziale, si ha
Mas = Fl = —F2 s (789)
da cui F
2
=——. 7.90
as = —-; (7.90)
Sostituendo la (7.90) nella (7.88) si ottiene
(m+ M)
=——F 791
mapr M 2 ( )



ovvero

mM
Fy = = 7.92
dove M
m
= 7.93

& detta massa ridotta del sistema S-P. Nel sistema di riferimento centrato sul Sole quindi il
moto si riconduce a quello di una massa p sottoposta alla forza gravitazionale

Se M > m, allora y ~ m. Nel caso Sole-Terra, abbiamo

m=>5976-10"g e M=2-10%¢g (7.95)
e quindi
% ~3.107°. (7.96)
Allora M .
p:msz—M):m (7.97)

a meno di qualche parte su un milione.

7.11 Il problema dei due corpi nel SAR del centro di massa

Consideriamo il sistema Sole-Pianeta nel SAR
z centrato nel centro di massa. Abbiamo che,
se il sistema & isolato

g Q=0 (7.98)
M g\ — > e quindi la quantita di moto totale
! Cm\\\,\ F2 )
V\. P Q=(M+n)ve, (7.99)
m

& costante. Ne deriva il fatto che v,,, & costan-
T te e quindi il SAR centrato sul centro di massa
¢ anch’esso un SdR inerziale. Individuiamo il
Sole col raggio vettore r; e il pianeta col raggio
vettore ry. Allora, in questo sistema di riferimento, le equazioni del moto sono

M.. — _ M—m ,\T
{ o gMTz s (7.100)
mro = — T_;Tl u?“z 9
dove r = r1 + ro. Siccome il centro di massa coincide con l'origine del SR, si ha
Mri+mroy =0 =— Mr; = —mr,, (7.101)
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da cui derivano le due equazioni per i moduli:

m
T = M’f’g, (7102)
M
g = —T1, (7103)
m
ovvero le due possibilita
m+ M
r o= 72 (7.104)
M
po— I . (7.105)
m

Sostituendo le (7.105) nelle equazioni del moto (7.100), si ottengono due equazioni disaccoppiate
nei due raggi vettore:

(m+ M2

r
. o M?2 1 -
mro ——ngmaum.

. 2 1 -
My, = -G Mm ——s 5 Q,, ,
! (7.106)
2
Quindi entrambi i corpi percorrono orbite ellittiche, che sono ovviamente diverse in ragione
della massa.
Notiamo che, siccome la quantita di moto si conserva,

abbiamo, per i moduli delle velocita:

. m,
T = M’l"g . (7108)

Cio vuol dire che se M > m, come nel caso Sole-Terra, si ha 7y < 79. Inoltre, si puo
approssimare il sistema (7.106) come segue

M~ 0.
{ o (7.109)

. Mm A
mry ~ —G 7 Uy,

ovvero il Sole ¢ praticamente fermo nel centro del nostro SdR (il centro di massa coincide col
Sole, infinitamente massivo) e il pianeta si muove in un campo centrale determinato dalla massa

del Sole.
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Capitolo 8
APPUNTI SUGLI URTI
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Capitolo 9
APPUNTI SUL CORPO RIGIDO

9.1 Cinematica del corpo rigido

Per corpo rigido si intende un insieme di punti materiali, per i quali valga il seguente vincolo:
| P Py ||= cost. (9.1)

ovvero

d
Sl P=Pil=0. (92)

Un corpo rigido tri-dimensionale ha 6 gradi di liberta (g.d.l.), cioé sono sufficienti 6 parametri
indipendenti per poterne descrivere la configurazione ad ogni istante t. Per giustificare cio basta
pensare al fatto che la configurazione di un corpo rigido é fissata quando sono fissati nello spazio
tre dei suoi punti, non allineati. Per fissare il primo punto abbiamo bisogno di tre g.d.l. 1l
secondo punto pud quindi muoversi solo su una superficie sferica che abbia per centro il primo
punto. Per fissare il secondo punto, quindi, abbiamo bisogno di altri due g.d.l. L’ultimo punto
puo stare solo su una circonferenza che sia posta sul piano perpendicolare all’asse passante per i
due punti precedenti e abbia per centro 'intersezione del piano con I’asse stessa. Quindi, fissare
il terzo punto necessita di un ulteriore parametro (g.d.l.). In totale 6.

Si puo anche pensare di studiare la configurazione del sistema rigido fissando sul corpo una
terna cartesiana S che partecipi quindi del moto del corpo stesso.

z

La configurazione del corpo rigido sara allora determinata dalla configurazione di S, fissato sul
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corpo, rispetto al SAR “fisso” in cui si vuole studiare il corpo rigido. Tale configurazione ¢
fissata da 6 parametri: tre parametri per individuare ’origine del sistema e tre angoli di Eulero
per la rotazione rispetto al sistema fisso.

Per studiare la cinematica di un sistema rigido, basta, quindi, rifarsi a quanto detto nel
paragrafo della cinematica relativa, considerando il vincolo di rigidita. Infatti se fissiamo il
sistema di riferimento S sul corpo, questo partecipera del moto del corpo stesso.

Il punto O, origine del sistema di riferimento S, sara un punto generico del corpo rigido. La
velocita di un altro punto P appartenente al corpo rigido sara data da

VPIVO—FW/\(P—O), (93)

in quanto, per la stessa definizione di corpo rigido vg = 0. La precedente ¢ detta formula del
Mozzi. La Z?, che chiaramente ¢ funzione del tempo, & la velocita angolare propria del corpo
rigido e dipende esclusivamente dal suo moto. Infatti, supponiamo di prendere un altro punto
di riferimento del corpo rigido O”, invece di O. Rispetto ad O”, si avra

Vp = Vor + ﬁ” A (P — O”) y (94)

ma dovra essere W’ = & poiché O ¢ pur sempre un punto del corpo, per cui anche per lui
vale la

Vor =V, + ﬁ AN (O” — O) . (95)
Sottraendo la (9.5) dalla (9.3), si ha

vp—vVor = WA(P—0)—WA0"=0)
= WAP-0"), (9.6)

che ¢ la (2.62) con W = .
Per 'accelerazione si ha

ap=a,+ WAP—0)+WA[TA(P-0) (9.7)

9.2 Considerazioni su w e v,

Facciamo due esempi banali di moti rigidi, per capire il ruolo della velocita angolare w e di v,,.

e Se @ = 0, avremo che, presi in qualsiasi modo P ed O appartenenti al corpo rigido,
Vp = V,; cioé tutti i punti si muoveranno con la stessa velocita. Il moto che ne deriva si
dice traslatorio.

e Se v, =0, avremo vp = & A (P — O).

Con & costante, i punti della retta passante per il centro O e parallela ad @ hanno
velocita nulla: il corpo rigido ruota attorno a questa retta (asse di rotazione); i punti del
corpo rigido formano traiettorie circolari, che giacciono su piani perpendicolari all’asse
di rotazione, con centro il punto di intersezione del piano con l’asse e velocita angolare
el

Con & non costante abbiamo un moto di precessione, in cui, istante per istante, ¢’é un’asse
di rotazione parallela ad 7, attorno alla quale si compie un atto di moto rotatorio.
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9.3 Prima Equazione Cardinale

Siccome il corpo rigido é pur sempre un sistema di punti materiali, possiamo ripetere cio che
abbiamo detto in occasione dello studio della Prima Cardinale dei sistemi di punti materiali.
La risultante delle forze sara anche in questo caso data dalla sola risultante delle forze esterne
e avremo

R = Q = Ma,,, (9.8)

dove per un sistema di punti discreto

em = % 5 (99)
i i

mentre nel caso di sistemi continui
L [ha (9.10)
e, = — [ rdm. .
M

Per corpi omogenei, con densita costante, p = cost, si ha

1 1
rcm—p—v rpdV—V/rdV. (9.11)

9.4 Momento Angolare

Cominciamo per semplicita lo studio del mo-
mento angolare del corpo rigido, considerando
un corpo rigido che ruoti intorno ad un asse
fissa. Come centro di riduzione per calcolare i
momenti, scegliamo un punto O sull’asse stes-
sa. Il punto materiale i-esimo, P;, contribuira
al momento angolare totale con un momento
angolare

LO,Z' =T AN m;v; . (912)

Il momento angolare risultante ¢ quindi da-
to dalla somma di tutti questi contributi.
Siccome vp = 0, si avra:

LO = ZLO’i = ZI‘Z' A m;v;, (913)
= Z ri Am; (Vo + W Ar;) (9.14)

= Zmiri AW AT . (9.15)

Il vettore Ly avra una componente lungo W e una perpendicolare ad W

Lo = LO” + Lo 1, (9.16)
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dove

Lo = <LO _w’_) [(Zm,r, 7/\rz)) : ] k, (9.17)
= [(Zmlrl/\wnsm (9)u91> R] k, (9.18)

~

m; (7; sin ( 9))2> wk, (9.19)

- Z mm2 (9.20)

La quantita

I=> mh?, (9.21)

si chiama momento d’inerzia, rispetto all’asse z passante per O, del corpo rigido e mi “descrive”
I'inerzia del corpo a mettersi in rotazione una volta sollecitato da un momento risultante non
nullo (vedremo piu in dettaglio il significato nei paragrafi successivi).

La componente perpendicolare, invece, €

Lo, = (Lo -u,)u, = [(Z m;r; A ﬁ A rl)> . AT] a, , (9.22)

= — Z mgr? sin (6;) cos (6;)w 1, . (9.23)

Nel caso di corpo rigido simmetrico rispetto all’asse di rotazione, il contributo di ogni
punto materiale ad Lo | viene cancellato, nella somma vettoriale, da quello del suo simmetri-
co. Quindi, in questo caso, rimane solamente la componente parallela all’asse z del momento
angolare

Lo=Lo =1W. (9.24)

In generale, invece

Lo=Loj+Lo,=1&+Lo,. (9.25)

Siccome il sistema ¢ rigido, tutti i vettori
Lio.1 = —m;rsin (6;) cos (0;)w 1, (9.26)
ruotano con la stessa velocita angolare W. Ne deriva che

Lo, = — Zmir? sin (6;) cos (6;)w 1, = Zmzzzwh a, (9.27)

ruota attorno all’asse z con velocita angolare . Quindi Ly precede attorno all’asse z con
velocita angolare & (descrive una superficie conica).
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9.5 Momento d’Inerzia e Teorema di Huygens-Steiner

Il momento d’inerzia gioca nelle rotazioni un ruolo analogo a quello della massa inerziale nelle
traslazioni. Ovvero, rappresenta 1™inerzia” a mettersi in moto (rotatorio) sotto la sollecitazione
di un momento.

Per un sistema rigido discreto abbiamo che

I=> mh?, (9.28)

dove h; é la distanza dall’asse di rotazione del punto i-esimo. Se il sistema € continuo, invece,
si avra un integrale:

I= / h* dm . (9.29)
1%
Se infine il corpo continuo é omogeneo con densita costante p, si puod scrivere
I = / ph*dV . (9.30)
1%

Il momento d’inerzia di un corpo rigido dipende dall’asse di rotazione. Se cambia 'asse,
cambia [.
Notevolmente importante per i calcoli ¢ il seguente teorema:

Teorema 9.5.1 (di Huygens-Steiner) Supponiamo che Ay sia un’asse di rotazione del corpo
rigido, passante per il suo centro di massa e Ay sia un’asse parallela ad Ay, a distanza d. Indi-
chiamo con 14, il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse As e I, il momento d’inerzia
rispetto ad Ay, asse passante per il centro di massa, parallela ad As. Allora si ha

Ipy, = Loy + Md*, (9.31)
dove M e la massa totale del corpo rigido.

Dimostrazione. Prendiamo una sezione del corpo rigido perpendicolare ai due assi di rotazione
all’altezza del centro di massa e posizioniamoci gli assi 2’ e 3/, che formeranno con A; = 2/
un sistema di riferimento SAR’, e gli assi x e y = ¢/, che formeranno con A, = z il sistema di
riferimento SdR.

Al =7 A2 =z

A A

em = O’

X

Supponiamo che il corpo rigido sia formato da un insieme discreto di punti (se si tratta di
un continuo dovremo semplicemente passare agli integrali, invece che utilizzare le somme). Il
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contributo al momento angolare del punto i-esimo, di massa m;, sara dato, nel sistema SAR’ da
I = m;(z” +y”) (9.32)

e quindi
=1, = Zml (22 + y1?) (9.33)

D’altra parte, il momento d’inerzia rispetto all asse A, sara dato da

= > et ). (9.34)

Siccome r; = rp + r;, la relazione fra le componenti di P; nei due sistemi di riferimento ¢ data
dalle seguenti equazioni

ZI}'; =T,
vi=vyi+d, (9.35)

2zl =z.

Quindi si ha

L, = Zmi<x? +7) =D mulal® + (v — d)7), (9.36)
— Z mi(2}? +y?) + Md® — 2d > mya} (9.37)
- i+ e, 039
_ [Cm + Md?, (9.39)
poiché ). m;z; = 0, essendo la “2” del centro di massa nel sistema di riferimento centrato sul

centro di massa stesso (quindi dove il ¢m coincide con l'origine).

Corollario 9.5.2 Se A; ¢ un asse non passante per il centro di massa e distante dy da un asse
parallelo passante per cm e As é un asse, parallelo ad Ay e distante dy dall’asse passante per
cm, si ha

Ia, = Ia, + M(d; — d3). (9.40)
Dimostrazione. Si avra, per il teorema di HS
Ia, = L + Md3 (9.41)

e analogamente
Ia, = L + Md5. (9.42)

Ricavando quindi /., dalla (9.42) e sistituendolo nella (9.41) si ottiene la .
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9.5.1 Una formula importante per i sistemi piani

Supponiamo di avere un sistema rigido piano (cioé bidimensionale). Se 'asse di rotazione ¢é
perpendicolare al piano, potremo identificarla come 'asse z di un sistema cartesiano con gli
assi x e y sul piano del corpo rigido. Allora

L= mial+y). (9.43)

Se ora consideriamo la rotazione del corpo rispetto all’asse x o risspetto all’asse y, pero, abbiamo

L= my (9.44)

L= ma;. (9.45)

Quindi

9.5.2 Esempi di Momento d’inerzia

Il teorema di Huygens-Steiner é importante per il calcolo del momento d’inerzia di un corpo
rigido. Infatti, se il corpo ha una simmetria, tipicamente rispetto al centro di massa, ¢ vantag-
gioso sfruttarla per calcolare I, e poi possiamo passare ad [ rispetto ad un qualunque altro
asse parallelo, usando il teorema.

Sbarretta di densita lineare costante

o Calcoliamo il momento d’inerzia di una sbar-
1 retta omogenea di densita lineare p e lunghez-
za 2l rispetto all’asse di rotazione in figura. Si
ha
"""""""""" > l l 2
2 [
! ! * I:/x2dm:p/ 2?de = ZplP =m— .
4 _ 3 3
(9.47)

Calcoliamo il momento d’inerzia di una sbarretta omogenea di densita lineare p e lunghezza
2, inclinata di un angolo « sull’orizzontale, rispetto all’asse di rotazione in figura.
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Si ha

dx

abbiamo che dl =
cos ()

l !
I = /xzdm:p/ 22 dl =
-} -1

TB lcos (a) 12
= P / o de = —L / 2% dr = m— cos® (a). (9.48)
cos (Oé) TA cos (Oé) —lcos (@) 3

Anello di densita lineare costante

Calcoliamo il momento d’inerzia dell’anello di raggio r e densita lineare costante p rispetto
all’asse di rotazionein figura.

Y

I = /rzdm:p/r2ds: | abbiamo che ds = r df |

Y v

Si ha:

2m
= p/ 30 = 2mpr = mr?. (9.49)
0

Disco di densita superficiale costante

Calcoliamo il momento d’inerzia di un disco di raggio R e densita superficiale costante p rispetto
all’asse di rotazionein figura.

B
Si ha:

R pr2m R R4 RZ
I= / r?dm = / r?pdS = p/ / r2prdr df = 27rp/ r3dr =2mp— = M — . (9.50)
S S 0o Jo 0 4 2
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Banderuola triangolare di densita superficiale costante
Cilindro di densita volumetrica costante

Sfera di densita volumetrica costante

9.6 Seconda Equazione Cardinale

Esprimiamo la Seconda Cardinale nel caso studiato sopra, della rotazione del corpo rigido
intorno ad un asse passante per un punto fisso O. Abbiamo visto che

Lo=Loj+Loi=1W+Lo,. (9.51)
Siccome O é fisso, avremo in questo caso
Mt = Lo . (9.52)
Prendiamo la componente lungo 1’asse di rotazione, z. Avremo

- dLo . o dd . d
M;wt:Mgwt-k:d—tO'k:I%'k:Id_j, (953>

ovvero

Mt =10 . (9.54)

Le altre componenti del momento saranno tali da bilanciare Ly | per far si che il moto sia
di effettiva rotazione attorno all’asse fissa. Per mantenere ’asse fissa, se il corpo rigido non ¢
simmetrico devo applicare dall’esterno un momento variabile pari ad Lo ;. In generale

d&d  dLo,
Mt = [—— 9.55
dove
dLo | d R
dt = % (— Z:miziwhi ur> y (956)
i i dt
w

— ;LOJ_‘FU)/\LOJ_. (9.58)

In totale

dd .

M5 = [— + gLOL + T ALo. . (9.59)

Se il corpo rigido é simmetrico rispetto all’asse di rotazione (cioé questa ¢ un asse di
simmetria) e M§* = 0, allora si conserva il momento angolare rispetto a questo asse:

Lo = Ik =0, (9.60)

ovvero

16 = cost . (9.61)

Il sistema continua a ruotare a § = cost intorno all’asse di simmetria indefinitamente (asse
libero di rotazione).
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9.7 Moti rigidi piani

Il moto descritto nella prima parte del secondo punto del paragrafo precedente, cioé in cui

° E? = costante
o Vv, U=0

si dice moto rigido piano. I punti del sistema hanno velocita perpendicolare alla direzione
di w. Anche se non si tratta di un corpo rigido piatto (che non esiste), il moto del sistema
resta descritto da quello dei punti di un piano perpendicolare ad w, che viene detto piano
rappresentativo.

9.7.1 Volano

Consideriamo il sistema in figura, costituito da un manicotto di massa m (raggio r), un disco di
massa M (raggio R) e un altro manicotto di massa m (raggio r) coassiali, rigidamente collegati,
che ruotino attorno all’asse di simmetria del sistema (asse z). Su uno dei due manicotti, viene
avvolta una fune ideale collegata ad una massa m’, soggetta alla forza di gravita. Lasciando
il sistema da fermo, il volano (Iinsieme dei due manicotti col disco) si mettera a ruotare,
sollecitato dalla massa m’ che tira la corda.

Vediamo come risulta il moto.
I momento d’inerzia del volano rispetto all’asse z ¢ dato da
R2 7”2 R2
I=M—+2m—=M—+mr?. (9.62)
2 2 2
Dividiamo il sistema in due parti: i) la massa m’ che, soggetta alla forza di gravita, tira la
fune eii) il volano, fatto ruotare dalla forza trasmessa attraverso la fune.
Per la prima parte possiamo applicare il secondo principio della dinamica lungo la direzione
verticale (y, con verso positivo verso il basso). Se T ¢ la tensione della fune, si avra

my=m'g—T. (9.63)
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La seconda parte equivale ad un sistema piano, come in figura.

Rn

Se calcoliamo la seconda cardinale rispetto ad 0, prendendo come positivo il senso di
rotazione antiorario, abbiamo:

Tr = Iof, (9.64)

dove
2

R
Iy=1I = M7 +mr?. (9.65)

L’accelerazione angolare e ’accelerazione del peso di massa m’ sono collegati dalla relazione
geometrica

j=rb, (9.66)

in quanto la corda non striscia sul manicotto. Possiamo quindi risolvere il moto eliminando T’
dalle due equazioni (9.63) e (9.64), utilizzando (9.66):

m' (g —rf)r = Io0, (9.67)

ovvero / o
m/gr m/gr

= = () 9.68

In+m'r2 MR?+2(m+m/)r? (9.68)

i
Il moto ¢ quindi uniformemente accelerato.

Con la prima equazione cardinale possiamo trovare quali sono le reazioni del vincolo (I’asse
che tiene sospeso il volano).
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9.7.2 Pendolo fisico

Consideriamo un sistema rigido bidimensionale (o tridimensionale con un asse fisso di rotazione)
che ruoti attorno ad un asse fisso passante per O (perpendicolare al piano della figura). Sia il
centro di massa non coincidente con O. Sia inoltre il sistema soggetto alla forza di gravita.

Per trovare ’equazione del moto, applichiamo la sseconda cardinale nel punto O. Il mo-
mento risultante delle forze esterne rispetto ad O risulta essere soltanto quello dovuto alla forza
peso, che possiamo schematizzare come agente nel centrop di massa (c.m.) del corpo rigido.
Prendiamo come verso di rotazione positivo quello antiorario. Quindi:

~

Mo =ren AN Mg = —1enMgsin (0)k (9.69)

dove per k si intende il versore perpendicolare al foglio che punta nell’occhio dell’osservatore.
La seconda cardinale sara allora

Iofk = —rgnMgsin (Q)R , (9.70)
ovvero \
b+ —22m gin (9) = 0. (9.71)
Io
La (9.71) corrisponde al moto di un pendolo semplice con “lunghezza equivalente” pari a
Io
leg = . 9.72
q M'rcm ( )

Nel limite delle piccole oscillazioni, avremo che la pulsazione sara data da

M cm

W= L (9.73)
Io

2w IO

T="_=9 . .74

w W\/ Magrenm (9-74)

e quindi il periodo da
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9.7.3 Pendolo di torsione

Il pendolo di torsione ¢ costituito da un disco appeso ad un filo, che reagissca in maniera lineare
alla torsione (sottile filo d’acciaio o filo di quarzo).

Ruotando il disco attorno al suo asse (coincidente col filo), si sposta dalla situazione di
equilibrio, tocendo il filo. Se € ¢ I'angolo di tale rotazione (rispetto ad una direzione fissa nel
piano del disco), il filo reagisce con un momento proporzionale a 6 (Legge di Hooke):

M, = —kf, (9.75)

che si oppone a tale torsione. L’equazione del moto allora sara un’equazione del moto armonico
in ¢ )
1,0 = —k0, (9.76)

dove I, = M R?/2, ovvero
2k

Tt =0 (9.77)

0 +

9.7.4 Rotolamento puro

Per rotolamento puro si intende il rotolamento, per esempio di un disco rigido, senza la pos-
sibilita di slittamento. Schematiziamo il problema come piano. Il punto di contatto col piano
vincolare, sul quale il disco rotola (chiaramente fra disco e piano c¢’é Iattrito sufficiente affinché
questo avvenga) ¢ istantaneamente fermo.

v

Per ricavare una formula cinematica che caratterizzi il moto (velocita istantanea di ogni
punto P del disco), possiamo applicare la formula del Mozzi identificando O col punto di
contatto fra disco e vincolo (che ¢ istantaneamente fermo). Si ha, allora

vp=WA(P-0), (9.78)
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che determina la distribuzione di velocita istantanea in figura

<Y

In particolare la velocita del centro del cerchio ¢ legata alla velocita angolare 6 dalla
vo = d¢c =16, (9.79)

che risponde all’intuizione che ci dice che, se il disco non puo strisciare ma solo rotolare, lo
spostamento che fa il centro ¢ esattamente I'arco di circonferenza rAf di cui ha ruotato il
disco.

Rotolamento puro sul piano inclinato

Consideriamo adesso il rotolamento puro di un disco su un piano inclinato sotto 1'azione della
forza di gravita. Fra piano e disco ¢’¢ un coefficiente d’attrito statico ug sufficiente a garantire
il rotolamento puro. Le forze che agiscono sul disco (il nostro sistema) sono schematizzate in
figura.

Abbiamo posto la reazione vincolare tangente al piano nel verso negativo delle x. Cio
deriva dal fatto che effettivamente la forza d’attrito, per evitare che il disco strusci sul piano,
deve essere diretta lungo il piano e avere quel verso. Comunque, ¢ da notare che potremmo
anche posizionare la forza nel verso opposto e scrivere le equazioni di conseguenza. Alla fine,
troveremmo un R; negativo, che ci dice che il verso ¢ effettivamente quello della figura.
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Applichiamo le cardinali della dinamica per descrivere il moto del disco. La prima cardinale,
scomposta lungo le direzioni = e y degli assi coordinati, da le seguenti due equazioni:

R, = Mgcos(0), (9.80)
Mic = Mgcos(0) — R;. (9.81)

La seconda cardinale rispetto al centro di massa, C', da
R =1Ic0. (9.82)
Inoltre, per il vincolo di rotolamento puro, sappiamo che
ic =10 (9.83)
e quindi anche o = 6. Risolvendo in 6 si ha

i Mrgsin ()

. .84
M’/’2—|—]C <98>

E da notare che al denominatore abbiamo (per il teorena di Huygens-Steiner) il momento
d’inerzia del disco rispetto all’asse perpendicolare al piano dove si svolge il moto passante
istantaneamente per il punto di contatto del disco col piano inclinato, che ¢ istantaneamente
fermo. Avremmo infatti potuto scrivere da subito la seconda cardinale rispetto a tale punto,
ottenendo direttamente la (9.84).

Il moto risulta essere un moto uniformemente accelerato. Conoscendo 6 si puo immediata-
mente ricavare l’accelerazione lineare del centro di massa
. Mr?gsin ()

== I (9.85)

to Mr? 1 I,

La reazione vincolare tangente, R;, ¢ data da

Ic Ic .
R=—"0=—"——M 0 9.86
= e s ) (9.5

ed ¢ positiva (ovvero la forza ha effettivamente il verso che abbiamo messo in figura).
Affinché R; sia tale da assicurare il rotolamento puro, dovviamo avere

IRl < ps||Rall (9.87)
e quindi
Ic
Mr2 + [C

Da questa relazione possiamo per esempio trovare il valore minimo per ug, dato ’angolo 6, per
garantire il rotolamento puro:

Mgsin (0) < psMgcos (). (9.88)

C
> 2C  tan(8). 9.89
s 2 yra g ) (5:89)
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Rotolamento puro con momento (motore)

Consideriamo adesso il caso in cui si abbia una ruota che rotola su un piano sotto l’azione di
un momento esterno 7, che considereremo agente in C' (schematizzazione della ruota soggetta
al momento dato da un motore, per esempio) e tale da far rotolare il disco nel senso positivo
dell’angolo #. Le forze che agiscono sul disco sono schematizzate in figura. Questa volta la
reazione vincolare tangente al piano ¢ ha verso positivo, perche si deve opporre ad un possibile

slittamento del disco sotto 'azione del momento 7.

La seconda cardinale in C' da B
T — Rtr = 109,

mentre la prima cardinale scomposta lungo le due direzioni x e y da

R, = Mg,
R, = Mic = Mrf,

dove abbiamo sfruttato la (9.83). Quindi, risolvendo in 4 si ha

T

f=——"—.
IC + M?”2
La reazione vincolare tangente ¢
.. MrTt
Ri=Mr= ————>0
e T T M

e quindi effettivamente col verso descritto in figura.
Affinché la ruota, messa in moto dal motore, non slitti si deve avere

Mrr
— < ucMg.
Io + Mr? = 529

v

(9.94)

(9.95)

Quindi, per esempio dato g, per non fare slittare la ruota bisognera imprimere un momento 7

tale che

T < ugg(fc + Mr?).
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Attrito volvente

Si parla di attrito volvente quando una ruota invece di toccare il piano in un punto solo, lo
tocca lungo una zona estesa. Esagerando, si pud schematizzare la situazione come in figura.

L’attrito volvente sara dato da un momento M che si oppone al moto, pari in modulo a 0 R,,,
dove § & un parametro caratteristico (una lunghezza) che schematizza il fatto che la reazione
normale non avviene piu lungo il raggio che collega C' perpendicolarmente al piano:

M = =R, . (9.97)

L’attrito volvente, schematizzato in questo modo, incide solo sulla seconda cardinale.

9.8 Energia cinetica del corpo rigido

Supponiamo per semplicita che il corpo rigido sia costituito da un insieme discreto di punti
materiali di masse m,;. L’energia cinetica del sistema sara data da

1 2
=3 Emiw ’ (9.98)
1 2
= 3 ; m;(vo + oA r;)°, (9.99)
= %Zm w8 +2vo - (W ATy) + (T Ary) - (W AT)] (9.100)

dove abbiamo usato la formula del Mozzi, v; = v +W Ar;, per considerare il vincolo di rigidita.
Il primo termine si annulla se il punto 0 é fermo. Il secondo termine si annulla se il punto 0
¢ fermo oppure se 0 = c.m.; in questo caso, infatti, si avrebbe ). m,;r; = 0 poiché il termine
rappresenterebbe la posizione del centro di massa nel sistema di friferimento centrato proprio
sul centro di massa. Se @ = 0 banalmente si annullano il secondo ed il terzo termine: Penergia
cinetica in questo caso € soltanto traslazionale (tutti i punti hanno la stessa velovita e non c’e’
rotazione).
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9.8.1 Asse fisso

Vediamo cosa succede nel caso semplificato in cui il corpo sia in rotazione attorno ad un asse
fisso. Prendiamo il punto 0 su tale asse e quindi vy = 0.

Z 4

Allora

1 2
T = §Zm,-(w>/\rz ﬁArl = Zmz (wr;sin (6;))°, (9.101)

1
= 3 (Z mgr? sin’ (92)> w? = 3 Zmﬂz?wz = §Iw2, (9.102)

dove

9.8.2 Moto piano

In un moto piano abbiamo che W e sempre perpendicolare al piano su cui si svolge il moto.
Prendiamo 0 = c.m.; avremo

1 1 1 1

9.9 Lavoro e Teorema delle forze vive

Abbiamo gia visto che le forze interne che agiscono sui punti di un sistema rigido non fanno
lavoro. Quindi il lavoro sara fatto soltanto dalle forze esterne. Prendiamo 0 = c¢.m.. Si ha:

AL = > £ ovidt =Y £ (Vo + W ATyt (9.104)
= O£ Vendt + > £ W At (9.105)

= O £ Vendt + > -(x A dE (9.106)
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— R dr,, + M@ .40 . (9.107)

I due contributi sono dunque un lavoro dovuto al movimento di traslazione del centro di massa
e uno dovuto alla rotazione attorno a .

Nel caso di rotazione attorno ad un asse fisso, quindi, prendiamo 0 sull’asse (quindi vy = 0)
e avremo che il lavoro fatto per passare dalla configurazione A alla configurazione B sara dato
da

LAB_/ AL = / ME™ . d 6 _/ M™tdg . (9.108)

9.10 Espressione generale del momento angolare. Tensore
d’inerzia

Consideriamo un corpo rigido e scriviamo ’espressione generale del momento angolare sceglien-
do come centro di riduzione il centro di massa. Allora, posto r; il raggio vettore che dal centro
di massa punta il punto i-esimo, si ha

Lo, = Z r AV = T Amy(Ven + W AT) (9.109)

)

— Zrl AW ATy, (9.110)

poiché ). r; A m;Vey, = 0.
Svolgendo il doppio prodotto vettoriale, si trova

Mettiamoci in un sistema di riferimento generico centrato nel centro di massa. Potremo
esprimere i nostri vettori in questo SdR come segue

r;, = i+ yij + zil;, (9.112)
W = witw+wk. (9.113)

Cerchiamo le tre componenti di L., in questo SAR. Si ha

Lem. = Z m;( :c + yZ + z Z m;i(xiws + Yiwy + 2w, )T (9.114)

= Zm, (y2 + 27 Zm 1LYy — mezzwz. (9.115)

Analogamente si trova

Loy = Zml x? + 27 Zmlylzlwz Zmlxzylwx, (9.116)
Lem. = Zml 2+ y)w Zmlzlylwy Zmlxlzlwm. (9.117)
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Individuando la matrice
[:c _]:cy _Ixz

o=\—-1y I, —I.], (9.118)
_]mz Iyz _[z
dove I, I, e I, sono rispettivamente i momenti d’inerzia rispetto all’asse z, y e 2:
L = Y milyl+2}), (9.119)
I, = > mial+2), (9.120)
L= mi}+y)), (9.121)
e dove gli altri sono i momenti misti:
Ly = > maxiyi, (9.122)
Iyz = Zmiyizi, (9124)
si trova
Len =0d). (9.125)

La matrice o viene detta “Tensore d’inerzia”’. ¢ una matrice 3x3 simmetrica e quindi diagona-
lizzabile.

Rispetto ad un SdR che abbia come terna gli autovettori di o, normalizzati (versori), v,
Vg, V3, potremo porre la (9.125) in forma diagonale

Lcm = ]1&)1{71 —+ ]2(4}2{’2 + 13(,()3{’3 . (9126)

I tre assi individuati dagli autovettori di o sono detti “assi principali d’inerzia”.

9.11 Equazioni di Eulero

Scrivendo adesso la seconda cardinale della dinamica del corpo rigido si ha

. d
Mgy = Len= at (Lwi Ve + LwsVy + T3wsVs) (9.127)
== ]1(2}1{71 -+ IQ@Q\A’Q + Ingg\A’g y (9128)

d d
Liw;—v Lhwy—v I3ws—v 9.129
ﬂ'L 1w1dtV1 + 2w2dtV2 + 3w3dtV3, ( )
= L7+ W ALep. (9.130)
In componenti avremo

Mcerzfﬂ = L + (I3 — Ir)wows, (9.131)
Mgty = Lan+ (I — Is)wws, (9.132)
Mfrff:z = Lyws+ (o — I)wiws . (9.133)

Nel caso in cui il sistema sia isolato o nel caso in cui sia soggetto alla sola forza di gravita, si
)
ha Me:ct = 0. Le equazioni allora prendono il nome di Equazioni di Eulero.
cm
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9.12 Espressione generale dell’energia cinetica

Consideriamo adesso I'energia cinetica in Eq. (9.100) e consideriamo il caso in cui 0 = c.m..

Avremo in generale

T = %vamjtégmi(ﬁ/\ri)-(ﬁ/\ri). (9.134)

Consideriamo il secondo termine e scriviamo la decomposizione di r; e o rispetto ad un SAR
generico centrato nel centro di massa del corpo rigido:

r; = @i+ i+ 2k, (9.135)
O o= wit wyj + w.k. (9.136)
Allora
i ik
TAL = |w, w, w, (9.137)
Ty Yi Z
(ziwy — y,wz)i + (zjw, — zlwx)i + (ysws — xiwy)fc. (9.138)
Quindi
(ﬁ AT = (ziwy — Yiw)? + (Tw, — 2we)? + (Yaws — xiwy)2 , (9.139)

= (7 + 2wl + (2] + 20 )w) + (27 4 4] )w? — 2a5yiwawy — 20 ziwews — 2u;2(@,140)

che & una forma quadratica (detta Ellissoide d’inerzia) che si puo scrivere nella seguente forma
matriciale:

1 1
T = §vam + 53%3. (9.141)

La matrice o & il tensore d’inerzia (9.118).
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