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Proff. M. Bonvini, S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

In un piano orizzontale, sul quale ¢ fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, si muove una barra rigida
e omogenea AB, di massa M e lunghezza L. L’estremo A della barra ¢ vincolato a scorrere senza attrito lungo una
guida coincidente con la retta y = s (dove s € un parametro reale). La barra ¢ libera di ruotare rigidamente sul
piano Oxy, attorno ad un asse perpendicolare al piano stesso e passante per A, ed & soggetta alle due forze attive
F,=—-KOAeF,=—-KOB, con K > 0.

Si adottino come coordinate lagrangiane 'ascissa = di A e l’angolo 6 che la barra AB forma con il verso positivo
dell’asse Oz (si veda la Fig.1).

1. Si scriva la funzione di Lagrange L£; si determinino i momenti cinetici coniugati p,. e pg.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro

= 25 (con —00 < A < 400).

3. Ponendoora s =1, L =1, M =1, K = 1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia della barra rispetto al suo centro di massa G ¢ Ig = %MLQ.
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1. Sthazg =2+ %cosﬁ, Yo = s+ %sine, TA =, Yys = S, xg = & + Lcosl, yg = s+ Lsinf. Quindi I'energia
cinetica e

1 1, 1 1, .
T_2M(x'é+z)é)+21(;92_2M(§c2+3L292—Lsin0:1’:9>.

L’energia potenziale &

1 1
U= §K (23 +va + 25 +ug) = iK [2% + s> + (z + Lcos)® + (s + Lsin6)?] .

La funzione di Lagrange ¢ £ =T — U. I momenti cinetici coniugati sono
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= —= 0 — ——sinf .
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Per completezza, si riportano di seguito anche le equazioni del moto, non richieste dalla traccia,

L . L .
M(i2sin992c08992> = —K (2 + Lcosf),

L. 1
M (39— 2811193'&) = K (xsinf — scosf).

2. Le derivate dell’energia potenziale sono
0.U = K (22 + Lcos¥), 0pU = KL (scosf — zsinb).

Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha

L L
x:—icose, <s+25in9) cosf = 0.

jus

La prima posizione di equilibrio ¢ cost) =0, 01 = 5 e 1 = 0.

La seconda posizione di equilibrio ¢ cosfly =0, 0 = =3 e x2 = 0.

Si hanno poi due posizioni equivalenti con cos 6 # 0, sinfl3 4 = —Z—LS = —)\,cosfl3 >0ecosfy <0,ex34 = :F%\/l —\2
Queste due posizioni esistono solo se —1 < A < 1.

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono

02U =2K, 02,U=—KL(ssinf+xcos), 02,U=0;U=—KLsin6.

Poiché 0,,U > 0, la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio stabile & che I’hessiano sia positivo. L’hessiano
nella prima posizione vale —K?L(2s + L) = —K2L?(\ + 1), la posizione di equilibrio (x1,6;) & stabile per A < —1.
L’hessiano nella seconda posizione vale K2L(2s— L) = K?L?(\ — 1), quindi la posizione di equilibrio (2, 02) & stabile
per A > 1.

Nelle posizioni 3,4 I’hessiano K2L? cos? § & sempre positivo, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando
esistono, cioe per —1 < A < 1.

Riassumendo, per —1 < A < 1 si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la
quarta (equivalenti) stabili; per A < —1 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile; per
A > 1 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima instabile, la seconda stabile

3. Per i valori assegnati dalla traccia si ha A = 2, per cui la posizione stabile & la 2. La matrice dell’energia cinetica e

1 1 L 1
Tpy =M =1, TééngB:g, Tyg =Ty, = —5 Msing = .



La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e
Uy = 2K =2, Upp = KLs=1, Ugo =Up, = KL =1.

L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da
2
1 1
oy (1) - -2 o

wt—8w?+12=0,

cioe

che ammette evidentemente due soluzioni positive,
2 _ 2 _
wi =4%2 = wy =6, wl=2

Quindi, le frequenze dei due modi normali sono wy = v/6 ~ 2.45 e w_ = /2 ~ 1.41.



