F15

Serie e trasformate di Fourier/2

(1) Utilizzando un opportuno sviluppo in serie di Fourier, dimostrare che ((4) := > 2, % = g—g, in cui
¢ ¢ la funzione zeta di Riemann.

(2) Sia f € L 1(R;C) e sia f := F[f]. Dimostrare le seguenti identitd, in cui a,b € R
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f[f(x) m] A =Ff(A—a)
Flf(x) cos(az)](A % {f()\+a)+f()\fa)}
FIf(@) sin(@n))) = 5 [f0 = @) = f3+ a)]
Flf(az)](N) = T}”m/@ 00
Flf(ate =00 = e f3a) 040
Flf(az - b)) = ‘ﬁze—“w fa) 0 #0

(3) Verificare le seguenti identita (H ¢ la funzione a gradino di Heaviside), valide per a > 0

Flrect(z)](A) = sinc(N\/(27)) Fltri(z)](A) = sinc®(\/(27))
Fllicau](y) = 22220 Fle ™ H@IO) = —
Flem ) = s

(4) Trovare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni (quando & possibile usare opportune trasfor-
mazioni per ricondursi al caso di una funzione la cui trasformata di Fourier & nota):

1 selz| <1 T oselx|<m

(a) flo)= {0 se x| > 1 () fl@)= {60 se |x| >

{cosa: se |z| < d) f(z)= {sin:z: se |z| <=
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se |z| > 0 selz|>m

el selz| <7

(f) flz)=e"H(2z +5)
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2(7—z) sexel5T7]
altrimenti
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Risp: (a) 2sin(A)/A. (c) —xz=g cos(A1/2). (f) S (g) 8e 5Asin? () /A2,
(5) Trovare la trasformata di Fourier delle funzioni

1 1

(a) f(z)= o ) f(z)= s

(Suggerimento. Utilizzare il teorema dei residui chiudendo il cammino di integrazione nel semipiano inferiore
della variabile complessa z = = + iy per A > 0, e nel semipiano superiore per A < 0).

J. —[x —Al/V2 @i 1AL =
Risp: (a) me M. (b) me=M/ 51n{\/§—|— 4}.
(6) Sia I|_q,q) la funzione caratteristica dell’intervallo [~a,a] con a > 0 e sia f(x) := cosx [|_4 4) (7).
(a) Calcolare la trasformata di Fourier g = F[f] di f (utilizzare una delle proprieta dimostrate in

precedenza).
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(b) Determinare i valori del parametro a per i quali g(\) tende a zero, quando A — oo, pit velocemente
di 1/X (in realtd come 1/\?).
(c) Spiegare il perché del punto precedente

(7) Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f lineare a tratti, il cui grafico si ottiene collegando
con dei segmenti i punti:

(—00,0), (0,0), (1,3), (2,5), (3,5), (4,0), (400,0).
(Sugg: scrivere f in termini di una combinazione di “funzioni triangolo” tri()).

(8) Riconducendosi, se possibile, a casi noti, verificare che

(a) F [:1:2@_352} (\) = g@ — a2 oA /4

1 s
b — W)=z MN(A+1
) F | e |0 = 3P A+
() F [eflmﬂ ) = 2L iearn bceR, b#£0
A2 + b2 ’ ’
12-13/s1  (9) Calcolare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni, riconducendosi, se possibile, a casi noti
e 1
(a) a?elel 0) Gy

Risp: (a) 2422 (b) ink2 H(A) e,

12-13/S2 (10) Calcolare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni, riconducendosi, se possibile, a casi noti
(H ¢ la funzione a gradino di Heaviside)

(a) e~ 3z’ +bibr (b) 63m76H(2 — )

Risp: (a) =& /(A= 5b)exp (— O3 (b) 555

12-13/83 (11) Calcolare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni, riconducendosi, se possibile, a casi noti

(a)

(S (b) x3e ™ .

Risp: (a) Te-PW/2(|A| +2). (b) &yme A (A2 —6).

[TF] (12) Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Cosa si pud affermare, nei casi seguenti, sul grado di
derivabilita di f senza doverla calcolare?

(a) flz)=aTe VIl () f(z)

sin x 1
“Tra2 ©) 1) =3

[TF] (13) Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Senza dover calcolare f , € possibile affermare che f
¢ di classe CP e che limy 0o A f(A) =0, in cui p e ¢ valgono ...

(a) f(z)= () flx) =

1 sin®(z) se x € [0, 27]
0 altrimenti
[TF] (14) Sia f la trasformata di Fourier della funzione f (z) = 2% e~ 1*I. Senza dover calcolare f, & possibile
affermare che limy_,o, AP f(A) = 0 e che f & di classe C? in cui p e ¢ valgono ...

[TF] (15) Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Senza dover calcolare f , & possibile affermare che
limy) 00 APf(A) = 0 e che f & di classe C? in cui p e g valgono ...

x—3 {(1x2)2 se x € [—1,1]

(a) f(z)

1 + 0 altrimenti

(16) Sia (frn)s2, una successione di funzioni nello spazio L;(R;C) che converge ad f € L;(R;C) rispetto
alla norma || - ||1. Sia f,, := F[fn] e f := F[f]. Dimostrare che f,, converge uniformemente a f.



