Modelli e Metodi Matematici della Fisica. S1

Filippo Cesi — 2023/06/20
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Regolamento:

(1) Tutti gli esercizi, in particolare quelli a carattere teorico, verranno valutati non solo per quanto riguarda
la correttezza della risposta, ma anche in base alla chiarezza dell'esposizione e alla calligrafia.

(2) A meno che non venga richiesto esplicitamente il contrario, bisogna scrivere chiaramente i passaggi inter-
medi, NON solo il risultato finale.

(3) Il risultato deve essere fornito nella forma piu semplificata possibile.

(4) Caratteri tipografici appartenenti ad alfabeti di galassie diverse dalla Via Lattea non verranno considerati.
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n
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(4 pt). Calcolare il raggio di convergenza delle serie di potenze Z 5 2 -
‘ nle?n
-

Risp: e.
(5 pt). Calcolare la seguente distribuzione, semplificando il piu possibile il risultato:

D3 [e‘x|D2((1 + ) efm)] .

Risp: —2 (204 +57).

(5 pt). Calcolare

/ z+1
——dz
|2—1]=2 Zsin (7z/2)

Schema di soluzione. Sia

1+2
z sin(nz/2)

fz) =
Le singolarita di f che si trovano all’interno del cammino di integrazione sono

z=0 polo di ordine 2

z =2 polo di ordine 1.

Quindi

/|Z—1|—2 f(z)dz = 2mi [Res(f,0) + Res(f,2)] = 2mi (2 _ 3> — 9

s s

(5 pt). Calcolare il seguente integrale esprimendo il risultato in termini di quantita palesemente reali

0o 12/3
/ PR
o I°+6x+18

Soluzione. Applicando la formula

/OO % g(z)de = T ZRes (9(—2) 2%, 2)
0 20

sin(amr) .

ottengo

< 223y T
= R
/0 22+ 6z +18  sin(2r/3) g es(f 2)

in cui (ricorda di cambiare segno a z nella funzione g!)
,2/3

o 2/3 _
JE) =922 = 5 s

e zp, sono le singolarita isolate di f. In questo caso ci sono due singolarita isolate che rappresento in
forma polare, usando I’argomento principale

zy =34 3i = 3v/2e7/4
2 =3—3i=3V2e /1,



Sono entrambi poli semplici. Quindi, ponendo

22— 624+18=(2—2y) (2 —2)

ottengo
2213 I 2/3 1 . 1,02,
R _ e (3 2) in/6 _ ~ 92/391/3 jim/6 _ - 3[Z in/6
s(h) =l = e e BV e i ‘ 2i V3¢
=\ — Rea(F 2 L s/2 _inse
Res(f, Z—) = Res(f, Z—l—) = Res(f, Z—i—) = _277: ge .
Quindi
/oo ,’L’2/3 dx ™ </§ i (eiﬂ,/G _ e_iﬂ,/6>
0 x246x+18 sm(27r/3) 3 2i
_Wi,fsin(w/(s)_ /21 _ 2
B 3 sin(27/3) 33 35/6
(5 pt). Calcolare la trasformata di Fourier di f(x) = ze T
Soluzione.
e N e N/
[z =z —1] e w2l AN e N A-iA
[f — e f] —z2 42z i) ﬁe—x2/4—z‘/\+1
[f = f] o2 7, Ve /ATt <1 - 2)

(5 pt). Consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier in [—, 7| della funzione f(x)

H ¢ la funzione a gradino di Heaviside

H(z)e ™ ~ 2
2

Calcolare: (a) % + 322 ak; (b) L+ Y221 (—DFag; (c)

lao|?
2

+ Z ay, cos(kx) + by sin(kz)] x € [-m, 7.
k=1

=H(x)e ™

, in cui

+ 302 [lar? + [bk]?].

Soluzione. (a) Sfruttando il teorema sulla convergenza puntuale della serie di Fourier in = 0 ottengo

FOT)+ f(07)) =

+Zak—

1(1+0):f

1
5"

(b) Sfruttando il teorema sulla convergenza puntuale della serie di Fourier in z = 7 ottengo

o0

oo
% + ; ay cos(km) =

k=1

(c) Dall'uguaglianza di Parseval segue

0 S Dra = () + f-m) = 5 (T +0) =

|ao|? = 2 oy _ 1 [T 2
5 + ) [lal + 0] == | 1f(2) da
k=1 T
N 1/W€_2$dw = il - L (1—e?)
7 Jo 21 = 27 ’

3

6—71'



(7)

(5 pt). Siaa € ResiaI(a) := / g~ iz 5((3;4 -1) e*mz) dx. Calcolare il massimo della funzione
f(a) := |I(a)| per a € R. B

Soluzione. La funzione b(z) := (z* — 1) e~ si annulla nei punti 2 = +1. Inoltre si ha

4

V(z)=e " (42*"~ 1 — 22(2* — 1)) V' (£1)] = =

da cui si ottiene .
o(b(x)) = 5 (01 +6-1) .

Quindi

— E —m2+iam} [ —x2+iax} _ E —14ia —1—ia) _ cosa

I(a) 1 <[e - + |e $_1> 1 (e +e ) 5 -

Otteniamo cosi che la funzione f(a) = |I(a)| = |cos(a)/2| ha come valore massimo 1/2.

(4 pt). Fare un esempio di una funzione f : C — C intera, non identicamente nulla, tale che
lim, o f(2z) = 0. Alternativamente, se una tale funzione non esiste, dimostrare che non esiste.

Soluzione. Suggerimento: riallacciarsi alla dimostrazione del teorema fondamantale dell’algebra e
dimostrare nello stesso modo che il fatto che la funzione tende a zero all’infinito implica, poiche la
funzione & analitica, quindi continua, che la funzione & limitata.



