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1. se ������� � allora le gaussianeche descrivono la probabilit̀a di �
	
intornoa � ��� diventanodelle ���� 	�� � ����� equindi� ���������� ��� � � ! 	 "# $�% �'&(�*),+.- / � ��0	 � �1�'	 � � �32$ �42&(� 5
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2. Il casogeneraledi �����879 � può esseretrattatoesattamentenello stesso
modo,con la complicazionechel’integraleè un po’ più complicato.Il
risultatoè� ������:��� ��� �;� ! 	 "# $�%=< �42&(�?> � 2 �42�@� ),+A- / � �� 	B� �1� 	*� � � 2$  �42&(�'> � 2 �42��� � 5 �
chesi riconduceal casoprecedentequando�?�@�C�D� . Essenzialmente
essadice chesi sostituisconoalle �?&(� delle deviazioni standardeffetti-
ve ottentuesommandoin quadraturaquelledelle E e quelledelle � ,
opportunamentepropagatemediantela derivata F'EHGIF?� , chenel caso
lineareèesattamente� . Ovviamente,in questocasola soluzionediven-
ta più complicata,ma il problemapuò essereaffrontatoper iterazione,
calcolando� e � senzatenercontodelle � �@� e poi inserendonelle for-
mule le deviazioni standardeffettive calcolatecon questovaloredi � .
La convergenzaè, in generetalmenterapida,che,se i punti sonogià
statigraficati,nemmenovale la penadi faretroppi conti: bastavalutare
aocchio � dalgraficoeusarequestovalorenelcalcolodelledeviazioni
standardeffettive.

12.3 Formule dei minimi quadrati

Riportiamodirettamentei risultati chesi ottengonoapplicandoi ragionamenti
descrittinel paragrafoprecedente.

12.3.1 J & nota ecostante

Indichiamocon K L
numerodi punti sperimentaliM� L deviazionestandarddelle E=M� L mediaaritmeticadei valori delleascisseM� L idem pervalori delleordinateM� 2 L idem peri quadratiM�C� L idem peri prodottiM

Var�� � 9 � 2 � � 2 M
Cov ��N��� � 9 �O� � � � 6

Si noti comela Var�� � nonsialegataagli errori delle � (nulli), maalladistri-
buzionedei punti sperimentaliproiettatasull’assedelle ascisse.Con questo
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formalismoabbiamoquindi:Q�SR E �� � 9 Cov ��T��� �
Var�� � (12.6)� �� � 9 "U VXW�Y �� �[Z �# K (12.7)Q �\R E ]� � 9 � � Q� Z � (12.8)� ]� � 9 U � 2 Z � �� �C^ 9 U Var�� � > � 2U

Var�� � �# K`_ (12.9)a ������ � 9 � �U � 2cbd 9 segno � �< " > Varegfihf jk 6 (12.10)

Si noti la dipendenzadelle incertezzedalla deviazionestandardchedescrive
la distribuzionedegli errori sulle E'	 , dalnumerodi punti sperimentali(il solito" G # K ), dalbraccio di leva deipuntisperimentali(quantificatoda

U
Var�� � ) e,

perquantoriguardal’intercetta,dalladistanzadelbaricentrodeipuntidall’asseE . Il coefficiente di correlazioneè pari a zero quandola coordinata� del
baricentrodeipuntisperimentalìeparia0, mentreaumentain moduloquando
i punti sonomolto distanti. Il suosegnoè ugualea quellodellacoordinata�
del baricentro.Si facciainoltre a nonconfonderequestoil correlazionefra �
e � conquellofra � e � , ovvero a ��N��� � .

Si noti, inoltre, comel’equazione12.8 indica che il baricentrodei pun-
ti debbaappartenerealla rettaottenutadal fit. Questorappresentaun modo
rapidoperverificarechenonci sianoerrori di calcolo.

12.3.2 J &(� ignoteesuppostecostanti

Tutte le formule precedentivalgonoancora. La soladifferenzaconsistenel
fattoche � vavalutatodagli scartifra le ascissedeipuntisperimentaliequelle
della rettachemeglio approssimai punti, ovveroquellain corrispondenzadi
E �� � e E ]� � . Si è già fatto cennoa questometodonel paragrafo10.5.2. In
analogiacon la deviazionestandard,si calcolala radicequadratadellamedia
dei quadratidegli scartifra � 	 e le funzioni calcolatein � 	 . Inoltre,comespie-
gatonel paragrafo10.5.1,il problemadiventacomplicatoquandoil numero
di punti sperimentalìe piccolo. Coni dovuti caveatespressiin taleparagrafo,
il modousualee che“va nella direzionegiusta” di trattareil problemaè di
dividereper

K � $ , anzich́e per

K
, la sommadeiquadratidei residui.Quindi la

formulapraticaè � 9 l 	 ��0	 � Q�1�?	 � Q � � 2K � $ 6 (12.11)
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12.3.3 J &(� diverseenote a priori

Quandole deviazioni standardchedescrivono i possibili errori sulleordinate
sononote,ma diversefra loro valgonoancorale formule (12.6)-(12.10),con
le seguentivariazioni:m tuttele medie( � , � 2 , � e �C� ) sonocalcolatecomemediepesateconpesin 	 pari gli inversidellevarianzedelle E 	 :n 	 9 "� 2&(�� 9 l 	 n 	o�'	l 	 n 	� 2 9 l 	 n 	o� 2	l 	 n 	� 9 l 	 n 	o�0	l 	 n 	�O� 9 l 	 n 	 � 	 � 	l 	 n 	 Mm la combinazione� 2 G K checomparenelcalcolodelledeviazionistandard

deiparametrìe sostituitadall’inversodellasommadeipesi:� 2K � � "l 	 n?p 6
12.4 Esempidi applicazionedelle formule dei fit

12.4.1 Incertezzeignoteepresupposteuguali

Questòesicuramenteil casopiù interessanteperle applicazionidi laboratorio.
Infatti nonsemprèepossibilevalutarele deviazioni standardassociateagli er-
rori casualiripetendomoltevoltele misureaparit̀adi condizioni.Inoltreanche
ripetendole misuresi potrebbenon tenerecontodi possibili fluttuazioniche
dipendonodal valoredel misurando(vedi discussionesugli errori sistematici,
paragrafo12.7,primo punto). Comeesempionumerico,consideriamoi dati
dell’allungamentodellamolla in funzionedellamassaapplicata(vedi tabella
2.5). Si noti l’assenza,a questolivello, di incertezzeassociatealle misure.
Infatti ogni stima sarebbearbitraria,comediscussolungamentenei capitoli
precedenti.I valori sonostatiriportaticontuttele cifre chesi riuscivanoadap-
prezzaresugli strumenti.Si noti comegli studentiabbianodeciso,nonostante
le raccomandazionicontrarie,che,datele condizionidi lavoro, fossedifficile
effettuarelettureal di sottodelmillimetro. Vedremonel seguitose,conil sen-
no del poi, avrebberodovuto sforzarsiun po’ e quali sonole conseguenzesul
risultato.

Riportiamonella tabella
" $ 6 " i dettaglidei calcoli. I simboli l f , l fiq ,lsr , l f r stannoper le sommatoriedi interesse.Si noti comeil numerodi

cifre della tabellanon è legatoalle regolesullecifre significative, secondole
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