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10.10 Teoremadsd limite centrale

Siamooragiunti aquellochee il pitimportanteteoremasulle distribuzionidi
probabilit.

Neiparagrafprecedentabbiamdmparatoavalutareprevisioneeincertez-
zadi previsionedi combinazioniinearidi variabili casualijndipendentemente
dallaloro distribuzione.Ma peresprimereaffermazioniprobabilistichesutali
funzioniserne conosceréa distribuzionedi probabilitae questoe un problema
non banale(vedi paragrafifacoltatvi 10.2 e 10.3). Comunque/'esperienza
sudistribuzionitipiche (vedi paragrafor.10)ci insegnachein generec’e alta
probabilita chein valoredella variabile aleatoriacadaentro alcunedeviazio-
ni standarddal valoreatteso.Quandopoi ci sonoservitedellaconsiderazioni
probabilisticheestremeindipendentementdalla distribuzione abbiamaofatto
usodelladisuguaglianzali Cebice.

In realé le combinazionilineari tendonoad avere una distribuzionedi
probabilita universale jndipendentementdalle distribuzioni di partenzagco-
me consequenzdel teoremadel limite centrale, che formularemofra breve.
Siccomeconsideriamaassolutamentéacoltatva la dimostrazionedel teore-
mae molto piu importanteunasuamodellizzazionee rappresentazionésiva,
cominciamaocondegli esemppratici.

Abbiamo visto nel capitolo 6 comecostruireunavariabile casualesulla
sommadgyli esiti di duedadi. Mentrela distribuzionedell’esito di un solo
dadoeé uniforme,la distribuzionedellasommamostraun addenzamentdella
probabil& al centro,ed un massimoin corrispondenzali X = 7. La figu-
ra 6.2 mostrachiaramentd'origine del cambiamentali forma: ci sonomolte
combinazionchepossonalarevalori centralie pochechepossonalarevalori
laterali. Sesi sommada variabile“due dadi” conun’altravariabileindipenden-
telegataadun solodado,di nuovo sa& molto probabileformarecombinazioni
intornoal centrodelladistribuzione(vediadesempidigural0.1).

Anchepartendadaunadistribuzionecontinuauniformesi halo stesscef-
fetto: la sommadi duevariabili da luogoad unadistribuzionetriangolare(chi
e interessatalla dimostrazionguo consultardl paragrafol0.3.3,maanche
la solafigura10.3¢e autoesplicatiae mostral’analogiaconil lanciodeidadi).

Osserviamamrala figura 10.5. Essamostrale distribuzioni simulateotte-
nute estraendain certonumerodi variabili casuali(n = 1, 2, 3,5, 10,20e
100) e sommandoldra di loro. Questoprocessce ripetuto 10000volte. Si
ottienequindi, per ciascuncaso,unadistribuzionestatisticache somigliaal-
la corrispondentelistribuzionedi probabilit'®. Le distribuzionidi basesono
unauniformefra 0 e 1 e unadistribuzione“strana” uniformefra 0 e 0.25,fra
0.75e 1, nulla altrove. La distribuzione“strana” & particolarmentastrutti-
va per capirel’effetto di addensamental centrodellaprobabilita dovuto alle
combinazionedei diversivalori. Ad esempiopern = 2, si notaun triangolo
centraledoppiodi ciascunaleitriangolilaterali. Essog dovuto alla probabilita
cheunvaloregrandedi unavariabilesi combiniconunvaloregrandedell’altra
variabile.

11si ricordachela previsionedi unadistribuzionestatisticaé ugualealladistribuzionedi pro-
babilita, conunaincertezzahedecresceonil numerodi estrazioni.Perl'uso dellesimulazioni
perstimaredistribuzioni di probabiliti si vedail paragrafol0.5
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Figura 10.5: Teoremadel limite centraleall'opera. Le duefigurein alto mostrano
la distribuzione10000eventi generatsecondainadistribuzioneuniforme(sinistra)e

unadistribuzionea “onda quadra”,diversada zero e costantenggli intervalli fra 0 e

0.25efra 0.75e1. Successiamentgdall’alto versoil bassosonomostratde somme
di n variabili casualiestrattedalle duedistribuzioni. n vale, nell'ordine, 1, 2, 3, 5,

10,20e 100. In alcunicasisonoanchemostratde gaussianeventila stessanediae

varianzadelledistribuzionie normalizzatea 10000eventi.
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Sinotache,al cresceraleiterminidellasommatoriala distribuzionerisul-
tantehaunaformaregolareacampanandipendentementgallaformainiziale.
Si noti comele distribuzioni asintotiche(n = 100) sonocentratesullo stesso
valorein entrambii casi, mentresonodiversele larghezze. Questae con-
sequenzahe le duedistribuzioniiniziali avessercstessamedia, ma diversa
deviazionestandardquella“strana” indicaunaprevisionedel quadratadegli
scartidalla mediapiu grandedell’altro caso).La curva riportatasui vari isto-
grammié unagaussiaanaSi vedecome,daun certon in poi (diversoperi due
casi!) la distribuzioneé benapprossimatdaunanormale.

Questocomportament@ dovuto al teoremadel limite centrale:

date n variabili casualiindipendentiX;, anche descritteda di-
stribuzioni di probabilita diverse(purché aventivalore medioe
varianzafiniti), al crescee di n» (“nel limite din — oo”) la
combinaziondineare

Y =) X,
=1
hadistribuzionedi probabilita normaledi parametri

{ n= 22 a7y 5

2 _ 2 2
0° =), 00}

purché sia
a?a? < o?

perognivariabile X; nondistribuita normalmente
E importanteaggiungerelelle noteesplicatie.

e Lacondizionea?s? < o* pud essereespressaicendochenessurter
mine deve dominaréde fluttuazioni,altrimenti essosal determinantei
fini delladistribuzione.

e La derogaa tale condizioniper le variabili distribuite normalmente2
dovuto al fatto che le combinazionilineari di gaussianesonosempre
gaussianéndipendentementgal loro numeroe daivaloridi o.

e Nonc'éinvecenessunaondizionesulvaloriattesi,in quantoquestaeo-
remadescrve le fluttuazioni,mentrele posizionipossonassere/ariate
apiacere(purchrei valori sianofiniti, naturalmente).

¢ Il teoremanondicedaqualevaloredi n I'approssimazione valida. Di-
pendedaltipo di distribuzione.Dallafigural0.5si vedeche,apartireda
distribuzioniuniformidi larghezzaconfrontabilegiapern = 4 o5 'ap-
prossimazione ragione&ole. Partendoda unadistribuzionetriangolare
(equivalentea 2 uniformi) sonosufficienti gia 2 o 3 termini. In effet-
ti peri casipratici, condistribuzioni piccateal centrola corvergenzag
rapidissima.
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e Pernondarelillusione chela corvergenzaa normalesiasempreapida,
facciamoun controesempimotevole. Perla proprie@ riproduttivadel-
la poissonianala sommadi n poissonianéndipendentidannoancora
luogoadunapoissonianaQuindi, sottocertecondizioni,essaendea a
normale(vedi paragrafesuccessio). Sepero consideriamaun miliardo
di variabili, ciascunavente A = 10~ la distribuzionefinale saa anco-
ra poissonian@on A = 1, bendiversadaunanormale! (In questocaso
particolarela corvergenzaanormalesi hapern > 10°.)

10.10.1 Distribuzione della media aritmetica

Diamo qui unaprimaapplicazionedel teoremaalla distribuzionedellamedia
aritmetica. La variabile casualemediaaritmeticaé pari, a menodi un fat-
tore di proporzionali&, ad unasommatoriae quindi, al cresceredel numero
di osserazionisulle quali essae effettuata,saia descrittasempremeglio da
normale:

X ~N(u,0/vn). (10.58)

10.10.2 Convergenzain distribuzione della binomiale e della pois-
soniana

Siala binomialechela poissonian@odonodellaproprietriproduttiva. Que-
staproprieta permettedi pensareuinadistribuzionecaratterizzatalaun valore
medioelevatocomeunasommadi tantevariabilicasualiprovenientidallo stes-
sotipo di distribuzionema caratterizzatelavalori medipiu piccoli. Siccome
peril teoremadel limite centraleunasommadi variabili casualitendead una
distribuzionenormale la distribuzionebinomialee quelladi Poissortendono
alladistribuzionenormaleal cresceretispettvamentedi np edi A:

e distribuzionebinomiale:pervalori di np e di nq “abbastanzgrandi” la
distribuzionebinomialetendead unadistribuzionenormaledi ;. = np e

0 = /Pqn;

o distribuzionedi Poisson:per valori di A “abbastanzayrandi” la distri-
buzione di Poissontendead una distribuzionenormaledi 1 = A e

o=

La condizionedi valore “abbastanzagrande”dipendedal gradodi accu-
ratezzacon cui si vuole calcolarela probabilita. Perla maggiorpartedelle
applicazionichesi incontranonellatrattazionedegli errori e perla determina-
zionedggli intenvalli di fiduciala condizioneé soddisfattgervalori di np, ng
e A maggioridi 10-15.

Bisognaprecisarecosasi intendeperlimite di unadistribuzionediscretaa
unadistribuzionecontinua.Infatti in un casola funzionedi distribuzionehail
significatodi unaprobabilitae nell’altro di unadensitdi probabili@. Il limite
vaalloraintesoperla funzionedi ripartizione:

Ti+1/2 1 )2
lim F(z;) = 5

n—oo — 0o - 27rg'
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