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10.10 Teorema del limite centrale

Siamooragiunti aquellocheè il più importanteteoremasulledistribuzionidi
probabilit̀a.

Neiparagrafiprecedentiabbiamoimparatoavalutareprevisioneeincertez-
zadi previsionedi combinazionilinearidi variabili casuali,indipendentemente
dallaloro distribuzione.Ma peresprimereaffermazioniprobabilistichesutali
funzioniserveconoscerela distribuzionedi probabilit̀aequestòeunproblema
non banale(vedi paragrafifacoltativi 10.2 e 10.3). Comunque,l’esperienza
sudistribuzioni tipiche(vedi paragrafo7.10)ci insegnachein generec’è alta
probabilit̀a chein valoredella variabilealeatoriacadaentroalcunedeviazio-
ni standarddal valoreatteso.Quandopoi ci sonoservitedellaconsiderazioni
probabilisticheestreme,indipendentementedalladistribuzione,abbiamofatto
usodelladisuguaglianzadi Cebicev.

In realt̀a le combinazionilineari tendonoad avere una distribuzionedi
probabilit̀a universale,indipendentementedalle distribuzioni di partenza,co-
me consequenzadel teoremadel limite centrale, cheformularemofra breve.
Siccomeconsideriamoassolutamentefacoltativa la dimostrazionedel teore-
maemoltopiù importanteunasuamodellizzazioneerappresentazionevisiva,
cominciamocondegli esempipratici.

Abbiamovisto nel capitolo 6 comecostruireunavariabile casualesulla
sommadegli esiti di duedadi. Mentre la distribuzionedell’esito di un solo
dadoè uniforme,la distribuzionedellasommamostraun addenzamentodella
probabilìa al centro,ed un massimoin corrispondenzadi

� ���
. La figu-

ra 6.2 mostrachiaramentel’origine del cambiamentodi forma: ci sonomolte
combinazionichepossonodarevalori centraliepochechepossonodarevalori
laterali.Sesi sommala variabile“duedadi” conun’altravariabileindipenden-
te legataadunsolodado,di nuovo sar̀amoltoprobabileformarecombinazioni
intornoal centrodelladistribuzione(vedi adesempiofigura10.1).

Anchepartendodaunadistribuzionecontinuauniformesi halo stessoef-
fetto: la sommadi duevariabili dà luogoadunadistribuzionetriangolare(chi
è interessatoalla dimostrazionepuò consultareil paragrafo10.3.3,ma anche
la solafigura10.3è autoesplicativae mostral’analogiaconil lanciodei dadi).

Osserviamoora la figura10.5. Essamostrale distribuzioni simulateotte-
nuteestraendoun certonumerodi variabili casuali( � ��� , 2, 3, 5, 10, 20 e
100) e sommandolefra di loro. Questoprocessòe ripetuto10000volte. Si
ottienequindi, per ciascuncaso,unadistribuzionestatisticachesomigliaal-
la corrispondentedistribuzionedi probabilit̀a11. Le distribuzionidi basesono
unauniformefra 0 e 1 e unadistribuzione“strana”uniformefra 0 e 0.25,fra
0.75 e 1, nulla altrove. La distribuzione“strana” è particolarmenteistrutti-
va percapirel’effetto di addensamentoal centrodellaprobabilit̀adovuto alle
combinazionedei diversivalori. Ad esempio,per � ��� , si notaun triangolo
centraledoppiodi ciascunodeitriangoli laterali.Essoèdovutoallaprobabilit̀a
cheunvaloregrandedi unavariabilesi combiniconunvaloregrandedell’altra
variabile.

11Si ricordachela previsionedi unadistribuzionestatisticàeugualealladistribuzionedi pro-
babilità,conunaincertezzachedecresceconil numerodi estrazioni.Perl’uso dellesimulazioni
perstimaredistribuzioni di probabilit̀a si vedail paragrafo10.5
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Figura 10.5: Teoremadel limite centraleall’opera. Le duefigure in alto mostrano
la distribuzione10000eventi generatisecondounadistribuzioneuniforme(sinistra)e
unadistribuzionea “onda quadra”,diversada zeroe costantenegli intervalli fra 0 e
0.25efra 0.75e1. Successivamente(dall’alto versoil basso)sonomostratele somme
di 
 variabili casualiestrattedalle duedistribuzioni. 
 vale, nell’ordine, 1, 2, 3, 5,
10,20 e 100. In alcunicasisonoanchemostratele gaussianeaventi la stessamediae
varianzadelledistribuzionienormalizzatea 10000eventi.
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Si notache,al cresceredei terminidellasommatoria,la distribuzionerisul-
tantehaunaformaregolareacampanaindipendentementedallaformainiziale.
Si noti comele distribuzioniasintotiche( � ���
��� ) sonocentratesullo stesso
valore in entrambii casi, mentresonodiversele larghezze. Questaè con-
sequenzache le duedistribuzioni iniziali avesserostessamedia,ma diversa
deviazionestandard(quella“strana” indicaunaprevisionedel quadratodegli
scartidallamediapiù grandedell’altro caso).La curva riportatasui vari isto-
grammièunagaussiaana.Si vedecome,dauncerto � in poi (diversoperi due
casi!) la distribuzioneè benapprossimatadaunanormale.

Questocomportamentòedovutoal teoremadel limite centrale:

date � variabili casuali indipendenti
���

, anche descritteda di-
stribuzioni di probabilità diverse(purché aventi valore medioe
varianzafiniti), al crescere di � (“nel limite di ��� � ”) la
combinazionelineare

��� �� ������� �����
ha distribuzionedi probabilità normaledi parametri� � �"! � � � � �#�$ �"! � � $� #%$�
purchésia � $� # $�'& # $
perogni variabile

���
nondistribuita normalmente.

È importanteaggiungeredellenoteesplicative.( La condizione� $� # $� & # $ può essereespressadicendochenessunter-
minedeve dominarele fluttuazioni,altrimentiessosar̀a determinanteai
fini delladistribuzione.( La derogaa tale condizioni per le variabili distribuite normalmentèe
dovuto al fatto che le combinazionilineari di gaussianesonosempre
gaussianeindipendentementedal loro numeroedai valori di # .( Nonc’èinvecenessunacondizionesulvaloriattesi,in quantoquestoteo-
remadescrive le fluttuazioni,mentrele posizionipossonoesserevariate
apiacere(purch́e i valori sianofiniti, naturalmente).( Il teoremanondicedaqualevaloredi � l’approssimazionèevalida.Di-
pendedaltipo di distribuzione.Dallafigura10.5si vedeche,apartireda
distribuzioniuniformi di larghezzaconfrontabile,giàper � �*) o 5 l’ap-
prossimazionèe ragionevole. Partendodaunadistribuzionetriangolare
(equivalentea 2 uniformi) sonosufficienti già 2 o 3 termini. In effet-
ti per i casipratici, condistribuzionipiccateal centrola convergenzaè
rapidissima.
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( Pernondarel’illusione chela convergenzaanormalesiasemprerapida,
facciamoun controesempionotevole. Perla propriet̀a riproduttivadel-
la poissoniana,la sommadi � poissonianeindipendentidannoancora
luogoadunapoissoniana.Quindi,sottocertecondizioni,essatender̀aa
normale(vedi paragrafosuccessivo). Seper̀o consideriamoun miliardo
di variabili, ciascunaavente + �,�
�.-./ la distribuzionefinalesar̀a anco-
ra poissonianacon + �0� , bendiversadaunanormale!(In questocaso
particolarela convergenzaanormalesi haper �21 �
�3/ .)

10.10.1 Distribuzione della media aritmetica

Diamoqui unaprimaapplicazionedel teoremaalla distribuzionedellamedia
aritmetica. La variabile casualemediaaritmeticaè pari, a menodi un fat-
tore di proporzionalit̀a, ad unasommatoriae quindi, al cresceredel numero
di osservazioni sulle quali essaè effettuata,sar̀a descrittasempremeglio da
normale: �5476�8 �:9 #�;�< �>=%? (10.58)

10.10.2 Convergenza in distribuzione della binomiale e della pois-
soniana

Sia la binomialechela poissonianagodonodellapropriet̀a riproduttiva. Que-
stapropriet̀a permettedi pensareunadistribuzionecaratterizzatadaun valore
medioelevatocomeunasommadi tantevariabili casualiprovenientidallostes-
so tipo di distribuzionemacaratterizzatedavalori medipiù piccoli. Siccome
per il teoremadel limite centraleunasommadi variabili casualitendeaduna
distribuzionenormale,la distribuzionebinomialee quelladi Poissontendono
alladistribuzionenormaleal crescere,rispettivamente,di �A@ e di + :( distribuzionebinomiale:pervalori di �B@ e di �>C “abbastanzagrandi” la

distribuzionebinomialetendeadunadistribuzionenormaledi
� � �A@ e# � < @DC3� ;( distribuzionedi Poisson:per valori di + “abbastanzagrandi” la distri-

buzionedi Poissontendead una distribuzionenormaledi
� � + e# � < + .

La condizionedi valore“abbastanzagrande”dipendedal gradodi accu-
ratezzacon cui si vuole calcolarela probabilit̀a. Per la maggiorpartedelle
applicazionichesi incontranonellatrattazionedegli errori e perla determina-
zionedegli intervalli di fiduciala condizioneè soddisfattapervalori di �A@ , �>C
e + maggioridi 10-15.

Bisognaprecisarecosasi intendeperlimite di unadistribuzionediscretaa
unadistribuzionecontinua.Infatti in un casola funzionedi distribuzionehail
significatodi unaprobabilit̀aenell’altro di unadensit̀adi probabilit̀a. Il limite
vaalloraintesoperla funzionedi ripartizione:
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