Capitolo 10

Funzioni di variabili casualie
teoremi limite

10.1 Propagazionedelleincertezze

La condizionedi incertezzasu alcunegrandezzesi riflette in generesu ogni
altragrandezzahesiafunzionedi esse Ad esempiojmmaginiamodi essere
interessatill’area(A) e al perimetro(p) di un rettangolo(idealizzazionelel
pianodi un tavolo), di cui sonostati misuratii duelati (e e ). L'inevitabile
incertezzasul valoredi ¢ e di b (a cui andrebbeaggiuntaquellalegataal fatto
cheil quadrilatergpotrebbeesseraonperfettamenteetto)siriflette su A e su
p. Il termineconcui questoprocess@ noto e propagazone delle incertezze.
Come sappiamo, gradi di fiducia sui possibili valori di « e di & sono
espressida f(a) e f(b). Ma, nel casogeneralej valorit di a e di 6 nonsono
indipendenti,comepuo succederael casochei lati sianostati misuraticon
lo stessatrumentonon perfettamentealibratd. Quindi,in generebisognea
considerarda funzionecongiuntaf (a, b). Perpoterquantificarenel modopiu
generald’'incertezzasu areae perimetro,bisognaimpararea valutaref(A) e
f(p) partendada f (a, b) (0 daf(a) e f(b) nelcasodi indipendenza)ln real@,
anchen questacasoa soluzionepiu generalel problemasi ottienemediante
il calcolodi f(A, p). Infatti ci aspettiamahe A e p abbianoun certogrado
di correlazionein quantosonocalcolatedalle stessénformazionidi partenza.
Riepilogandoijl problemaconsistenel valutaref (A, p) apartireda f(a, b):

fla,b)= f(A,p). (10.1)

Comevedremojl problemageneralguo diventareabbastanzaomplessalal
puntodi vistadelcalcolo.Ci accontenteremdi calcolaresoltantoprevisionee
incertezzali previsionedellevariegrandezze, qualoraesistanaorrelazioni,
del loro coeficientedi correlazione.Nella maggiorpartedei casipratici (e

1Si noti 'uso della stessdetterasia peril nomedella variabile che peri possibili valori.
Quandosi passaalle applicazionipud essergiu importanteusaregli stessisimboli sia perle
grandezzeche per le possibili realizzazioni. Quindi si raccomandali abituarsiad unacerta
flessibilita.

2Ritorneremoin dettaglio su tale effetto (vedi paragrafo11.6), ma si capisceche, ad
esempiosela misurasottostimaz sottostimed ancheb.
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“tranquilli”) questeapprossimazionsonopiu cheragione&ole e vedremoco-
me esseci permetterannosotto certeipotesispesscoddisfattedi effettuare
affermazioniprobabilistichesui valori delle grandezzaE comungquempor-
tantericordarsiche, all’'occorrenzabisognaaffrontareil problemanel modo
piu rigoroso,descrittodaunageneralizzaziondella(10.1),chescriviamocon

vy, 29 TR TR 10.2
flz1, 22 ) VoY (Ko Ko ) Fly1, v2 Ym) ( )

oveconY; = Y;(---) eéindicatala j-mafunzionechelegale n X; alle m Y;.
La soluzioneminimalecheaffronteremaoneidettaglisa@inveceil solocasodi
propagazioneli previsioneedincertezzali combinazioniineari di variabili:

E(X;) E(Y;)

o(X; 5 o(Y; 10.3
((X') X ) Yj=cjotejn Xitejp XotteinXn (Y])Y ( )
p(X;, Xy p(Y;, Yy)

A questacasoci ridurremo previe linearizazioni, nelcasodi funzioniqualsiasi
(e neilimiti in cui le linearizzazionsianoragioneoli).

| prossimiparagrafi,dedicatialla valutazionedella distribuzionedi pro-
babilita di funzioni di variabili casuali,possonoesseresaltati da chi non e
interessata tale agomento. In tale casosi vadadirettamenteal paragrafo
10.6.

10.2 Soluzionegeneraleper variabili discrete

Il casodi variabili discrete,bencle di scarsointeresseper le applicazionidi
guestocorso,e molto semplice almenodal puntodi vistaconcettuale.

10.2.1 Regolagenerale

Consideriamaluevariabili casualdi partenza X eY', esoltantounavariabile,
7, funzionedi esse:

Z=g(X,Y).
Cominciamodal considerarél casoin cui Z assumaun certovalore z perla
solacombinazionelellavariabili X = 2 eY = y. Chiaramentela probabilita

di 7 = z sa@l ugualealla probabilita che si verifichino esattamenteuesti
valoridi X ediY:

fz)=P(Z=2)=PX =2Y =y)=f(z,y) cong(z,y)==z
(10.4)

© G. D’'Agostini 2000



10.2Soluzionegeneralepervariabili discrete

265

Quandcci sonoinvecepiu coppiechecontribuisconaal valoreZ = z, bisogna
sommaresututtele loro probabilita3

fe= > fay) (10.5)
x?:y
gz, y) ==

Comeesempiosi vedala sommadggli esiti nel lancio di due dadi, gia mo-
stratonel paragrafds.4 (vedi anchefigura6.2). Si noti comel’alta probabilita
per valori centralidella sommasia dovuto soltantoal fatto che questivalori
possoncessereausatidapiu combinazionidi quelli estremi.

La (10.5)si estenddacilmenteal casodi piu funzioni. Ad esempiconsi-
derandaancheda variabileV = f(X,Y), la congiuntaé datada:

o= ) fay) (10.6)
'r7y
g(z,y) ==z
h(z,y)=v

Anche sel'impostazionedella (10.6) e semplice,il calcolo che permettedi
otteneredelle formule analitichepud esseremolto complicato,benal di 1a
dello scopodi questocorso. Vediamosoltantonei prossimiparagrafialcuni
sottocasimoltoistruttivi.

10.2.2 [OConvoluzionedi due funzioni di probabilita

Consideriamda variabile 7, sommadi due variabili indipendentiX e Y.
Applicandola regolageneraletteniamoche

f) = ). fla) (10.7)
L, Y
r+y==z
= ) fl,z-y). (10.8)

Nel casodi variabiliindipendentia (10.8)si riducea
= D J@f(z-y), (10.9)

cherappresentdl casodiscretodella convoluzione di due funzioni di proba-
bilitaindipendenti.La figura10.1 mostrala distribuzionedellasommadi due
variabili casualiuniformi associateagli esiti del lancio di duedadi. E anche
mostratda sommadi tre dadi,la qualepud esserenterpretatacomela somma
di duedadipiu unterzodado. Si noti I'alta probabilitadei valori centralie la
bassgrobabilitdi quelli laterali.

3Dal puntodi vistaformale,la (10.5) equivale, per variabili a valori interi (ricordiamoche
discretononimplica necessariamentetero)a

f(Z) = Z 5z,g(m,y)f(x7 y) 3
Y

oved; ; eladeltadi Kroneckerchevalel se: = j e zeroaltrimenti.
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Figura 10.1: Distribuzionedella sommadei risultati ottenutidal lancio di » da-
di. La concentrazionalella probabilita al centro della distribuzione & dovuta al-
I'elevato numerodi combinazionii quali produconorisultati intermedie giustifica
qualitatvamentél teoremadel limite centrale.

Comeesempidi applicazionalella(10.9)consideriamda sommadi due
variabili ciascunalelle quali & unadistribuzionedi Poissongon parametri);
e A;. Abbiamo gia detto, basandocsu argomentilegati all'interpretazione
fisicadel processdali Poissonchela distribuzionedellasommage ancorauna
poissonianali parametro\; + A,. Utilizzandola (10.9)otteniamo:

z :Zf($|7)A1)f(Z_$|PA2)7
=0

ove la sommatoriavadaO a z in quantoy = z — z non puo assumerealori
negatii. Esplicitandde funzioni si ottiene:

SPERD CIPRRCD Vit

1) = Z z! (z—;rQ)!z!

r=0

_ /\1+/\2 (Al —|— Ag) Z Z! Al r AQ =T
z! (z—.r)!z! A1—|—A2 A1—|—A2

a =0
~(ute) (A1 + o)’

= f(z|Pri4as) 5 (10.10)
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Un esempiadi questaecnicae mostratoin figura10.4, ove unavariabile
casualeX distribuitasecondaunadistribuzionenormaledi 4 = 10ec =2¢€
generata 00'000 volte conla tecnicadi Monte Carlo (vedi paragrafal0.12)e
successiamenterasformatan ¥ = v/X, 1/X e X? (nell'ordine e comefa-
cilmentericonoscibiledai valori medie deviazioni standardielledistribuzioni
statisticheisultantidallasimulazione).

10.6 Riepilogodi alcuneproprietadelle funzioni di va-
riabili casuali

Primadi proseuire & opportunofare brevementdl puntodella situazioneri-

guardadle funzionidi variabili casuali.Questadovrebbepermettereinaageso-

le letturadeiparagrafcheseguonoanchea colorochehannaosaltato paragrafi
precedenti.

e |l calcolodellaforma della distribuzionedi unafunzione qualsiasidi
variabili casualie un problemacomplicato.

e Le applicazionispecifichecheincontremo legateallincertezzadi mi-
sura,nonrichiedonotale abilita.

¢ Alcune distribuzioni godonodella cosiddettapropriet riproduttiva ri-
spettoallasomma.ln particolare guestoe vero per

— la binomiale(vediparagrafor.7);
— ladistribuzionedi Poisson(ibidem);
— lanormale(vedi puntoseguente);

e La distribuzionenormaleé ancheriproduttiva sotto unaqualsiasicom-
binaziondineare:

sen variabili indipendenti.X; sonodistribuite normalmen-
te con E(X;) = p,; e Var(X;) = o7, la variabile casuale
Y =3, ¢ X; eancoradistribuitanormalmenteonE(Y) =

py = Yo.cipi e Var(Y) Y. c?o? (si noti il quadratodei

coeficienti).

e Lasommadi alcunedistribuzionipuo darluogoadaltredistribuzionino-
tevoli. Il casopitu semplicez quellocheconduceallabinomialepartendo
datanti processdi Bernoulliindipendenti.

e La tabella10.3 mostraalcuni esempinotevoli di sommadi variabili
indipendenti.

10.7 Valoreattesoe varianza di combinazionilineari

Sviluppiamoorail programmaillustrato all'inizio di questocapitoloe sche-
matizzatonella(10.3). Calcoliamoquindiil valoreattesadi unacombinazione
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distribuzionedegli addendi distribuzionedellasomma

n Bernoulli, B, binomiale,B,, ,

binomiale 5, , binomiale,Bzi i p
PoissonpP,, PoissonPs-~ 5,
normale N (p;, o;) normale N (3 s, (32, 02)7)
k geometricheg, binomialenegativa, B, (***)
k esponenzialif,_; /. Erlang(,r) (***)

Tabella 10.3: Distribuzionedellasommadi variabili casualiindipendenti.Esempi
notevoli.

linearedi variabili casuali,cominciandodal casopiu semplice,quello della
sommaalgebrica:

EX£Y) = [t ) fe)dody
= //:Uf:cyd:vdyj://yfxyd:vdy
= E(X)+E(Y (10.24)
Nel casogenerale
E(aX +8Y) =aE(X)+BE(Y). (10.25)

Avendoottenutoil valoredellaprevisione,interessiamocall’incertezzadi
previsione,datadalla deviazionestandard Anchein questocasocominciamo
dallasommaalgebrica:

VarX+£Y) = E[(X£Y)-E(X £Y))]
- {(X ~E(X)) £ (Y - E(Y))Q}
E {(X CE(X))? 4 (Y —E(Y))? (10.26)
+2 (X - E(X)) (Y - E[Y])]
= Var(X)+VarY)+2Cov(X,Y). (10.27)

Nel casoin cuila covarianzasi annullatroviamochela varianzadi unasomma
o differenzadi duevariabili casualie ugualeallasommadellevarianze.

Utilizandoi simbolicompattidi o% perlavarianzee o xy perlacovarianza,
possiamaiscriverela 10.27come

X (X +Y)=0% + oy +20xy. (10.28)
Nel casodi unasommadi » variabili Y = ). X; otteniamo:

EY) = ZE(X-) (10.29)

Var(Y) = ZVar (X:)+ ) Cov(X;, X;) (10.30)
i#]
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e, nellanotazionesimmetricaappenantrodotta:

i Zaij ) (10.31)
]

oveo; = afqi e o;; = Cov(z;, z;). Consideriamdnfine unacombinazione
linearedi duevariabillY = a X; + b6 X3 + ¢:

vary) = E [(aXl +bXy+ ¢ — Ela X1+ b Xa + c])ﬂ
= E[(e (X1 - E(X))) +b (X - E(X2)))’]
= a’Var(X) +b*Var(X,) +2abCov(Xy, Xy).
(10.32)

Questarisultatopuo essereestesa un numeroqualsiasidi variabili:
Y o= > X,
E(Y) = ) ai E(X)) (10.33)

Var(Y) = ) afVarX:)+2) aio; Cov(X;, X;)  (10.34)
i i<
Possiamaiscriverein modopit compattol’espressionalella covarianza,os-
senandoinnanzituttoche

2 Z oG O CO\/()(27 Xj) = Z (07507 CO\/()(27 )(j) s
i<j i]
in quantoil fattore2 e dovuto a consideraresia: < j che: > j. Utilizzando
inoltre la notazionecompattaguestguo essereiscrittacome

Z O 0055
1#]
Anchei terminidovuti alle varianzepossonaessereiscritti come

2 2
Z ay Var(Xi) = Z o0 = ZO@O@'U”’ ,

ovea;; stapero?. Perconcludereil modopilicompattadi scriverela varianza
di unacombinaziondinearé &:

e ZQinUij- (10.35)
ij

8Siccomequestanotazionepresentaa volte difficolta di interpretazionefacciamoun esem-
pio nel casodi 2 variabili. La sommatoriazij indicachebisognaconsiderarde 2 x 2 = 4

possibilicombinazioni:
{17 1}7 {17 2}7 {27 1}7 {27 2}'
Quindi:
0%/ = o1a1011 + 012012 + 201021 + Q202022
2 2 2 2
= ajo] +a30; + 20102012 .

(ricordiamochess 1 = o1 2).
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Quindi, poiché comeabbiamovisto, a partiredadistribuzioni uniformi simili
la corvergenzag molto rapida,peril teoremadel limite centrale

X ~N(0,1).

PerottenerequalsiasiltradistribuzionenormaleY di parametriu e o € suffi-
cienteeffettuarela trasformazione

Y=0X+pu.

Un esempiodi istogrammaottenutocon questometodoé mostratoin figura
10.4perp=10ec = 2.

Sinoti come,ovviamentea tecnicanonriproducebeneil comportamento
delle codeestrememala si puo migliorareaumentandd numerodi termini
dellasomma(e modificandoopportunamentte formule).

10.13 ) Linearizzazione

Unaconsguenzamportantedelle propriet dellacombinaziondinearee del
teoremadel limite centralee la seguente:sesi hannodelle variabili X, X5,
. X,, eunavariabileY funzionearbitrariadi essepvvero

Y =Y (X1, Xa,...,X,)

chesia abbastanzéinearenell'intorno del valore attesodi ciascunadelle X;
(ovveroy;) ove siaddensd grossadellaprobabilita(ovveroentroqualches;
day;) allora,espandendd®’ in seriedi Taylor otteniamo

Y & Y, figs e s ) +Zax (X; — ps) (10.61)
~ k—|—ZaX : (10.62)

ovele derivatesiintendonocalcolateper X; = p;. Il secondanododi scrivere
I'espansionejn cui sonostatiinglobatiin £ tutti i termini non dipendentida
X;, mostrachiaramentechela Y € unacombinaziondinearedelle X; con
coeficienti pari alle derivate calcolatenella previsione del vettorealeatorio
{X1, Xy,...X,}. Sipossonapplicarequindi aquestacombinaziondineare
edad altre combinazionilineari costruitesulle X; tutti i teoremiincontratiin
guestocapitolo.In particolare abbiamo:

e la previsionedi Y é circaugualeallafunzioneY calcolatasulle previ-
sionidelle X;:

E(Y) ~ Y(Hh M2y .- 7”77,) ) (1063)

comesi pud valutarerapidamentelalla(10.61)tenendacontocheE( X, —
pi) = 0;
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e lavarianzadi Y eparia

Y oY
2 _ y
oy = X, OX, oij (10.64)
la qualesi riduce,in casodi variabili X; fra loro indipendentia
oYy \?

e |a distribuzionedi Y e circa normalein virtu del teoremadel limite
centralee sesonovalidele condizionigenerali;

e nelcasodi tantecombinazioniineariY; (), Y2(), ... Y. () le covarianze
frale varieY; sonodateda
oY, oY,

2] P4 W Ag

(10.66)

10.14 ¢ Esempiodi applicazionealle incertezzedi mi-
sure

Facciamosubitoun esempiadi comesiapossibileapplicarele proprietidelle
combinazionilineari e dellalinearizzazionealle incertezzedi misure. Anche
senon é statoancoraaffrontatoil discorsodell'inferenzastatisticae di come
sivalutinole incertezzalelle misuredirettee le correlazionintrodottedapos-
sibili errori sistematicidi entitaincerta,supponiamahesianostati misuratii

duelati di unrettangolce chei risultatisianopresentatin terminidi previsione
edi incertezzali previsione:

= 29.71+0.03cm
b = 21.4440.03cm.

Ripetendoquantodetto al momentodi introdurre previsione e incertezzae
incertezzadi previsione: E(a) = 29.71 cm rappresentd valoreintorno al
qualeriteniamoche, ragioneolmente,si trovi a; o(¢) = 0.03 cmindicala
dispersionaleivalori chepossonasserassuntdac intornoadE(a).

Immaginiamodi esserdnteressatbraalle seguentigrandezzelerivateda
a eb: perimetro(p = 2a + 2b); sommadi lati (s = a + b); differenzadei
lati (d = a — b); areadelrettangolo(A = « b). Supponiamanoltrei duecasi:
a) le misuredi « e b sonoassolutamentadipendentipercui p(a, b) = 0; b)
parzialecorrelazioneconp(a, b) = 0.5; c) correlazioneotale (positiva),con
pla,b)=1.

Si riconosconoin p, s e d correlazionilineari di « e b, mentreil caso
dellareaé non linearee va linearizzato. Riportiamonel seuito i risultati
dettagliatipers, d e A neitre casidi correlazioneconsideratiInnanzituttole
previsionidi s, d e A nondipendonadap(a, b) e valgono

E(s) = E(a)+E(®) (10.67)
E(d) = E(a)— E(b) (10.68)
E(A) ~ E(a)-E(b). (10.69)
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Perquantariguardde varianzericordandacheCov(a, b) €pariap(a, b) o(a) o (b),
abbiamo

2(s) = o*(a) +a*(b)+2p(a,b)o(a)a(b) (10.70)

a”(

o?(d) = o*(a) +a*(b) —2p(a,b)o(a)a(b) (10.71)
o?(A) ~ b*c*(a) +a*o?(b) +2abp(a,b)o(a)o(b). (10.72)

Sinoti il simbolo“~" al postodi “=" nelcasodi A, perricordarechesi tratta

di unrisultato approssimatdasatosullalinearizzazione.l risultati numerici
sono:

s/em = 51.1540.04  [p(a,b) = 0]
51.1540.05  [p(a,b) = 0.5]
51.15+0.06  [p(a,b) = 1]

d/em = 51.1540.04 [p(a,b)=0]
51.1540.03  [p(a,b) = 0.5]
51.15+0 [p(a,b) =1]

AJem? = 636.7+1.1  [p(a,b) = 0]
636.7+1.3  [p(a,b) = 0.5]
636.7 £ 1.5 [p(a,b)=1]

Troviamoinfine i coeficienti di correlaziondra s, d e A, comeapplicazione
di quantovisto nel paragrafol0.8. Utilizzandola formula (10.45),swlgendo
in dettaglioil primo passaggioptteniamo

Cov(s,d) = (+1)(+1)0%(a) + (+1) (-1) o*(b) +

+[(+1) (=1) + (+1) (+1)] p(a,b) o(a) o (b)
Cov(s, A) ~ (+1) (+b) o*(a) + (+1) (+a) a*(b) +

[(+1) (+@) + (+1) (+b)] p(a,b) o(a) o (b)
Cov(d,A) =~ (41) (+b) o*(a) + (1) (+a) o*(b) +

[(+1) (+a) + (=1) (+b)] p(a,b) o(a) o (D),

ove, di nuovo, “~” staa ricordarecheil risultato & basatosulla linearizza-
zione. Inserenda valori e dividendoper le deviazione standard otteniamo
direttamente coeficienti di correlazionén funzionedi p(a, b):

p(s,d) = 0 VY p(a,b)
p(s,A) = 0.9871 p(a,b)=0
= 0.9957 p(a,b)=10.5
= 0.9999  p(a,b)=1.0
p(d,A) = —-0.160 p(a,b)=0
= —0.093 p(a,b)=0.5
0 pla,b)=1.

Sinoti:
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