
Capitolo 10

Funzioni di variabili casualie
teoremi limite

10.1 Propagazionedelle incertezze

La condizionedi incertezzasu alcunegrandezzesi riflette in generesu ogni
altragrandezzachesiafunzionedi esse.Ad esempio,immaginiamodi essere
interessatiall’area(

�
) e al perimetro(� ) di un rettangolo(idealizzazionedel

pianodi un tavolo), di cui sonostati misurati i duelati ( � e � ). L’inevitabile
incertezzasul valoredi � e di � (a cui andrebbeaggiuntaquellalegataal fatto
cheil quadrilateropotrebbeesserenonperfettamenteretto)si riflettesu

�
esu� . Il termineconcui questoprocessòe notoè propagazione delle incertezze.

Comesappiamo,i gradi di fiducia sui possibili valori di � e di � sono
espressida �����	� e �
����� . Ma, nel casogenerale,i valori1 di � e di � nonsono
indipendenti,comepuò succederenel casochei lati sianostati misuraticon
lo stessostrumento,nonperfettamentecalibrato2. Quindi, in generebisogner̀a
considerarela funzionecongiunta������
���� . Perpoterquantificarenel modopiù
generalel’incertezzasuareae perimetro,bisognaimpararea valutare��� � � e������� partendoda ������
���� (o da ������� e ������� nelcasodi indipendenza).In realt̀a,
anchein questocaso,la soluzionepiù generaleal problemasi ottienemediante
il calcolodi ��� � 
���� . Infatti ci aspettiamoche

�
e � abbianoun certogrado

di correlazione,in quantosonocalcolatedallestesseinformazionidi partenza.
Riepilogando,il problemaconsistenel valutare��� � 
���� apartireda ������
���� :������
��������
� � 
������ (10.1)

Comevedremo,il problemageneralepuò diventareabbastanzacomplessodal
puntodi vistadelcalcolo.Ci accontenteremodi calcolaresoltantoprevisionee
incertezzadi previsionedellevariegrandezzee,qualoraesistanocorrelazioni,
del loro coefficientedi correlazione.Nella maggiorpartedei casipratici (e

1Si noti l’uso della stessaletterasia per il nomedella variabilecheper i possibili valori.
Quandosi passaalle applicazionipuò esserepiù importanteusaregli stessisimboli sia per le
grandezzecheper le possibili realizzazioni. Quindi si raccomandadi abituarsiad unacerta
flessibilit̀a.

2Ritorneremoin dettaglio su tale effetto (vedi paragrafo11.6) , ma si capisceche, ad
esempio,sela misurasottostima� sottostimer̀a anche� .
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“tranquilli”) questeapprossimazionisonopiù cheragionevole e vedremoco-
me esseci permetteranno,sottocerteipotesispessosoddisfatte,di effettuare
affermazioniprobabilistichesui valori delle grandezza.È comunqueimpor-
tantericordarsiche,all’occorrenza,bisognaaffrontareil problemanel modo
più rigoroso,descrittodaunageneralizzazionedella(10.1),chescriviamocon��������
��� !
��!���"
��"#��%$!$"$�$"$"$"$�$"$"$"$�$"$�&'�(*)�'�(!+-,/.10 ,32�0545454�0 ,�6�7 ����89��
�8: !
��!���"
�8�;<��
 (10.2)

ove con =">@?A=">B�DC�C�C1� è indicatala E -mafunzionechelegale FHGHI alle JK="> .
La soluzioneminimalecheaffronteremoneidettaglisar̀a inveceil solocasodi
propagazionedi previsioneedincertezzadi combinazionilinearidi variabili:LM N E �OGHIO�P �OGHIO�Q �RG I 
*G ITS � $�$"$"$"$�$"$"$"$�$"$"$"$�$"$"$"$�$"$"$"$�&'�(D)VUW(RX�YVUW(Z.�,[.�YVUW(R2\,32�Y^]5]5] YVUW( 6 ,�6 LM N E �O=">��P �O=">��Q �O= > 
*= >DS � (10.3)

A questocasoci ridurremo,previe linearizazioni,nelcasodi funzioniqualsiasi
(e nei limiti in cui le linearizzazionisianoragionevoli).

I prossimiparagrafi,dedicatialla valutazionedella distribuzionedi pro-
babilità di funzioni di variabili casuali,possonoesseresaltati da chi non è
interessatoa tale argomento. In tale casosi vadadirettamenteal paragrafo
10.6.

10.2 Soluzionegeneraleper variabili discrete

Il casodi variabili discrete,bench́e di scarsointeresseper le applicazionidi
questocorso,è moltosemplice,almenodal puntodi vistaconcettuale.

10.2.1 Regolagenerale

Consideriamoduevariabili casualidi partenza,G e = , esoltantounavariabile,_
, funzionedi esse: _ ?a`^�OGb
*=c�^�

Cominciamodal considerareil casoin cui
_

assumaun certovalore d per la
solacombinazionedellavariabili Ge?f� e =g?A8 . Chiaramente,la probabilit̀a
di
_ ?�d sar̀a ugualealla probabilit̀a che si verifichino esattamentequesti

valori di G edi = :����dh�/?fiH� _ ?fdh��?AiH�OGj?A��
*=k?f8��/?f������
�8�� con `^����
�8	��?fd
(10.4)
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10.2Soluzionegeneralepervariabili discrete 265

Quandoci sonoinvecepiù coppiechecontribuisconoal valore
_ ?fd , bisogna

sommaresututtele loro probabilit̀a:3����d9��? m��
�8`3����
�8��^?fd �
����
�8	� (10.5)

Comeesempio,si vedala sommadegli esiti nel lancio di duedadi, già mo-
stratonel paragrafo6.4 (vedi anchefigura6.2). Si noti comel’alta probabilit̀a
per valori centralidella sommasia dovuto soltantoal fatto chequestivalori
possonoesserecausatidapiù combinazionidi quelli estremi.

La (10.5)si estendefacilmenteal casodi più funzioni. Ad esempi,consi-
derandoanchela variabile nk?f���OGb
*=c� , la congiuntàe datada:����d"
�o	�p? m�^
�8`3����
�8���?Adq ����
�8��p?fo

������
�8�� (10.6)

Anche se l’impostazionedella (10.6) è semplice,il calcolo chepermettedi
otteneredelle formule analitichepuò esseremolto complicato,ben al di là
dello scopodi questocorso. Vediamosoltantonei prossimiparagrafialcuni
sottocasimolto istruttivi.

10.2.2 ❄ Convoluzionedi due funzioni di probabilit à

Consideriamola variabile
_

, sommadi due variabili indipendenti G e = .
Applicandola regolageneraleotteniamoche����dh�r? m�^
�8�tsu8c?Ad �����^
�8	� (10.7)

? mwvx�����^
�d<$y8	��� (10.8)

Nel casodi variabili indipendentila (10.8)si riducea? m v �������\�
��dz${8��^
 (10.9)

cherappresentail casodiscretodella convoluzione di duefunzioni di proba-
bilit à indipendenti.La figura10.1mostrala distribuzionedellasommadi due
variabili casualiuniformi associateagli esiti del lanciodi duedadi. È anche
mostratala sommadi tredadi,la qualepuò essereinterpretatacomela somma
di duedadipiù un terzodado.Si noti l’alta probabilit̀adei valori centralie la
bassaprobabilit̀adi quelli laterali.

3Dal puntodi vista formale,la (10.5)equivale,pervariabili a valori interi (ricordiamoche
discretononimplica necessariamenteintero)a|	}�~��"��� ��� �p�*� � �1�5��� ��� |	}��	�����w�
ove
�D� � (

è la deltadi Kroneckerchevale1 se � ��� e zeroaltrimenti.

c
l

G. D’Agostini 2000



266 Funzionidi variabili casualie teoremilimite

2 6 8 10 12 14 16 18

5

10

15

4

Lancio di n dadi

n = 1

n = 2

n =3

P(Yn)
(%)

Yn =
n
i=1 Xi

Figura 10.1: Distribuzionedella sommadei risultati ottenuti dal lancio di � da-
di. La concentrazionedella probabilit̀a al centro della distribuzioneè dovuta al-
l’elevato numerodi combinazionii quali produconorisultati intermedie giustifica
qualitativamenteil teoremadel limite centrale.

Comeesempiodi applicazionedella(10.9)consideriamola sommadi due
variabili ciascunadellequali è unadistribuzionedi Poisson,conparametri� �
e �� . Abbiamo già detto, basandocisu argomenti legati all’interpretazione
fisicadel processodi Poisson,chela distribuzionedellasommaè ancorauna
poissonianadi parametro����s��� . Utilizzandola (10.9)otteniamo:

����dh��? �mv )�� �������1��� . �\�
��d�$����1��� 2 �^

ove la sommatoriava da0 a d in quanto8�? d�$¡� nonpuò assumerevalori
negativi. Esplicitandole funzioni si ottiene:

����dh�¢? �mv )��[£w¤ � . � v��¥ £w¤ � 2 � � ¤ v ��d�$�����¥¦d"¥? £w¤ + � .�Y � 2�7 �Z����s��� �� �d"¥ �m v )�� d§¥��d<$�����¥¦d"¥�¨ �V�����s©�� 9ª v ¨ �§ �V�3s��� hª � ¤ v? £w¤ + � .�Y � 2�7 �Z����s��� �� �d"¥ ?A�
��dz�1��� .RY � 2 ��
 (10.10)
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278 Funzionidi variabili casualie teoremilimite

Un esempiodi questatecnicaè mostratoin figura10.4,ove unavariabile
casualeG distribuitasecondounadistribuzionenormaledi «b?­¬�® e P ?k¯ è
generata¬!®h® ] ®9®h® volte conla tecnicadi MonteCarlo(vedi paragrafo10.12)e
successivamentetrasformatain =°? ± G , ¬�²wG e G  (nell’ordinee comefa-
cilmentericonoscibiledaivalori mediedeviazionistandarddelledistribuzioni
statisticherisultantidallasimulazione).

10.6 Riepilogodi alcuneproprietà delle funzioni di va-
riabili casuali

Primadi proseguire è opportunofarebrevementeil puntodellasituazioneri-
guardole funzionidi variabili casuali.Questodovrebbepermettereunaagevo-
le letturadeiparagraficheseguonoancheacolorochehannosaltatoi paragrafi
precedenti.³

Il calcolo della forma della distribuzionedi una funzionequalsiasidi
variabili casualiè un problemacomplicato.³
Le applicazionispecifichecheincontremo,legateall’incertezzadi mi-
sura,nonrichiedonotaleabilità.³
Alcune distribuzioni godonodella cosiddettapropriet̀a riproduttiva ri-
spettoallasomma.In particolare,questòeveroper

– la binomiale(vedi paragrafo7.7);

– la distribuzionedi Poisson(ibidem);

– la normale(vedi puntoseguente);³
La distribuzionenormaleè ancheriproduttivasottounaqualsiasicom-
binazionelineare:

se F variabili indipendentiGHI sonodistribuite normalmen-
te con E �RGHI´�b?¢«VI e Var�OG�I´�b? P  I , la variabile casuale= ?¶µ Iw· I´G�I è ancoradistribuitanormalmenteconE �O=¸�/?« ' ? µ I · I « I e Var�O=¸��µ I ·  I P  I (si noti il quadratodei
coefficienti).³

La sommadi alcunedistribuzionipuòdarluogoadaltredistribuzionino-
tevoli. Il casopiù semplicèequellocheconduceallabinomialepartendo
datanti processidi Bernoulli indipendenti.³
La tabella10.3 mostraalcuni esempinotevoli di sommadi variabili
indipendenti.

10.7 Valoreattesoevarianza di combinazioni lineari

Sviluppiamoora il programmaillustrato all’inizio di questocapitoloe sche-
matizzatonella(10.3).Calcoliamoquindi il valoreattesodi unacombinazione
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10.7Valoreattesoevarianzadi combinazionilineari 279

distribuzionedegli addendi distribuzionedellasommaF Bernoulli, ¹pº binomiale,¹�# 0 º
binomiale,¹�# � 0 º binomiale,¹[» � # � 0 º
Poisson,� � � Poisson,� » � � �
normale,¼½�O«VI*
 P I´� normale,¼g��µ¾«�I1
:��µ I P  I � .2 �¿

geometriche,À§º binomialenegativa, ¹ ¤Á�0 º (***)¿
esponenziali,Â9Ã ) �1Ä1Å Erlang(

¿
,Æ ) (***)

Tabella 10.3: Distribuzionedellasommadi variabili casualiindipendenti.Esempi
notevoli.

linearedi variabili casuali,cominciandodal casopiù semplice,quello della
sommaalgebrica:

E �OG­Ç{=H�È? É�É¶����Çu8	��������
�8��\Ê���Ê�8? É�É°�<������
�8��*Ê	��Ê	8%Ç¡É�É°8%������
�8��*Ê	��Ê	8? E �OGy��Ç E �O=���� (10.24)

Nel casogenerale

E ��ËÌG°s{Íc=¸�/?fË E �OGy��s{Í E �O=���� (10.25)

Avendoottenutoil valoredellaprevisione,interessiamociall’incertezzadi
previsione,datadalladeviazionestandard.Anchein questocasocominciamo
dallasommaalgebrica:

Var�OGxÇÎ=¸�¢? E Ï��\�OGxÇ{=H�p$ E �RGxÇ{=H�*�  �Ð? E Ï �RGÑ$ E �OGy�*�VÇf�O=k$ E �R=¸�*�  Ð? E Ï �RGÑ$ E �OGy�*�  s¶�W=½$ E �O=��*�  (10.26)Ç�¯Ò�WGe$ E �OGy�*�<�O=¶${ÓÕÔ5=<ÖR��Ö? Var�OGy�Vs Var�O=H�VÇu¯ Cov �OGb
*=c�^� (10.27)

Nel casoin cui la covarianzasi annullatroviamochela varianzadi unasomma
o differenzadi duevariabili casualièugualeallasommadellevarianze.

Utilizandoi simbolicompattidi P  perla varianzae P ,×' perla covarianza,
possiamoriscriverela 10.27comeP  �OGxÇÎ=¸��? P  , s P  ' Ç�¯ P ,%' � (10.28)

Nel casodi unasommadi F variabili =½? µ I GHI otteniamo:

E �O=¸�¢? m I E �OG�IR� (10.29)

Var�O=¸�¢? m I Var�OG I ��s m I�Ø) > Cov �OG I 
*G > � (10.30)
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280 Funzionidi variabili casualie teoremilimite

e,nellanotazionesimmetricaappenaintrodotta:P  ' ?Am IÙ> P IÙ>

 (10.31)

ove P I�Iz? P  v � e P IÙ>Ú? Cov ���"I1
��Û>\� . Consideriamoinfine unacombinazione
linearedi duevariabili =½?f�/G � s¡�VG  s · :

Var�R=¸�¢? E Ï �O�9G��3s¡��GÚ ps · $ E Ô¦�/G��Vsu�VGÚ ^s · ÖR�  Ð? E Ï �O���OG���$ E �OG��*�*��s¡�/�OGÚ /$ E �OGÚ ��*�*�  Ð? �  Var�OGy�Vs¡�  Var�OGÚ ���su¯/�%� Cov �OG���
*GÕ *���
(10.32)

Questorisultatopuò essereestesoaun numeroqualsiasidi variabili:= ? m I Ë^IwGHI
E �O=H�È? m I Ë^I E �OGHI´� (10.33)

Var(Y) ? m I Ë  I Var�OG I ��s¡¯ m IOÜ	> Ë I Ë > Cov �OG I 
*G > � (10.34)

Possiamoriscriverein modopiù compattol’espressionedellacovarianza,os-
servandoinnanzituttoche¯ m IOÜ	> Ë^I:Ë�> Cov �OGHI1
*GÝ>\��? m I�Ø) > Ë�IhË�> Cov �OG�IZ
\G�>���

in quantoil fattore2 è dovuto a consideraresia Þ�ß�E che Þ�à�E . Utilizzando
inoltre la notazionecompatta,questapuò essereriscrittacomem I�Ø) > Ë^IhËV> P IÙ>
�
Anchei termini dovuti alle varianzepossonoessereriscritti comem I Ë  I Var�OG�I´�[?fm I Ë�I�Ë�I P  I ?fm I Ë^I�Ë^I P I-I	

ove P I�I staper P  I . Perconcludere,il modopiù compattodi scriverela varianza
di unacombinazionelineare8 è:P  ' ? m IÙ> Ë I Ë > P IÙ> � (10.35)

8Siccomequestanotazionepresentaa volte difficoltà di interpretazione,facciamoun esem-
pio nel casodi 2 variabili. La sommatoriaá � ( indica chebisognaconsiderarele â<ãcâ �yä
possibilicombinazioni: åçæ � æ*è � åçæ � â è � å â � æDè � å â � â è�é
Quindi: ê 2 ë � ì . ì . ê .�."í ì . ì 2 ê .�2�í ì 2 ì . ê 2w.Ûí ì 2 ì 2 ê 2�2� ì 2 . ê 2 . í ì 22 ê 22 í â ì . ì 2 ê .*2 é
(ricordiamoche

ê 2h. � ê .�2
).
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296 Funzionidi variabili casualie teoremilimite

Quindi, poiché comeabbiamovisto, a partiredadistribuzioniuniformi simili
la convergenzaè molto rapida,peril teoremadel limite centraleGeî¡¼g��®"
�¬��^�
Perottenerequalsiasialtradistribuzionenormale= di parametri« e P è suffi-
cienteeffettuarela trasformazione=½? P G­s¡«H�
Un esempiodi istogrammaottenutocon questometodoè mostratoin figura
10.4per «ï?ð¬�® e P ?f¯ .

Si noti come,ovviamente,la tecnicanonriproducebeneil comportamento
dellecodeestreme,ma la si può migliorareaumentandoil numerodi termini
dellasomma(emodificandoopportunamentele formule).

10.13 ñ Linearizzazione

Unaconseguenzaimportantedellepropriet̀a dellacombinazionelinearee del
teoremadel limite centraleè la seguente:sesi hannodellevariabili Gò� , GÚ ,���!�VGH# eunavariabile = funzionearbitrariadi esse,ovvero=½?©=ï�OG���
*GÚ ç
����!��
\GH#h�
chesia abbastanzalinearenell’intorno del valoreattesodi ciascunadelle G�I
(ovvero « I ) ove si addensail grossodellaprobabilit̀a(ovveroentroqualcheP I
da «�I ) allora,espandendo= in seriedi Taylor otteniamo= ó =��O«p��
*«� �
!���!��
*«V#��^s m Irô =ô GHI �RGHI�$y«VI�� (10.61)ó ¿ s m Irô =ô G I GHI	
 (10.62)

ovele derivatesi intendonocalcolateper GHI�?õ«�I . Il secondomododi scrivere
l’espansione,in cui sonostati inglobati in

¿
tutti i termini non dipendentidaGHI , mostrachiaramenteche la = è una combinazionelinearedelle GHI con

coefficienti pari alle derivatecalcolatenella previsione del vettorealeatorioö G���
*GÕ �
!������GH#"÷ . Si possonoapplicarequindi a questacombinazionelineare
edadaltrecombinazionilineari costruitesulle GHI tutti i teoremiincontratiin
questocapitolo.In particolare,abbiamo:³

la previsionedi = è circaugualealla funzione = calcolatasulle previ-
sioni delle GHI :

E �O=¸��óõ=ò�R«3��
*«� w
!�����"
\«V#���
 (10.63)

comesipuòvalutarerapidamentedalla(10.61)tenendocontocheE �OG I $«�I��[?A® ;
c
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10.14 ø Esempiodi applicazionealle incertezzedi misure 297³
la varianzadi = è pari a P  ' ? ô =ô G I ô =ô G > P IÙ>3
 (10.64)

la qualesi riduce,in casodi variabili GHI fra loro indipendentiaP  ' ? ¨ ô =ô GHI ª
 P  I�ù (10.65)³

la distribuzionedi = è circa normalein virtù del teoremadel limite
centralee sesonovalidele condizionigenerali;³
nelcasodi tantecombinazionilineari =��:��� , =V h��� , �!����=�;¸��� le covarianze
fra le varie =Vú sonodateda

Cov �O= ú 
\=�;��[?fm I¦>ûô = úô G�I ô =�;ô GÝ> P IÙ>3� (10.66)

10.14 ñ Esempiodi applicazionealle incertezzedi mi-
sure

Facciamosubitoun esempiodi comesiapossibileapplicarele propriet̀adelle
combinazionilineari e della linearizzazionealle incertezzedi misure. Anche
senon è statoancoraaffrontatoil discorsodell’inferenzastatisticae di come
si valutinole incertezzedellemisuredirettee le correlazioniintrodottedapos-
sibili errori sistematicidi entità incerta,supponiamochesianostatimisuratii
duelati di unrettangoloechei risultatisianopresentatiin terminidi previsione
e di incertezzadi previsione:� ? ¯hü"�¦ý"¬�Ç¡®"�Ù®hþ cm�ÿ? ¯"¬h������Ç¡®"�Ù®hþ cm �
Ripetendoquantodetto al momentodi introdurreprevisione e incertezzae
incertezzadi previsione: E ���	�ï?¢¯hü"�¦ý"¬ cm rappresentail valore intorno al
qualeriteniamoche, ragionevolmente,si trovi � ; P ���	�Ú? ®"�¦®hþ cm indica la
dispersionedei valori chepossonoessereassuntida � intornoadE ���	� .

Immaginiamodi essereinteressatioraalle seguentigrandezzederivateda� e � : perimetro(�¡?Ñ¯/�csf¯/� ); sommadi lati ( ��?Ñ��sf� ); differenzadei
lati ( Ê�?f�c${� ); areadel rettangolo(

� ?f�%� ). Supponiamoinoltre i duecasi:
a) le misuredi � e � sonoassolutamenteindipendenti,percui Q ����
����/? ® ; b)
parzialecorrelazione,con Q ����
����/?½®"��� ; c) correlazionetotale(positiva),conQ ����
�����?½¬ .

Si riconosconoin � , � e Ê correlazionilineari di � e � , mentreil caso
dell’areaè non linearee va linearizzato. Riportiamonel seguito i risultati
dettagliatiper � , Ê e

�
nei tre casidi correlazioneconsiderati.Innanzitutto,le

previsioni di � , Ê e
�

nondipendonoda Q ����
���� e valgono

E �����¢? E �����Vs E ����� (10.67)

E ��Ê���? E �����p$ E ����� (10.68)

E � � �¢ó E �����pC E ������� (10.69)
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298 Funzionidi variabili casualie teoremilimite

Perquantoriguardalevarianze,ricordandocheCov ����
���� èparia Q ����
���� P �O��� P ����� ,
abbiamo P  �����¢? P  �����^s P  ������s�¯ Q ����
���� P ���	� P ����� (10.70)P  ��Ê��¢? P  �����^s P  �����3${¯ Q ����
���� P ���	� P ����� (10.71)P  � � �¢ó �  P  ���	��s¡�  P  �����Vsu¯[�%� Q ����
*��� P ����� P �����V� (10.72)

Si noti il simbolo“ ó ” al postodi “ ? ” nel casodi
�

, perricordarechesi tratta
di un risultatoapprossimatobasatosulla linearizzazione.I risultati numerici
sono:

��² cm ? �"¬h�W¬��%Ç¡®"�¦®	� Ô Q ����
����^?f®!Ö
�"¬h�W¬��%Ç¡®"�¦®�� Ô Q ����
����^?f®"���!Ö
�"¬h�W¬��%Ç¡®"�¦®�
 Ô Q ����
����^?½¬�ÖÊ	² cm ? �"¬h�W¬��%Ç¡®"�¦®	� Ô Q ����
����^?f®!Ö
�"¬h�W¬��%Ç¡®"�¦®hþ Ô Q ����
����^?f®"���!Ö
�"¬h�W¬��%Ç¡® Ô Q ����
�����?½¬ Ö� ² cm ? 
hþ�
§�¦ý%Ç©¬h��¬ Ô Q ����
����V?f®!Ö

hþ�
§�¦ý%Ç©¬h�¦þ Ô Q ����
����V?f®"���!Ö

hþ�
§�¦ý%Ç©¬h��� Ô Q ����
����V?½¬�Ö

Troviamo infine i coefficienti di correlazionefra � , Ê e
�

, comeapplicazione
di quantovisto nel paragrafo10.8. Utilizzandola formula(10.45),svolgendo
in dettaglioil primo passaggio,otteniamo

Cov ���h
�Ê	� ? ��s�¬��p��s�¬�� P  �����^sf��s�¬��3�D$�¬�� P  �����Vss¡Ô���s�¬��p�1$�¬��Vsf��s�¬��p��s�¬���Ö Q ����
���� P ���	� P �����
Cov ���9
 � �Èó ��s�¬��p��s���� P  �����Vs¶��s�¬��3��s��	� P  ������sÔ���s�¬��p��s����Vsk��s�¬��3��s�����Ö Q ����
���� P ���	� P �����
Cov ��Ê�
 � � ó ��s�¬��p��s���� P  �����Vs¶�D$�¬��3��s��	� P  ������sÔ���s�¬��p��s����Vsk�1$�¬��3��s�����Ö Q ����
���� P ���	� P �����V


ove, di nuovo, “ ó ” sta a ricordareche il risultato è basatosulla linearizza-
zione. Inserendoi valori e dividendoper le deviazionestandard,otteniamo
direttamentei coefficienti di correlazionein funzionedi Q ����
���� :Q ���9
�Ê	� ? ® � Q ����
����Q ���9
 � � ? ®"�¦ü��9ý"¬ Q ����
����^?f®? ®"�¦ühü
�hý Q ����
����^?f®"���? ®"�¦ühü9ühü Q ����
����^?½¬h�¦®Q ��Ê�
 � � ? $�®"��¬�
9® Q ����
�����?f®? $�®"�¦®hü9þ Q ����
�����?f®"���? ® Q ����
�����?½¬[�
Si noti:

c
l
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