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La nozione diSimmetriae tra le pu importanti in Fisica. Sotto I’ azione di
una particolare trasformazione (od operazione) il sistenacune
propriet del sistema, o le leggi che governano il sistema rimangono
invariate.

Esempio banale: se ruotiamo una sfera attorno ad un qual&asetro, la
sfera rimane invariata. Quindi se descriviamo la sferanmite
matematici, tale descrizione matematica deve risultaaiante per
trasformazioni di rotazione attorno al diametro.

Esempio meno banale: se I interazione tra i costituentndsistema non
varia con il tempo, si ha I’ invarianza (costanza) dell’gnatotale del
sistema. Di nuovo, una descrizione matematica del sistevia d
contenere questa propreti simmetria (invarianza).

Le simmetrie possono essetiacrete (p.e. parif, coniugazione di carica,
inversione temporale) continue (p.e. traslazioni, rotazioni,
trasformazioni da un riferimento inerziale ad un altro,.pagoe
dipendenti da una o pivariabili continue (coordinate, angoli, velax;t
ecc.).

Le simmetrie sono appropriatamente descritte in linguagtatematico,
utilizzando due concettiGruppo edAlgebra.



| Gruppl I

Un Gruppog € un insieme di elemenii;, g2, g3..... (forse un fisico
preferirebbe dire din insieme di trasformazionche deve

e essere dotato di urlagge di composiziong(dettamoltiplicazionee
che indicheremo com), che ha le seguenti propréet

— Chiusura: seg; € Gega € G, anchem(g1,92) € G

— Associativa m(g1, m(g2,93)) = m(m(g91,92), 93)
e contenere i seguenti elementi:

— Lidentit ae, tale chem(e,g) = m(g,e) = g,Vg € G

— Linverso g~ !, tale chem(g=1,9) = m(g,g7 1) =,
Vg € G
I° Esempio
| Numeri Interi (positivi e negativi)Z

Legge di composizione: Addizione
e Chiusuraz; + 29 €7
e Associativazi + (z2 +23) = (21 + 22) + 23
o L'identitaa 0+ 2z; = 2; + 0 = 2;
e Linverso z; + (—z;) =0

quindi le propried gruppalisono verificate



Se cambiamo legge di composizione ed adottiamo la familiare
moltiplicazione, cosa succede?

Legge di composizione: Moltiplicazione
e Chiusurazi X z90 € 7Z
e Associativazy X (z2 X z3) = (21 X 22) X 23
o Lidentita: 1 X z; = z; X 1 = 2;
e Linverso 1/z; ¢ Z M
Le propried gruppalinon sono verificate

Si pw estendere I’ insieme, includendo i numeri razionali eduekndo lo
zero, ottenendo cosin gruppo per la Moltiplicazione.

I1° Esempio (di rilievo per la Fisica)
Il gruppo complesso delle fagi = U (1) = {e*?}

Legge di composizione: Moltiplicazione
e Chiusurae®t x %2 € U(1)
o Associativa et x (e92 x e93) = (e'1 x e92) x '3
o Lidentita €0 x e?i = ¢0i x 0 = ¢*0i
o Linverso: e?? x e =¢0 =1

Il gruppoU (1) & composto da matridi x 1, complesseynitarie

(UUT = UTU = 1). Questo gruppo governa la simmetria del campo
elettromagnetico, nel senso che le Equazioni di Maxveellrfificazione
dell'elettromagnetismo) sono invarianti sotto I’ azioneid elemento

e U(1).



Alcune nozioni utili

e L’ ordine diun gruppo € il numero di elementi che compongono il
gruppo. Se l'ordine finito il gruppo si dice finito. Il gruppo delle
permutazioni di 3 oggett§; e finito (3! = 6 elementi), mentre |l
gruppo delle matricB x 3 che rappresentano le rotazioni proprie
nello spazio euclide® >, SO(3), & infinito (SO(3) & un
sottogruppo, vedi pi in basso, dO(3), che contiene anche le
inversioni spaziali).

e Un gruppo infinitoe dettocontinuo se il numero degli elemeng
infinito non denumerabile (ceonon in corrispondenza biunivoca con
I'insieme dei numeri interi).

e Un gruppog e dettocommutativo o abelianosevV{gi, g2} € G si
ha

m(g1,92) = m(g2,91)-

Seg; e g2 sono matrici en € il prodotto righe per colonne:

g1 g2 = g2 g1. ll gruppo delle traslazioni o il gruppo delle rotazioni
attorno ad un asse sono abeliani, mentre i grippe SO(3) (che
contiene tutte le possibili rotazioni) sono non abeliani.

e Un sottoinsiemé{ C G e dettosottogruppodi G se l'insieme dei
suoi elementé un gruppo con la stessa legge di composiziong di
(in particolaree chiusq. Le permutazioni pari (che si ottengono con
un numero pari di scambi dalla sequenza princigale2, 3})
costituiscono un sottogruppo 8k. Il gruppo delle rotazioni attorno
all’'assez & un sottogruppo d8O(3)

e Un sottogruppoZ, del gruppog si chiamanvariante sev: € 7 e
Vg € G siha
m(g,m(i,g” ")) =i €T
Seg e i sono matrici en e il prodotto righe per colonne:
gig l=i¢eT



e Un gruppogG si chiamasemplicese non ha sottogruppi invarianti (a
parte I'identifi e il gruppo stessof dettosemi-semplicese non ha
sottogruppi invarianti abeliani, ma paverne di non-abeliani (se |l
gruppoe semplice saranche semi-semplice, po&hon ha
sottogruppi inavarianti per definizione; nervero il viceversal).
Nelle applicazioni fisiche i gruppi semi-semplici hanno un
particolare rilievo, poicé le loro rappresentazioni matriciali hanno
importanti propried che descriveremo di seguito (Teorema di Racah:
numero di operatori di Casimi rango dell’algebra,— generatori
diagonalizzabili simultaneamentdgsempio I: il sottogruppo delle
rotazioni tridimensionale attorno ad un agsagn sottogruppo
abeliano diSO(3) ma noné invariante quindiSO(3) €Gruppi
semplici. Esempio ISU(n) e semplice pen > 2, come vedremo
in dettaglio peiSU(2).

e A partire da due grup@y: e Go € possibile definird gruppo
prodotto diretto, G1 ® G2, costituito dall'insieme di tutte le coppie
ordinate(gi, g2), cong; € Gy e g2 € Go, che verifica le propriét
gruppali ede dotato della seguente legge di composiziong,tra

due coppie ordinatég1, g2) € (97, g5)

M [(91,92), (91, 95)] = [m1(g191), m2(g293)]

’addizione del momento angolare orbitale e dello gpim
esempio di prodotto diretto tra i grupiO(3) e SU(2). Altri
esempi rilevantissimi:

— l'unificazione delle interazioni debolgovernata dalla
simmetria dello spin debol8U (2)) ed elettromagnetica
(U(1)): SU(2) ® U(1)

— l'unificazione ulteriore con le interazioni fot8U (3)):
SU(3) ® SU(2) ® U(1) (modello standard).



Come sono state definite le funzioni di numeri reali (congi)gsioe una
ben definita legge che associa ad un numero reale (complasso)pil
altri numeri reali (complessi)], cosi puw definire una funzione (una
applicaziongche associ ad un elemento di un gruppo unotogbementi
di un altro gruppo.

Una applicazion& : G; — G2 e chiamataomeomorfismase

g1 — ¢(91) 91 — ¢(91) Y{91,91} € G1
con ¢(g1) e p(g1) € G2

implica che
m(g1,91) — ¢ [m(g1,91)] = m [¢(g1), ¢(g1)] € Go

In particolare,

e se I'omeomorfisme biunivoco( ciog, esiste una relazione uno a uno
tra gli elementi diG; e G2) si chiamaisomorfismo

e se |'applicazione tale chejs = G, allora un omeomorfismo
diventa un endomorfismo ed un isomorfismoautomorfismo (cioe
se ag1 € G corrisponde uno ed un solf(g1) € Go = G

Questo concetto di applicazione, p.e.asatilizzato per introdurre la
nozione di rappresentazione matriciale di un gruppo.



‘ Breve Legenda'

Le notazioni utilizzate per indicare i vari gruppi sono cage per indicare
le proprieh rilevanti del gruppo.

G= generale

S= speciale, il determinate della rappresentazione madtidieun
generico elemente uguale a

L = lineare il generico elemento agisce su uno spazio lineare

O= ortogonaleG* G = I, il prodotto del trasposto di un elemento
per I'elemento stess®uguale a 1 (conservazione del prodotto
scalare, generalizzazioni dallo spazio euclideo a metnn

definite)

R= nella rappresentazione matriciale di un generico elemanto
sono soltanto numeri reali reali

C= nella rappresentazione matriciale di un generico elemé@nto
sono soltanto numeri complessi

U= il generico elemente unitario,GT G = I

(n) = dimensione dello spaziB™, su cui agisce la rappresentazione
fondamentale. Per spazi a metrica non definita si ha la rootazi

(m, n), dove nella metrica adrm segni negativi & segni positivi, 0
viceversa a secondo della convenzione adottata (p.e. gpaloo di
Minkowski si ha(3, 1))



Gruppi di Lie

Un Gruppo di Liee ungruppo continua cui elementi sondunzioni
analitiche(continue e infinitamente differenziabili), di un numeratfordi
parametri &1, a2, ..., ay). Hanno un particolare rilievo i gruppi di Lie
connessipoiche grazie alla proprietdi analiticif, si pud connettere con
continuit I'elemento IDENTITA a qualsiasi altro elemento del gruppo
Un gruppo di Lie connesso avun numero infinito di elementi in un
intorno dell'identig. In particolare, sono di rilievo per le applicazioni in
Fisica (poicle devono avere sicuramente una rappresentazione matecial
si connettonainivocamenteall’identita) i gruppi di Lie che dipendono
linearmentedai parametri®/0a; # 0), per piccoli valori degli stessi. In
guesto caso, quandossinfinitesimalmentevicini all'identita si ha

lim g~1+4a- T

piccolo &

dove

e i parametri (reali o compless{x;}, coni =1, 2, ..., N, sono
parametri continui. |l gruppo si diceompattose i parametri variano
in un intervallo chiuso e limitato. EsempgRotazioni= compatto
Traslazioni= non compatto

e N : e ladimensionalel gruppo di Lie in esame,

e L'insieme dioperatori {T;} = {—i0g/0a;|5—0}, cON
1 =1, 2, ..., N, sono chiamatyeneratori del gruppo di Lig
esame



| generatori permettono attraverisesponenziazionéi scrivere un
gualsiasi elemento del gruppo in modo economico, nel semse piu
semplice studiare le propréetiei generatori che sono soltamtq invece
delle proprieh degli infiniti elementi che compongono il gruppo di Lie in
esame. Un elemento del gruppo si ottiene applicando infinite la
trasformazione infinitesima

. . a 1" L
g(@) = lim {1—|—z—-T} :exp[zoz-T]

n— 00 n

N.B. D’ora in poi con gruppi di Lie ci riferiremo a gruppi di &iche si
pOSSONo esponenziare

Se il gruppo di Lie2 unitario e a parametri regéllora igeneratori sono
hermitiani Infatti, poicke UTU = UUT = 1, vuol dire cheUT = U1,

t 7 BV = eap [—a - T =
U exp |1 - T exp |—wa - T
= exp [—'L&’-'f‘] — Ut

Nell’'ultimo passaggio st utilizzata I’hermitianid dei generatori ! Le
propriet gruppali, si traducono immediatamente (grazie alla
esponenziazione) in relazioni di commutazione tra geograt

e dalla composizione[T;, T ;| = szkacon
{C,f’]} = costanti di struttura

e Dalla associativid = le identita di Jacobi
[T, T3], Tn] + [T, Tn] , Ts] + [T, Ti], T;] = 0

oweroCCp  + CF Cp 4 CE . CLo =0



e Le regole di commutazione dei generatori e le idarditJacobi
definiscond’algebra associata al gruppo di Lie in esame.
Ricordiamo che un’algebmauno spazio vettoriale lineare dotato di
una legge di composizion€algebra di Lie e lo spazio vettoriale
astratto i cui elementi sono i generatori, la legge di congimse
sono le regole di commutazione (0 anticommutazione o mes&) e
si deve verificare le idenétdi Jacobi.

e Una subalgebra dell’ algebra di Lid,, € chiamatain ideale Z, se
Vi e ZTeVa e Asihali,a] € T.

e Un’ algebra di Lie si dicesemplice se ha solo ideali triviali (p.e.
I'algebra stessa). Sarchiamataemi-semplicesenon haideali
abeliani. Un algebra sempliéeanche semi-semplice, ma n@nero
il viceversa.

e Lo studio delle algebre di Lie semi-sempl&guello pu rilevante per
le applicazioni fisiche (ved8U (n)), poiche lealgebre di Lie
semi-sempliceono esprimibili comesomma direttali algebre
semplici. A livello di gruppi, urgruppo semi-semplicsi pot@a
esprimere comprodotto direttadi gruppi semplici. Vedi il Teorema
di Racah per un’altra importante propgaet
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e Il rango dell’algebra di Lie &€ dato dal numero massimo di
generatori commutanti tra loro. Quindad numero di generatori
che potranno essere rappresentati da matrici diagonhiizza
simultaneamente.

P.e., il rango dell’algebra dei generatoriSJ (n) en — 1 (la
dimensione, cié il numero dei generatogn? — 1).

e Dati due due gruppi, e Go, I'algebra del gruppo prodotto diretto
e l'algebra dei generatori del primo e del secondo gruppo.

e Gli operatori (almeno delecondo ordine di ordine superioreche
Si costruiscono a partire dai generatori del gruppo e che 1)
commutano con tutti i generatori e 2) commutano tra di loro, s
chiamancoperatori di Casimir. Per esempio, S&2 = . T*?
commuta con tutti i generatoq T; }, alloraT? & un operatore di
Casimir. Lesempio pi notoe il quadrato del momento angolare. Per
| gruppi semi-semplici il numero degli operatori di Casienuguale
al rango (Teorema di Racah).

Questa propried apre la possibilid, p.e., di identificare i multipletti,
formati da autostati degeneri di una data Hamiltoniana, pe¥zzo
degli autovalori degli operatori di Casimir relativi al gppo di
simmetria della Hamiltoniana (vedi il caso di Hamiltoniaocen
invarianza rotazionaleSO(3)).

11



Dato un gruppo di Lie, si individua una sola algebra. Norero |l
viceversa. Data un’algebra si possono individuare gruplpieddiversi
(ovviamente in relazione I'uno con l'altro). Un esempiadim I'algebra
delle matrici di Pauli e quella dei generatori delle rotaztoidimensionali
e la stessama le matrici2 x 2 di Pauli conducono al gruppo speciale
unitario, SU (2) (spin seminteri ed interipmeomorfoal gruppo speciale
ortogonale delle rotazion8O(3), che ha come generatori delle matrici
3 x 3. LomeomorfismaSU (2) — SO(3) e del tipo2 — 1. SU(2)
descrive le rotazioni sia degli stati corrispondenti a motngngolari
semi-interi ed interi, mentr8O(3) solo interi. Diversamente, Le loro
algebre sono isomorfe!

Gruppo di Lie= Generatori del Gruppes> Algebra di Lie (dei generatori)

p

Gruppo di Lie
Algebra di Lie (dei generatos)» < Gruppo di Lie

\

Esempio
SO(3): gruppo delle Rotazioni nello Spazio Euclided

Le rotazioni nello spazio euclideo tridimensionale dipamalin modo
continuo dére parametri che definiscono la rotazione stessa@ @ngoli di
Eulero: sono gli angoli che governano la rotazionegenerale possibile,
p.e. rotazioni attorno a §, ii) ¥/, iii) z’). Si pw passare con continait
dalla matrice identé (9; ) ad una qualsiasi altra rotazione, padh
dipendenza dagli angadi data dalle funzioni analitiche coseno e seno.
Inoltre il gruppoe compatto, poiahgli angoli variano comunque
nell'intervallo [0, 27].

Le rotazioni agiscono su vettori dello spa#ié e sonarappresentatela
matrici 3 x 3. Vedremo in seguito che se agiranno su spazi di funzioni, la
loro rappresentazione patcambiare dimensionadit o perfino assumere
una forma differenziale (dimensionaiinfinita della rappresentazione).
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Il gruppo dellematrici3 x 3 che rappresentano le rotazioni proprie
(connesse con continaill’identitd) in R3 viene indicato con la sigla
SO(3), doveS sta perspecialeg(le matrici hannalet = +1), edO per
ortogonale L'aggettivo ortogonale ci ricorda la ben nota propidtlle
rotazioni: il prodotto scalare tra due vettori non cambiayelichiamo la
stessa rotazione ai due vettori. Vedremo in dettaglio conesta propriet
si traduce in una ben definita caratteristica delle mathei@escrivono le
rotazioni. Come ultima osservazioreeuytile sottolineare la differenza con
il gruppoO(3), di cui SO(3) e un sottogruppoO(3) contiene anche
I'inversione spazialels, (det = —1), chenon pw essere connessan
continuit alla identi&, differentemente dalle rotazioni proprie

(det = +1). Va notato chd'inversione spaziale commuta con tutti e tre i
generatori delle rotaziope quindiO(3) = SO(3) USO(3) ® Ig.

Per semplicé& consideriamo una rotazione attorno all’agsBastea un
solo angolof, per definirla

' = cosh x + sinby
y' = —sinf x + cosO y

Zz = Z

In forma matriciale, se consideriamo vettori colonna, si ha

x! cos®  sinf O x T
y' = —sinf cosf® O Yy = R. 0
z! 0 0 1

il determinante diR . € uguale a+1 (!).
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Per vettori riga si ha

( x Yy z ) cos) —sinf 0O
( A VU ): sinf  cosf 0
0 0 1

La propriea di invarianza del modulo del vettogmeglio del prodotto
scalare tra due vettori) si traduce in una relazione cheléegatriceR .
alla sua traspost®’'. In particolare

Z(:cyz>RZRz y | =

=224y +22 = RIR, =1
dovel e la matrice ident#. Per una generica rotazione

RTR =1

14



Per piccoli valori dell’'angol@ la matrice di rotazione diventa

1 6 0 1 0 O
Jlim R, = Ilim -6 1 0 ~ 0O 1 O +
piccolr 6 piccoli 6
0 0 1 0O 0 1
0 1 0
+ 60 —1 0 0 | =1+ T3 ~ exp[r0T3]
0 0O O

doveT'3 € una matrice hermitiana cheassere diagonalizzata con una
opportunarasformazione di similituding

0 1 0 1 0 O
Ts=—S| -1 0 0 | St=—-=]0 0 o
0 0 0 0 0 —1

Se si esegue una analisi simile per il caso generale si ettiea

R(a, ¢,0) = exp[taTi + 19Ty +10T3]

dove
0 0 0 0O 0 -1
Ty = — 0O 0 1 , To= —1 O 0 O
0O —1 O 1 O 0

che sotto I'azione della trasformazione di similitudinent@eranno
rappresentazioné.B. si pw diagonalizzare un solo generatore alla volta,
il rangoe 1.
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Come si po verificare con un calcolo diretto, i generatdfi; , T, T's
verificano le seguenti regole di commutazione

[Tl, TQ] =113
[T27 TB] — ZTl
T3, T1] =12T2

e dalla proprieh di associativé si ottiene

[T1, T2, T3] + [[T2, Ts], T1] + [[Ts, T1], To] = 0

\ -

Vo

|dentita di Jacobi

e quindi{T; } fornisce l'algebra diSO(3), che si indica coso(3).
Le regole di commutazione tra due generatori si possoneeserin modo
compatto utilizzando il tensore di Levi-Civita

)
O se due indici sono uguali

€ikj = —1 sedi, k,j} = permutazione dispari di {1, 2, 3}

1 sed{ik,j} = permutazione paridi {1, 2,3}

\

Si ha

[T;, Tr] = 1v€i5; T (ez-kj = costanti di struttura)
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E di particolare rilievo la seguente combinazione quadaadiei generatori
T? = (T1)* + (T2)” + (T3)*

Questo nuovo operatoed’operatore di Casimie commuta con tutti |
generatori del gruppo. Come facilmente si riconoseeggole di
commutazione dei generatori delle rotazioni sono le stésgk operatori
di momento angolare e I'operatore di Casimir 8€D(3) none altro che
I'operatore modulo quadro del momento angolare.

Un’ ultima osservazione che mette in luce I'importanza’dedlisi fatta:
se invertiamo i passi fatti,) consideriamo un’algebra di Lee2)
esponenziamo i generatp8) otteniamo un gruppo di Lie

E chiaro che lo studio dell'algebaequivalente allo studio delle propget
del gruppo, ma risulta pisemplice, poich il numero di generatog finito.
Questa osservazione aati particolare rilievo quando si pasaetalle
trasformazioni delle coordinate cartesiane alle traséaioni di funzioni

(o di vettori di spazi astratti) che dipendono da coordircattesiane-G la
teoria delle rappresentazioni

Infine, va ricordato che oltre alle rotazioni esistono meltemetrie,
rilevanti nello studio di processi fisici, che hanno la prefardi avere una
struttura infinitesimale, e quindi si possono investigaraliazando
direttamente |' algebra di Lie dei generatori, piuttoste digruppo di Lie
associato alla simmetria (p.8U(2), SU(3), il gruppo proprio di
Lorentz, ecc.).
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Alcuni Gruppi di Lie rilevanti per la Fisica

e Gruppi ortogonalimatricireali n x n ortogonali condet(a)| = 1
(a generico elemento). | generatori som@ — 1) /2.

Se consideriamo l'invarianza del prodotto scalare tra dutoxi dello
spazio euclideo, si ottiene la propaeadi ortogonalid familiare:
OO = 1. Il gruppo si indica corO(n), Esempio 1:0(3) descrive
nello spazio tridimensionale sia le rotazioni proprie goomnnesse
allidentita (det(a) = +1), sia le rotazioni improprie, ottenute
moltiplicando le proprie per I'inversione spaziat&{(a) = —1).
L'inversione spaziale commuta con tutti i generatori.

Se la propriei di ortogonalia & pili generaleO? gO = g, cong,,.
il cosiddetto tensore metrico, (@aina matrice diagonale che ha
elementi= +1 en elementi= —1), il gruppo si indica con

O(m, n), Esempio 11:0(3, 1) descrive nello spazio di Minkowski
sia le rotazioni spazio-temporati¢t(a) = +1), sia le inversioni
spaziali e temporalidet(a) = —1).

e Gruppi ortogonali speciali (connessi): Hanio= n(n — 1)/2
generatori hermitiani, e il rang®[/N /2], ciog il piu grande numero
intero che approssima@uguale avVv/2. Tutti gli elementi hanno
det(a) = +1, e a seconda della propréedi ortogonalid considerata
avremoSO(n) 0 SO(m,n). Esempio I'SO(3) — rotazioni nello
spazio euclideo tridimensionale (nolto rilevante notare cl&U (2)
ha la stessa algebra dei generatos@(3)). Esempio I
SO(3,1) — trasformazioni di Lorentz (rotazioni tridimensionali +
cambiamenti di sistema di riferimento, o boosts).

e Gruppi unitari (connessi): si indicano c@f(n), = matrici
complesser x n unitarie UTU = UUT = 1). Sono definite da?
parametri, e i generatori hermitiani soné. Lasciano invariato il
prodotto scalare tra due vettori complessi. Esempi¢i) =

elettromagnetismo
18



e Gruppi unitari speciali (connessi): si indicano ¢®kJ (n) (N.B
U(n) D SU(n)) = matrici complesse x n unitarie con
det(a) = +1, Va € SU(n). | generatori, Hermitiani, sone? — 1,
a causa del vincoldet(a) = +1. Devono avere traccia nulla poieh

(a=-exp 2., anTh])

det(a) = exp ['LZan Tr(Tn)| =1

Il rangoén — 1. Esempio:SU(2) =- interazioni deboliSU(3) =
interazioni forti.PerU(n) i generatori hann@'r (T7,) # O.

e Gruppi speciali lineari complessi: si indicano c8ik(n, C'), = matrici
complesse: x n condet(a) = +1, hanno2(n? — 1) generatori a traccia
nulla, e rang®(n — 1). Esempio:SL(2, C), che ha la stessa algebra dei
generatori dSO(3,1).

e Gruppi simplettici:Sp(2n), matrici reali2n x 2n che lasciano invariata
(g7 Sg = S cong € Sp(2n)) la matrice antisimmetrica

0 I,xn I,xn 0
S = 8 S% = — 8 =1
_Ian O O Ian

Analogia core® = —1 (simplettico come sinonimo di complesso, nel senso
che ci ricorda che il quadrato della matriee—1). Hannon(2n + 1)
generatori, e rangea. Lasciano invariata la parte immaginaria del prodotto
scalare di due vettori complesar; - b, che si p scrivere con la matric8' se
ordiniamo i vettori in questo moddx g, yRr, -.-; 1, Y1-..). ESEMpIO:

Sp(6) struttura hamiltoniana dello spazio delle fasi.

e Gruppi eccezionali: sono in totale &3, F4, Eg, E7, Eg e descrivono
simmetrie sul campo degli ottonioni ( ottuple di numeri, gelizzazione dei
numeri complessi). EsempEg — teoria grandunificatdis — Teoria
grandunificata supersimmetrica.
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Rappresentazioni di un Gruppo

Finora abbiamo considerato I'azione delle rotazioni salgimenti di uno
spazio euclideo tridimensionale (I'insieme delle cooadecartesiane
{x,y, z}). Ora generalizzeremo lo spazio su cui gli elementi del goup
agiscono. Di particolare rilieve I'azione sugli elementi di uno spazio
vettoriale lineare, che sta alla base del linguaggio maiematilizzato in
Meccanica Quantistica. Per essere concreti la domandavagiiamo
rispondere, p.e. prendendo in esame il gruppo delle ratazo

Se applichiamo una rotazione (3D) alle coordindte,y, =z}, come si
trasforma la funzione d’onday) (x, y, z), del sistema quantistico in esame
? Come sa rappresentata teasformazione che agisce nello spazio
(infinito dimensionale) di Hilbert degli stafi))?

Consideriamo un elementpdel gruppog. Se all’element@ possiamo far
corrispondereuyn’applicaziong'azione di una trasformazione, lineare ed
invertibile, che agisce su un vettore, che appartiene acgpapio vettoriale
lineare alN dimensioni (conV finito), allora avremo una corrispondenza
tra 'elementog e la sua rappresentazionamatriciale N x N, G.

(o)
2
g—G I3

\ oy /
In generale questeorrispondenza no@ biunivoca Inoltre potremmo
pensare apazi vettoriali pil astrattj (p.e. spazi di funzioni
guadrato-sommabili, ecc.) e in questo caso aw@peresentazioni infinito
dimensionali Esempio: per le rotazioni, si hanno differenti
rappresentazioni per i tre generatori, sia rappresemtamnifnito

dimensionali (forma differenziale) che finito dimensiarfguando si

applicano i generatori alle armoniche sferiche).
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Come possiamo costruire le rappresentazione di un certo gppo G ?

Questoe uno dei problemi fondamentali della teoria delle rapprsaoni
dei gruppi. La pratica pi usuale in Meccanica Quantistiedrovare le
rappresentazioni degli operatori rilevanti per il probé&fisico che si sta
studiando, utilizzando le loro autofunzioni. Ma nefiunico modo di
procedere.

Come esempio pratico riprendiamo in esame il gruppo del&zroni
SO(3). Abbiamo precedentemente ottenuto, in modo esplicito, la
rappresentazione dei generatorSdD(3) quando lo spazio vettoriakelo
spazio euclideo tridimensionale. Vediamo cosa succedersgderiamo
uno spazio vettoriale piastrattop.e. lo spazio delle funzioni scalari
integrabili SUR?

Per semplicé consideriamo un@nzione, ¢ (7), scalare(cioé rimane
invariata se ruotiamo il sistema di riferimento),c@azioni attorno
allassez: r’ = R.7, coni = {xz,y,z} er’ = {2/, v/, z}. La rotazione
puo essere interpretato in due modi. Il sistema di riferimem@ne fisso e
cambiamo la posizione del vettordtrasformazione attiva), oppure il
vettore rimane fisso e trasformiamo il sistema di riferinoent
(trasformazione passiva. Ora consideriamo un vettofé) che
appartiene ad un certo spazio di Hilbert. La sua rappreziem&nello
spazio delle coordinate saun certgprodotto scalare () = (r]i), cioé
la nostra funzione scalare. Se ruotiamo il sistema di nfento, p.e. una
rotazione attorno all'assg R ., allora

) =U[R:] )

dovel/ & I'operatore che produce la rotazione nello spazio deokidtp).

(') = (r' U [R:] [¥)

Come saa fatto (o meglio, che rappresentazionesgVioperatord(? La
risposta sax fornita dal/ nellarappresentazione delle coordinate
(r'|U|ri).
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Per ottenerdr’ |L/|r’ 1) ricordiamo che per ipotesi abbiamo una quantit
scalare, cié

(r'|9") =" (r') = (7) = (FlY).
Analizziamo questa relazione per una rotazione infinitasattorno
all'assez,

(FTy"y = ¢/ (1) = (7) = (R M) = p(r! — i¢Tar!) ~
~ap(x’ + dy', Yy — dpa’, 2) ~
Op(r) par T _
ox’ oy’

o 18] 0 o
)+ v o = 5| i) =

—
/

~ (r') + ¢y

~ exp [—1pL3] Y (') = exp[—1dL3] (r'|¢) =

= /dr_;l exrp [—Z¢L3] 5(7:; — 7:;1)<7:;1W> -
— /dﬁl exp [—1pL3] (7“7!7“71><731W> —
N / dry (KUl 1) () = (U )

avendo usato lo completezg(advj’l v’ ) (r' 1| e
Lz = —i[x 0 /0y —y 0 /Ox]. Quindi la rappresentazione cercata

(7“_;|L(|7“_71> = exp [—1¢pL3] (7“_;|7“_;1> = exp [—1¢pL3] 5(7“_7 — 7“_71)

e ci permette di descrivere una trasformazione attiva/daa ') (vettori
di uno spazio funzionale), avendo fissato il sistema diinfento.

(rTy"y = (v |U|y)
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Nello spazio infinito-dimensionale della rappresentazidalle coordinate,
il generatorel’s ha la forma familiareLs (conE = —17 X ﬁ), cioe la
derivata rispetto all’angolo di rotazione attorno allasqangolo polare).
Se invece consideriamo gli autostatibi, possiamo costruire uno spazio
vettoriale finito dimensionale su cui opera il generatorieni®vo
possiamo chiederci che rappresentazion®’hde quindiR ;) in questo
caso: si otterd una rappresentazione matriciale. Gli autostati sonaldati

con m —m , M
\/ﬁ max max
dovemmar = 0,1,2,3,....... Fissiamaom,q, (da ricordare che questo

valore fornisce I'autovalore dell'operatore di Casirii?), si individua un
sottospazio vettoriale che ha come base gli autostdiisdilati da

exp(r m @) /2w conm € [—Mumaz, Mmaz]. Allora il generatorer's
avra la seguente rappresentazidm&o dimensionale

( Mmaz 0 0 \
0 Mmaz — 1 0
T3 =
0 —Mmaz + 1 0
\ 0 0 —Mmax )

Permmaqz = 1, Si Ottiene una rappresentazioeguivalentea quella
ottenuta nel caso di uno spazio euclideo tridimensionale.
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Un gruppoG puo avere molte (infinite) rappresentazioni.

Se esiste una corrisponderizanivocatra matrici ed elemeny del
gruppog, si parla dirappresentazione fedele

Le dimensioni di una rappresentazione sono le dimensidio de
spazio vettoriale su cui si sta applicando il grughdJna
rappresentazione puavere dimensioni finite o infinite.

La moltiplicazione tra matrici (legge di composizioreeqassociativa,
quindi e automaticamente soddisfatta anche questa prapriet

gruppale.

Deve essere possibile costruire I'inversa della matriee ch
rappresenta I'elemenipdel gruppog, per poter soddisfare la
propriet gruppale di esistenza dell'inverso.

La rappresentazione fondamentale di un grugperappresentazione
fedele con le dimensioni pipiccole. Per i gruppi abeliani la
rappresentazione fondamentalé x 1 (i numeri commutano tra di
loro e quindi si ottiene una rappresentazione fedele di upmw
abeliano), mentre per i gruppi non abeliani ( p.e. i grUppi(n) con

n > 2) la dimensionala della rappresentazione fondamentale deve
essere maggiore di 1 (bisogna avere delle matrici per sfadeie
regole di commutazione dei generatori ed avere quindi una
rappresentazione fedele).

Grazie alla esponenziazione, per ottenere le rappresenitdei
gruppi di Lie connessi, basta concentrarsi sulle rapptag&mi dei
generatori

Le costanti di struttura forniscono un’altra importante
rappresentazione dei generatori di un gruppo di lde:
rappresentazione aggiunta.

C}Zl — (Tj )kl

La dimensionalié della rappresentazione aggiugtaguale al

numero dei generatori. PBU(2) € 3, e perSU(3) e8.
24



e Una rappresentazione si chiamnaitaria se le matrici della
rappresentazione sono unitarlél{ T = I). Le rappresentazioni
unitarie di un gruppo, se esistono, sono particolarmenparm@nti
poiche conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio
vettoriale complesso (p.e. lo spazio di Hilbert).

e Ogni rappresentazione di @wnuppo compatto di Li¢o di un gruppo
finito) e equivalente ad urmappresentazione unitarjasiste una
trasformazione che rende unitaria la rappresentazione).

e SeD(g) e unarappresentazione dell’elemente G, alloraD*(g)
e la rappresentazione complessa coniugata del gripeose
abbiamo una certa rappresentazione dorrispondente ad una
rappresentazione dei generatadyj

D(g) = exp lzz ozZ-Ti]

la rappresentazione complessa coniugata sar

D*(g) = exp [—zZaiT,}k]

Quindii generatori(—T'}) sono i generatori della rappresentazione
complessa coniugatdltima osservazionemportante peSU(3):

se le due rappresentazione dei generakgre —'T' non sono
equivalenti,( ci@ ST; S~ # —T") allora abbiamo vettori di base
(autovalori) diversi per la rappresentazione e la sua gatau Per
SU(2) coincidono!

e Date due rappresentaziobi(g) e D’(g) del gruppog, il prodotto
diretto delle due rappresentazionie la rappresentazione gliche
agisce sullo spazio vettoriale ottenuto qabdotto tensoriale tra |
vettori basedelle rappresentazioid (g) e D’(g), rispettivamente.

[D(g)vi] ® [D'(9)vy,] = [D(g9) ® D'(9)] (vi ® vy,).
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Rappresentazioni Riducibili ed Irriducibili

Una rappresentazione matriciale si chiamapresentazione riducibile,
se si pw trasformare la matrice (attraverso trasformazioni dilgindine)
in unamatrice a blocchi. P.e., se

A 0 O
D = O B O
0O 0 C

dove A, B, C sono rappresentazioni di dimensioreii generale diversa

(a X a,b X b, c X ¢) e con0 si intende matrici con tutti zero. Allor® e
riducibile, poiche & costruita a partire da ben individuate rappresentazioni
piu piccole. Pu esplicitamente, sd e una matric& x 2, B € una matrice

3 x 3eC eunamatric& x 2 siha

(all a2 0 0 0 0 0 \
a1 a2z O 0 0 0 0
0 0O b1 b2 biz O 0
D = 0 0O b21 bz b2z O 0
0 O b31 b3z b3z O 0
0 0 0 0 0 c11 €12
\ 0 0 0 0 0 c21 €22

La matriceA opera su vettori bidimensionald opera su vettori
tridimensionali eC' opera su vettori bidimensionali. Quindi lo spazio
vettoriale su cui oper® si decompone in sottospazi invarianti, grazie alla
forma a blocchi. Pok esistere una trasformaziofg che diagonalizza,
ma ovviamente non diagonalizzae C, lo stesso se esistes 0 S

Un generico vettore dello spazio su cui opé&rai potra scrivere nel modo
seguentezfz {d, 5, c}, doved € al sottospazio su cui operd, b € al

sottospazio su cui operd e ¢ € al sottospazio su cui opeta.
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Sotto I'azione diD, grazie alla forma a blocchi, i tre sottospazi (quello
relativo adA, a B e aC) non si mischiano tra di loro, & = Dd sa@ dato
dad’ = {d’,b,c'}, doved’ € al sottospazio su cui operd, ecc.

Le rappresentazioni che non possono essere scritte in unaifoa a
blocchi (cioe che non hanno matrici di dimensionali > 2 lungo la
diagonale), si chiamano irriducibili.

Se I'operatore Hamiltoniano di un sistema gode di una ceirtansetria, i
suoi autostati si potranno raggruppare per formare mu#igil (degeneri).
Il multipletto corrisponde a una ben precisa rappresentazirr. del
gruppo che descrive la simmetria dell’'operatore Hamileomn. Esempio: |
multipletti di un Hamiltoniano che gode della simmetria petazioni

nello spazio euclideo. Gli autostati di H, che saranno anatmstati di
T2, T3 siraggrupperanno in multipletti, basi delle rapp. irr. del
momento angolare.

La rappresentazione riducibile sigpquindi descrivere completamente
attraverso le rappresentazioni irriducibili che ne formahlocchi. In
particolare si dice che la somma diretta di tali rappresentazioni
irriducibili:

D=A®BagC

% Per i gruppi di Lie semi-semplici, gli operatori di Casimgrmettono
di catalogare le rappresentazioni irriducibili del grugpesso (Vedi il
Teorema di Racah).

% % Per i gruppi di Lie compatti ogni rappresentazione unitagia
(completamente) riducibile, e ogni rappresentazionaligibile & finito
dimensionale.
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Commenti:

Se un certo sistema gode di una certa progarisimmetria (segnalata
sperimentalmente dall’esistenza di multipletti), vedoeche i seguenti
passaggi logici ci permetteranno una analisi astrattaatinea potenza
predittiva.

e Trovare il gruppo di trasformazioni associato alla simmadtr esame

e Trovare tutte le rappresentazioni irriducibili (0 megliarde la
catalogazione)

e Le autofunzioni corrispondenti alle varie rappresentagio
irriducibili sono le uniche autofunzioni permesse perskesma che
gode della simmetria in esame.

Questa catena logica, a volte seguita anche per simmetisich
manifestano solo in modo approssimato, permette evenéundénali
predire I'esistenza di multipletti ancora non osservdt,raembri di un
certo multipletto non ancora visti, individuando i numeuiaqptici che li
identificano.

Da ricordare: per un gruppo di Lie potremmo indifferenteteahscutere
delle rappresentazioni degli elementi del gruppo o delpprasentazioni
dei generatori, grazie all’esponenziazione che lega i dsiemi
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Esempio: SU(2)

Il generico elemento U (2) e unitario condet = +1, quindii tre
generatori sono hermitiani e a traccia nulla si indicano, come ben
noto, con{ S, Sy, S }. L'algebra ha dimensione 3{n? — 1), e rango 1
(= n — 1), cioe i generatori commutano solo con se stessi, @ich
verificano le seguenti regole di commutazione (si somma sudici
ripetuti)

[Si,S5] =1 €65k (eijk = tensore di Levi — Civita)
e I'identita di Jacobi

151, 52], 53] + [[S2, 53], 51] + [[S3, 51], S52] = 0

\ .

Ve

Al massimo avremo un solo generatore che ha una rappressTdaz
matriciale diagonale.

% La rappresentazione fondamentale, che si indicaedf? o con2
(mettendo in evidenza la sua dimensiorgléla 2 x 2. Per questa
dimensionalid € nota la relazione tra i generatori e le matrici di Pauli:

S = o /2. Lo spazio vettoriale su cui si agiseedato dai due vettori base:

13, £3)-
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Da notare la seguente relazionealiticommutazion¢s? = 1)
{oi, 05} =20;

Infine, combinando le regole di commutazione ed anticomatia Si
puo scrivere I'utile relazione valida peér# j: 0; 0; = 10y

% % Un solo operatore di Casimir (range 1, v. Teorema di Racah), dato
da

S =52 + S; + 52, con autovalori S(S + 1).
Il valore di S permette di catalogare le rappresentazioni irriducibili.

La forma generica di un elemento del grupp®dy(2) e

U(0) = exp [15 §]

% % % Partendo dalla rappresentazione gieneratorsi ottiene la
rappresentazione irr. degdllementi del gruppoEsempio: la rapp2 x 2
per la rotazioneR ., di uno stato attorno all’asse

U [R-(26)] = eap i) = 32 P70 -
B (16)271 . B)2n—|—1 -
_;(Qn 0" +o ZQn—I—l) 0" =

52n—|—1

52]“ n
=1 Z HUZZ(_D @n+1)!

n

= I cosB + 1 0, sinf

conl la matrice ident& 2 x 2.
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. . 1% . .
Per ottenere laappresentazione conlugata[D 2 ] si devono costruire |

generatori-o . Ma questi generatodono equivalentiai generatori
iniziali, poiche esiste una trasformazione di similitudine che li mette in
relazione. Infatti

Oy Ox Oy = —(0z)" Oy Oy Oy = _(Uy)* Oy Oz Oy = —(02)"

Quindi non si hanno rappresentazioni differenti. B&f(3) la situazione
cambia (!) eD(g) # D*(g).

La rappresentazione aggiunta( D! indicata anche co8) dei generatorée
data dalle matric8 x 3

(T )1 = —1€;,1 < costanti di struttura dell’algebra,

(confrontare con la rappresentazione dei generat@iQi{3)).

Per costruire rappresentazione irr. di pita dimensionali, analizziamo il
prodotto diretto

2®2

Si genera ungpazio vettoriale su cui agiranno matrici4 x 4. Lo
spazio si ottiene dal prodotto diretto dei vettori baseg cio
|3,%£2)1 ®|5,%3)2. Avremo le seguentl combinazioni:

(e = 1585 )
o= 153373
o= 33l s)
\ v = 533 )

ovvero un tensore a due indiet*? = x* x? (3,5 = 1, 2)
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Su questo spazio operano gli elementi del gruppo prodatsbtdi

exp [—zﬁ . 51] X exp [—ZB . §2] = exp [—ZB . 5]
con S dato da (grazie alla forma esponenziale[gﬂ §2] = 0),

S=251+5;

| vettori base si catalogano utilizzandagi) autovalori della terza
componentdli S (dati dalla somma degli autovalori della terza
componente db; e Sz) e ii) I'autovalore dell’'operatore di Casim{82).
Le componenti del tensore:!! e 22, corrispondono direttamente a

Sz = £1eS = 1 rispettivamente, e sono simmetriche rispetto allo
scambio degli indici

Le componenti del tensore:'? e)?! hanno entrambg&; = 0 mentre
non hannaS definito! Allora, possiamo costruire due opportune
combinazioni lineari, che corrispondono rispettivamexiiz i)
combinazionesimmetrica,S = 1 e (m1 + mg) = 0, cioe|1,0) eii) a
quellaantisimmetricaS = 0 emj + mg = 0, cioe|0, 0).

| )

2

N | =
N
~~—
N~
N |—=

N[
|
N
S~

N |=
N =
~~——
y
S
N
—
N =
N
~~—
N =
N
~~——
N =
N
~—
N =
N =
~~——
| I—

[ |

Dal prodotto diretto dei vettori base delle rappresentazlox 2, si ha
202=143

Quindi la rappresentazione riducibidex 4 si decompone in due rapp. irr.
di dimensionel x 1 e3 x 3, con i ben noti vettori base (singoletto e
tripletto). E fondamentale notare che per ottenere questa decompsizio
abbiamo sfruttato le proprieidi permutazione degli indici del tensapé’ .
Il metodo generale da utilizzare per ottenere i vettori eegricitamente,
si basa sul gruppo delle permutazi®)j (propriet della statistical).
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*—k X *——* — O — % % * + %

Metodo grafico per ottenere glutovaloriche individuano le
rappresentazioni irriducibili del prodotto tensori@dle 2 =1 4 3: |l
baricentro del secondo segmento (che rappresenta la secpul2), va
sovrapposto sugli estremi del primo segmentogdeoprima rapp2).
L'autovaloreO e due volte degenere.

* % * Xk k — ——k—% — * X X % + x——x

Metodo grafico per ottenere glutovaloriche individuano le
rappresentazioni irriducibili del prodotto tensori@dle 3 = 2 5 4.
Notare che gli autovalot:1/2 sono due volte degeneri.
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% Quindi, se siamo interessati soltam@tgli autovalori che individuano i
vettori base { i multipletti) delle rappresentazioni irriducibidii un
sottospazio di una data rappresentazione riducibile,sgameralizzare |l
Metodo grafico precedente, che risulta essere nient’dtiedatraduzione
graficadell’azione degli operatori di innalzamento e di abbassdame

Questi operatori fanno passare da un vettore,|§,653), ad un altro,
|S, S3 + 1), che appartiene allo stesso multipletto, identificato’ dall
autovalore dell’'operatore di Casing?.

% % Se invece siamo interessati altama esplicitadegli stati delle
rappresentazioni irriducibili di dimensionalit. > 2, dobbiamcestendere
I'analisi fatta per il caso del prodott® ® 2, dove abbiamo utilizzato le 2
rapp. irr. del grupp®2, simmetrica e antisimmetricaioe gli autostati
dell'operatore permutazione. Dobbiamo considerare dicirdel tensore
base della rappresentazione riducihife *2---*» (coni, = 1, 2) e le rapp.
irr. del gruppo delle permutazioni di oggetti,S,,. Questo si pa fare in
modo sistematico utilizzando un ulteriore Metodo graficttal®letodo dei
Tableaux di Young.
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Aggiungendo le propri@tdi ortonormalizzazione degli stati di un dato
multipletto possiamo arrivare alla costruzione delle famitavole dei
coefficienti diClebsch-Gordanche permettono di costruire gli stati di
ogni multipletto presente nella decomposizione del priodeinsoriale in
esame

S1 S _ pS1+S52 S
b7t eDb @S:|51—S2|D

P.e., gli stati.S, Mg), del multipletto individuato dall’autovalorg
dell’operatore di Casimir, sono dati da

DS — |S, Ms> = Z (Slm1$2m2|SMS> \Sl,m1>|52,m2>

mi,ma2

dove il simbolo(S1m1Som2|SMg) indica i coefficienti di
Clebsch-Gordan.

Questa scrittura ci suggerisce 'immediata generalizrazal caso di i
particelle con spin. Le rappresentazioni che appaiono ipradotto
tensoriale possono considerarsi come appartenenti ciastlo spazio
invariante (con vettori base i vettori del corrispondentdtipletto) di una
singola particella.

Sistema di due fermioni

Lo spin totale si ottea dalprodotto diretto di due rappresentazioni irr.
2, esattamente come prima. Ma se analizziamo come si tragfibrm
vettore base della rappresentazionelirsotto I'azione dello scambio di
posto dei due fermioni, si trova che lo stato basatisimmetrico, mentre
| tre vettori base della rappresentazionedrsonosimmetrici. Quindi
possiamo riscrivere la decomposizione del prodotto di2t® 2
mettendo in evidenza le propréetli permutazione dei vettori base.

2®2=14 &b 3¢
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Sistema di tre fermioni

Per ricavare le rappresentazione irr. di passa dimensionadit si dova
decomporre il prodotto dirett®2 ® 2 ® 2 ricorrendo alle rapp. irr. db3
coninpuilvincolo, j, k = 1, 2 (caveat). Grazie alla propriet
associativa possiamo sfruttare la decomposizione deldiakee fermioni.
Quindi si avranno due casi

2® 14
2® 3g

2Q[2®2] =

Il primo caso produce una rappresentazi@nea con propriet di

scambio di tre particelle diverso dal casometricoo antisimmetrico gli
stati base sonmisti-antisimmetrici. Sono antisimmetrici nello scambio
di due sole particelle (p.€.1, 2,3} — {1, 3,2}), mentre se scambio tutte
e tre le particelle (p.e{1, 2,3} — {2, 3, 1}) non si ha una simmetria
definita. Simbolicamente

2014 =204

Per il secondo caso si hanno due rappresentazioni irr. cirtBrone2 e 4.
La prima ha vettori baseaiisti-simmetrici mentre la seconda ha vettori
base completamengemmetricinello scambio di tutte e tre le particelle.
Simbolicamente

2035 =205 D4s

E importante notare che nell’ambito §U(2) noné possibile costruire
stati di tre particelle completamente antisimmetfpmiche in*7% si ha
i,7,k = 1,2, el principio di Pauli), mentre nel’'ambito B8U(3) questo
e possibile poicé gli indici € [1, 3].
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Esempio: SU(3)

Lo studio diSU(3) € una generalizzazione di quanto abbiamo visto per
SU(2). Si passa da un’algebra di rango 1 ad un’algebra di rango 2, e
quindi avremo due generatori diagonalizzabili simultaneate e due
operatori di Casimir. Inoltre avremo maggiore lilzenel costruire |
multipletti, poicle la rappresentazione coniugata non coincide con quella
fondamentale. Questa propaagioca un ruolo essenziale
nell’applicazione alla fisica adronica 8iU (3) (particelle/antiparticelle).

Per poter avere delle rappresentazione unitariedeor= +1, come al
solito i generatori devono esséfiermitiani e a traccia nullel'algebra ha
dimensione8 = 32 — 1 eranga = 3 — 1. Nella letteratura, gI8
generatori dSU (3) sono indicati cont; coni = 1,8 (F-spin). Le regole
di commutazione sono date da (si somma sugli indici ripetuti

[Fi, Fj] = fijr P

Le costanti di strutturg; ;, come nel caso del tensore di Levi-Civita per
SU(2) sono totalmentantisimmetrichgcioe f;x, = —fjix = —fik;- |
valori espliciti per le componenitndipendenti e non nullesono 9

K | fijr
123 1
147 1/2
156 -1/2
246 1/2
257 1/2
345 1/2
367 | -1/2
458 | /312
678 | V3/2




PerSU (3) abbiamo 56 (=8!/3! 5!jdentita di Jacohipoiche abbiamo 8
generatori e ne dobbiamo scegliere 3 diversi alla volta §18(2),
abbiamo 3 generatori ed una sola identlt Jacobi). In generale si ha

[[Fs, By, F] + [[Fy, Fy], Fi] + [[Fg, F3], Fj] =0

La rappresentazione fondamentalla3 x 3 e siindica corB. In questa
rapp. i generatorl; sono dati in terminidelle matrici di Gell-Mann;:

0 1 0 0 —2 0
M= 1 0 0 =1 2 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
XM= 0 =1 0 M= 0 0
0 0 0 1 0
0 0 —2 0 0 0
=] 0 0 0 =] 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 0 O 1 0 0
1
M= 0 0 — ds=—1| 0 1 0
V3
0 2 0 0 0 -2
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T’I“)\,L' =0

Normalizzazione T'rA; A\, = 26; i

Le regole di anticommutazione sono date da
4
{)\i,)\j} — géi,jl + 2 dijk Ak

Il tensored, ;;, & totalmentesimmetricocon 16 componenti indipendenti

Kk | dijk 1K dijk
118 | 1/V/3 355 1/2
146 | 1/2 366 | -1/2
157 | 1/2 377 | -1/2
228 | 1+/3 448 | -1/2/3
247 | -1/2 558 | -1/2V/3
256 | 1/2 668 | -1/2V/3
338 | 1V/3 778 | -1/2V/3
344 | 1/2 888 | -1\/3

e Da un rapido controllo della tabellina delle costanti dutttira, f; 1,
si ottiene che
[F3,F3] =0

Quindi F3 e Fg sono due candidati per la diagonalizzazione, come
verificato direttamente nella forma esplictax 3.

e Peri =1,2,3
o; 0O

0O O

Ai =

che formano un sottogruppo 8iU(3) con I'algebra diSU(2),
(altri due sottogruppi con l'algebra &U (2): {4, A5} e { ¢, A7},

con I'opportuno terzo elemento combinaziond A, As})
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% || generico elemento del gruppo si scrive

u(¢17¢27° a¢8 _exp[ quz ]

% % Nelle applicazioni di fisica adronica, dove si utilizZ3&J (3) di Sapore
(Flavour), per catalogare le masse dei barioni e dei mesoni (raccaiglie
in multipletti...approssimati...), i generatori diagbrsmno interpretati
come terza componente dell'isospin e come ipercarica

2
T3 = F3 Y=5+B=—Fgy
V3

(Nella 3, utilizzando le matrici di Gell-Manril3 = A\3/2eY = \g/V/3)
% % % Il rango diSU(3) e duee avremo due operatori di Casimir, p.e.

— ZEL?:

i=1,8
3
= T2 + 273 + ZY2 +T Ty +V_Vy +ULU-

dovely = F1+1Fs (Ats3 = +£1eAy =0), Vo = Fy+t1F5
(Ats = t1/2eAy =x1)eU+ = Fgt1F7 (Ats = F1/2e
Ay = +1)
Co =) diji FiF;Fy
i,g,k
O possiamo utilizzare combinazioni @i e C>.
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Esempio: il valore di aspettazionedi, per lo stato con i alti autovalori
diTs eY, |¥)nq, in un multipletto (ci@ quello ches annichilato dai tre
operatoril’y, V4 eU_) e dato in termini dei generatori diagonali

3
(F?)pi = (W|T5 )i + 20| T3|¢)pi + 2 (WY [9) ps

% Gli autovalori diC; e Cs identificano una data Rapp. Irriducibile, eio
un dato multipletto

% % Gli stati in un multipletto sono individuati dagli autovailali 75 e
Y:|C1,C2;T3,Y).

Nell'algebra diSU(3) c’e una subalgebra &U(2) (v. le
rappresentazioni esplicite della matrici di Gell-Mannlpra puo essere
utile aggiungere anche I'autovalore dell'isospi((" + 1)), poiche
SU(3) di sapore piu approssimata @ U (2) di isospin, a causa della
massa del quark strano. Quindi, dal punto di vista pratibene
sottolineare I'appartenenza di stati di multiplettdSdi (3) a multipletti
anche dSU(3). Anticipando la struttura dei multipletti....

$— Spin 0 mesons Spin T mesons

K° K* K*0 K+
U 1

-1 ~17

K K0
T T T T T 1 T T T T T 1
-1 -2 0 172 1 t -1 —1/2 0 1/2 1 t,
S Spin 12 baryons §— Spin 3/2 baryons
n p
0 04
14z DA
-2 _2-]
) cn =° 2
~3-
T T T T T 1 T T 1 T T T T L
\’A i B t 5 -1 =172 0 1/2 1 t, ~% -1 n 0 1/2 1 372 t



La rapp. fondamentale, B, ha tre vettori base, identificati da una coppia
di autovalori{ts, y} degli operatori diagonalf7s, Y}

1 0 0
1 1 1 1 2
~y =) — =y ) 07__
0 0 1

. Lo stato ches annichilato da’y, V; eU_ €(1/2,1/3), con valor
medio(F?);,; = 4/3. Anche per gli altri due stati del multipletto il valor
medio di(F?) €4/3 (F2 € un Casimr !!), ma se utilizziamo questi stati,
allora nel calcolo si deve tener conto dell'azionddi, V. eU_. Gli
operatori di abbassamerifa_, V_ e U4 fanno passare dallo stato con
autovalori(1/2,1/3) agli altri due stati.

Differentemente d&U(2) dove un solo autovalore distingue gli stati di
un dato multipletto (basta una retta per ordinare gli autoveel
multipletto) perSU (3) abbiamo bisogno di un piantn particolare se
riportiamo sulle ascisse gli autovalori‘di e sulle ordinate quelli dY,
per la rappresentaziordesi ottiene un triangolo isoscele.

2/3—+

o 1/3— [ ]

-1/3—+

Rappresentazione grafica (bidimensionale) delle copmeittieri quantici
(ipercarica, terza componente dell’isospin) che indigigkl i vettori base
della rapp. fondamentale 8iU(3), 1a 3
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Le rappresentazioni coniugate sono quelle dei generatori

(—FF) = (—F1) eivettori base sono individuati dagli autovalori degli
operatori—13 e =Y (13 eY sono hermitiani e diagonali, quindi reali}l
tripletto di vettori base della rappresentazione conagaguella
fondamentale si indica cd®, ed ha i seguenti autovalori (notare anche
I'effetto della trasposizione dei generatori, che si mesti# nei vettori,
ovvero non si cambia solo il segno degli autovalori).

1 0 0
2 1 1 1 1
O?_; _?__; S
0 |=05 |1 |=G=3 | o |=(5-3
0 0 1

Le coppie di autovalori d8 individuano in un piano cartesiano i vertici di
un triangolo isoscele con orientaziongpostaa quella relativa al triangolo
di 3. Quindi la3 e distinta dalla3. Nel caso diSU(2), 2 e 2 coincidono.

1/3—+

-1 -1/2 1/2 1

L -1/3—+ ]

-213—+

Rappresentazione grafica (bidimensionale) per il triplgtfantitripletto),
coniugato al fondamentake

% La rappresentazione aggiurdda rappresentaziors: cioe quella data
dal[F:]jx = fijk
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| multipletti di dimensionali& superiore si ottengono decomponendo il
tensore base del prodotto diretto, che in generakisprodotto diretto di
" p” rapp. 3 e "g” rapp. 3. (v. anche il caso esplicit® ® 2 di SU(2))

% Per ottenere gli autovalofits, y } che individuano i vettori base di un
dato multipletto si ricorre alla generalizzazione al pigi@bmetodo grafico
introdotto perSU(2). Il metodo era basato sull’azione della coppia di
operatori di innalzamento ed abbassamefito PerSU(3), abbiamo 3
insiemi di operatori/y, V. eU4.

% % Metodo grafico per ottenere gli autovalori che individuaao |
rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoridlen 3 = 1 + 8: |l
baricentro del triangolo che rappresenta la rapp/a sovrapposto sui 3
vertici del triangolo, che rappresenta la ragp.

A A
A A ~y
A ] ' T p—
1 -1/2 112 13
Y S — A
Y Y
1 T
213 2i3
o+ r
-1 -1/2 ¢ 1/2 18 -1/2 N 1/2 18
-1/3 -1/3
1 T

N.B.753 = 0eY = 0 e degenere 2 volte i®; uno(0,0) completa il
tripletto di isospin , l'altro valore individua uno statosingoletto di

isospin SU(3) D SU(2), quindi= |F?,C5; T, T3,Y)).
44



% % Metodo grafico per ottenere gli autovalori che individuaao |
rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoridles 3 = 6 + 3: |l
baricentro del triangolo che rappresenta la ragp/a sovrapposto sui 3
vertici del triangolo, che rappresenta la ragp.

v Y

1 1
Aooonnennen e oo --mmmnn e A _

T T
1 172 12 1+ 1 172 172 18
\A\ -1/3 /A ‘/______:1/3- _________ \-‘
1 1
«

N.B. 73 =0eY =2/3eT13 =+1/2eY = —1/3 sono degeneri 2
volte.
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% % Per I'espressione esplicita dei vettori base delle rappdiir
dimensionalihn > 3 siricorre@ anche questa volta alle propéaetdi
permutazione degli indici del tensore base della rapptazeme

riducibile: ¢;132;£; '» composto da autostati di3 (indici in alto) eq

autostati di3 (indici in basso). Utilizzeremo sempre il metodo grafico dei
Tableaux di Young, basato sulle propaeti S,,. Infine, considerando le
propriet di ortonormali si ottengono i Clebsch-Gordan #U(3).

Alcuni esempi. Se ho il prodotto di due rappresentazionrdoicorrere
alle rapp. irr. del grupp®-

*x 3®3 =65 + 34 34®34=8 1+ 64

La dimensionalé delle rappe legata al fatto che questa volta
i11213...1n, = 1,2, 3. Da notare ch@ & antisimmetrica, c®3 4, poiche
le propriet di trasformazioni degli stati dell'antitripletto, sottazione dei
generatori del gruppo, sono le stesse di uno stato antisginumeer lo
scambio didueindici (v;(3) = €;jx ¥ ¢")
Per i mesoni

* 8334 =14 + 84

avendo usato le rapp. irr. 8i3, come indica la presenza dello stato a
simmetria mista. Notare che lo stato base del singol#tig.e
antisimmetrico rispetto dre indici degli stati che provengono uno dal
tripletto e due dall’antitriplettoy (1) = €;;x1 %7 ¥*), mentre per gli
otto stati8 ; 4 solo due indici hanno la proprietli essere antisimmetrici.

Inoltre
Y 3R®6s =85 + 10g

Per i barioni

33®3=[34 +65]®3=14 + 8ya + 8ys + 10g
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Il problema matematice stato schematizzato, ora inizia il problema fisico:
nell'insieme degli adroni osservati, possiamo individuana struttura di
multipletti come quella data d&U (3) di sapore, che ci segnalerebbe una
simmetria del’Hamiltoniana forte?

Se I'Hamiltoniana forte avesse la simmetria 8&7(3) di sapore, gli stati
di un dato multipletto avrebbero la stessa massa e gli stagsvalori dei
due operatori di Casimir, ma sarebbero distintildee di Y. Questo
insieme di valori corrispondono a qualche adrone osservato
sperimentalmente? Si ha una esatta degenerazione degblettdiio
soltanto approssimata? Come ispirazione, ricordiamaléagia con il
doppietto di isospin, suggerito dalle masse quasi uguapr¢one e del
neutrone. Ovviamente, per completare I'insieme dei nuogintici,
bisogna tener conto anche del momento angolare totale

(SUr(3) ® SU(2) — SU(6)) e della parid.

L'analisi qui accennata, ha portato negli anni '60 a catategli adroni

per mezzo dei multipletti d8U(3). Questa simmetria approssimata
(m. ~ mg # mys) degli adroni, che si manifesta in masse quasi uguali
per gli adroni assegnati ad uno stesso multipletto, viedie@ta come
SU(3) di Sapore Dal punto di vista fenomenologic®U (3) di Saporeha
avuto un notevole successo nella fisica adronica, con liflieazione di
multipletti di dimensionali 8 e 10; inoltre la ricerca di stati mesonici e
barionici appartenenti a ulteriori multipleimolto attiva.

Ha pavimentato la strada per fare il passo successive sketo la
scoperta del gruppo di simmetria esatte,{ = m; = m, per ogni
sapore) delle interazioni forti che si indica c8fJ(3) di Colore
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Il Gruppo di Poincar e

Il gruppo di Poincag riveste un ruolo fondamentale nella classificazione
degli stati di singola particella (cgosenza considerare le possibili
simmetrie interne a parte lo spin) in Meccanica Quantidiehativistica.

Infatti, alcune delle rappresentazioni irriducibili uamie (o trivialmente
unidimensionali 0 necessariamente infinito dimensiopaliche il gruppo
€ non compatto) sono utilizzate per rappresentare quedaiéhosservato
In natura, finora: i) particelle massive con spin intero oiséeno (rapp.
infinito dimensionali), ii) particelle con massa nulla eatiéh h (rapp.
unidimensionali, ma con possibile estensione & h se la parih e
conservata).

Per definire il gruppo di PoincayP, o gruppo di Lorentz inomogeneo,
dobbiamo introdurre i) il gruppo delkeaslazioni nello spazio
guadridimensionale di MinkowsKgruppo non compatto), e ii) druppo
di Lorentz omogened)(3, 1) (gruppo non compatto). Questo gruppo
una generalizzazione del gruppo ortogorfalgm) (compatto) che,
ricordiamo, trasforma i vettori di uno spazio euclidg@®, lasciando
invariato il prodotto scalarecioe

Ty =x1y1 + T2y2 + x3Yy3 + ...... TnlYn = T Y

coni)y’ = Ay, a2’ = Ax eii) A € O(n) una matricen x n.
Ricordiamo che la matricd pud averedet = +1, ed allora si parlex di
rotazioni proprie e si a& il gruppoSO(n) (connesso alla idendy,
oppure avereet = —1, e in questo caso si avil sottogruppo che
contiene le inversioni.

La non compattezza @D (3, 1) € generata dal fatto che il tensore metrico
contiene sia segni positivi che negativi (quindi — 7 x4,
cos(¢) — cosh(w) esin(¢) — sinh(w) cong € [0,27] e
—o0 < w < 00).
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Il prodotto scalare tra due quadri-vettori dello spazio ankbwski, z# e
y*, & definito per mezzo del tensore metrigt’
(g** = {1, -1, —1, —1}), come segue

Ty = g/ﬂ/aj,uyl/ _ CCOyO o CClyl o x2y2 o x3y3
L'insieme delle matriciA, di dimensiond x 4, che lascianavariato il
precedente prodotto scalagoe

/ /
Toy=a -y
conz’* = AH, x¥, y'* = Ah, yY, & dettogruppo di Lorentz omogeneo

Siindica conO(3, 1), dove i due indici ci ricordano il numero di segni di
un tipo o dell’altro, presenti nel tensore metrico (le pregrgruppali Si
dimostrano a partire dalla legge di composizione del grupposodotto
matriciale righex colonne).

L'invarianza del prodotto scalare porta alla seguente gpdelle matrici
A, owvia generalizzazione di quanto succede@¢8) (O1 O = 1),

AL guv A%\ = gpa-
Simbolicamente\” g A = g.

Anche per il gruppo di Lorentz possiamo distinguere due cpsi
sottogruppo delle rotazioni proprie, cdat = +1 che si indica con
SO(3,1) eii) il sottogruppo delle inversioni spazio-temporali con
det = —1.

Una ulteriore decomposizione di ciascun sottogrugpegata al valore di
A% i) AY > 1oppureii)Af < —1.

Combinando i due valori delet = + 1 e i due intervalli perA, si
ottengonaquattro sottogruppiche possono essere messi in collegamento
per mezzo dell’inversione spazialaniversione temporaje dalprodotto
delle due
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Soltanto il sottogruppo d8O(3, 1), condet = +1eAY > 1,e
connesso con continaitalla identih. Saa sufficiente studiare questo
sottogruppo, che si indica congeuppo delle trasformazioni proprie
ortocrone di Lorentzo a volte, pii brevemente gruppo di Lorentz proprio
(gruppo di Lie non compatto)La non compattezza del gruppo proprio di
Lorentz, che ha 6 parametd,dovuto al fatto che 3 parametri possono
variare nell'intevallo[—oo, +o0]. In dettaglio

nello spazio di Minkowski, posso

e trasformare soltanto le componenti spazialci lasciando invariata
la componente temporal€’ . Allora avremole familiari rotazioni
proprie tridimensionali, che formano un gruppo compattea t
parametri, con i ben noti generatafi’, che verificano le regole di
commutazione d8U(2) (se si usa la notazione controvariante
L' =1, L?=Lyel?=1L,)

e coinvolgere nelle trasformazioni anche la componeftteed avere
trasformazioni di riferimento inerzial@oosts). Queste
trasformazioni dipendono dalla velagitli un sistema di riferimento
rispetto all’altro 6 = 9/c), e quindi dipendono da tre parametri.
Quando scriviamo i boosts nella forma esponenzialeg(gicella
tipica dei gruppi di Lie), otteniamo una forma che ricord&kpu
delle rotazioni, ma con le funzioni iperbolich@sh(«;) e
sinh(a;) al posto dicos e sin (formalmentet — i t). Questo
permette di ottenere i tre parametii, che intervengono
nell’esponenziale in funzione delle componentﬁdiSi ha

tgh a; = B;.

Poicte 8; € [—1,+1], alloraa; € [—o0, 400]. In letteratura i
generatori dei boosts, si indicano cdt®.
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Gli elementi del gruppo si possono scrivere nel modo seguent
A(d, &) = exp [—zgg L —id- I?]

% | sei generatori del gruppo proprio di Lorentz, ottenutialaliluppo
infinitesimale delleA, soddisfano le seguenti regole di commutazione
(ottenute dalle propriatdi composizione delld)

[K*,K7] = —ie“™L" (L', K7] =i K"
(L', L7] = ie7™L"

Il segno negativo nel primo commutat@degato alla metrica dello spazio
di Minkowski. Opportune combinazioni lineari di boosts ¢amoni
portano ad individuare due subalgebreésdi(2), e quindi I'algebra del
gruppo di Lorentz proprio diventa I'algebra8ilU(2) x SU(2).

Al posto di L e K si pwd introdurre un generatore tensoriale
antisimmetricoM #¥ (6 componenti indipendenti), dato da

MO — gt — 0 M — ik k

Anche per i parametri si p@rintrodurre un tensore antisimmetrico*”
(se simmetricAVl g sym - wsym = 0). Quindi
¢-L+ad-K=w-M/2=wl M,, /2 (forma covariante !)

Il gruppo di Poincag, P, o gruppo inomogeneo di Loreni |l prodotto
semi-diretto del gruppo di Lorentz omogen@g3, 1) e il gruppo abeliano
delle traslazionil'(a) (a* € il valore della traslazione spazio-temporale:
z'* =T (a)z" = = 4 at), cioe

P=0(3,1) ® T(a).

Il gruppoe non compatto !! Inoltre contiene un sottogruppo abeliano
(T'(a)), quindi noné semi-semplice.

% Il gruppo proprio di Poincare costituito da infiniti elementi dati dal
prodottot(a) A(¢, &), cont(a) € T(a) e A(¢, &) €gruppo proprio di
Lorentz Gli elementi diT(a) sonot(a) = exp [—ia - P] con PH i

generatori delle traslazioni.
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Un elemento del gruppo proprio di Poinedrasforma il vettore:* in
' = a* + A* (&, @)z

Se consideriamo variazioni infinitesime, possiamo oteieer
rappresentazione d* e di M *¥ che agiscono su vettori dello spazio di
Minkowski (datix e v, M#¥ e una matrice x 4, e in totale avd 6 matrici
4 x 4 indipendenti, cfr. con la discussione dei 3 generato8@i(3)).

1 M
't = I—ia~P—|—7j§w~M ¥ =

174

~ [l —da- P} [I+iw - M]) z”

Ricapitolando, i generatori del gruppo proprio di Poigcaono 10:M #¥
e P#, e verificano la seguente algebra

[P*, PY] =0
[Mpw, PA] — 3 (guAPu o guAPV)
[Mpw, M)\O’] — 3 (gpLO'Ml/)\ i g1/>\M/J,O' o g,uAMz/a o gVO'Mpl,)\)

| due operatori di Casimir, che permettono di identificare le
rappresentazioni irriducibili del gruppo proprio di Poamne sono

C,=P-P=[P’2—P.P Co=W - W=[WP2-W.-W

doveW# e il quadri-vettore di Pauli-Lubanski definito da

1

Da notare chdé” - W = 0 data I'antisimmetria del tensoe¢ 7 *

(123 = +1). Questo vincolo comporta che solo tre componentii
sono indipendenti. In particolare si ottieHe® = P - J e

W =POJ— P x K conJ = L + S (se consideriamo anche rotazioni
intrinseche M¥9 — MY 4 SV9).
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Rappresentazioni irriducibili del gruppo proprio di Paare

La non compattezza del gruppo proprio di Poigc@onseguenza della
non compattezza sia del gruppo proprio di Lorentz sia dedgoudelle
traslazioni) conduce al rilevantissimo fatto daeappresentazioni
irriducibili finito-dimensionali non sono unitari@ parte il caso triviale di
dimensionel).

Per le applicazioni fisiche, ci interessano le rappresentaizriducibili
unitarie (sec* T, 2/t cosa succede@(x) 4 P (2"),v. SO(3)).

Infatti, se ci chiediamo cosa succede alla funzione d’oredaidtema,
guando le coordinate del sistema cambiano sotto 'azione élemento

del gruppo proprio di Poincéar possiamo trovare una risposta seguendo il
famoso teorema di Wigner che permette di immergere la Mécaan
Quantistica in un ambito relativistico. Wigner dimastrhe

Un teoria quantistica formulata su uno spazio di Hilbert
mantiene invariate le probabaiin ogni sistema di riferimento
inerziale, se e solo se la corrispondenza tra stati in eiffeer
sistemi inerziali si realizza attraverso trasformaziamtarie
del gruppo di Poinca.

In particolare la rappresentazione infinito dimensional®d e M*", a
cui abbiamo aggiunto un possibile termine che si applicariabii non
spazio-temporali (p.e. lo spin per particelle massive @itore di
polarizzazione nel caso del fotore)

0
PH =i MM —gh PY _g¥ P SH (1)
oz

con[PH, x¥] = igH”. La trasformazione infinitesima per la féo
Y — ¢ =[1—ia-P+itw- M] 1
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e Per particelle massivet > 0 ep® > 0), nel sistema di quiete
(p° = mep=0)

Gli autovalori,w?, di (=W - W/m?) sono dati dav? = j (j + 1),
cioe gli autovalori dello spin totale

e Per particelle con massa nulle’(= 4=|pl), per le quali non esiste un
sistema di quiete (in ogni sistema di rif. hanno sempre vi&leg
I'algebra del gruppo si semplifica drasticamente: divenizllg del
gruppo euclideds, che contiene sia le traslazioni che le rotazioni
nel piano (tre parametri!Per semplicé, assumiamo che gli
autovalorip, = py = 0 e necessariamentg = £pg # 0, allora
(WO =J.P=J3pP3eWws3 = PYj3)

WO pth) = J- Plpth) = +W?|pHh) =
= +poJ3|p*h) = £poh|p*h)
quindi — J - P|p"h) = h|p*h)
La rapp. unitaria di interesse fisiéodue volte degenere- con
h =0,1/2,1,...). La variabileh si chiama elicia ede invariante
per tutte le trasformazioni di Lorengal contrario, nel caso con
m? # 0 j, pud cambiare). N.B. i) non si parla di spin per particelle

conp? = 0, i) le particelle corp? = 0, che consideriamo nelle
applicazioni, hanng® = +|p] > 0
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In generale, leappresentazioni unitarie irriducibili (RU8el gruppo di
Poincae si possono identificare attraverso gli autovalori dei cagratori
di Casimir del gruppoP? e W2. Gli stati di singola particella possono
essere generati a partire da

P2 dim. RUI dettagli

> 0 | oo, |m,0,7,7) j:O,%,l,...m’stoconpo >0
=0 1, |h) hz:l:%,:l:l,...vistz’ con p? >0
=0 00, |ch) c>0, h=0,%1,+£2,... non visto,
<0 00 w? continuo o discont.

non visto tachioni(?)

Commenti: i) a parte dobbiamo considerare il caso che gannde al
vuoto: p¥ = |p] = 0; ii) per convenzione consideriamo particelle con
energia positivgp® > 0); iii) per m = 0, stati conh = +s appartengono
allo stesso multiplettee includiamo anche la paxi{quanda conservata,
p.e. caso elettromagnetiGay) per i processi virtuali quadri-vettori con
P? < 0 giocano un ruolo importante.
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Negli anni 60, il successo ottenuto c&U (3) di Sapore nella
classificazione di mesoni e barioni, stiradl tentativo di combinare le
simmetrie interneQU (3) ® SU(2) — SU(6)) con il gruppo di
Poincae. In particolare le simmetrie considerate fino a quel moment
tenevano nettamente distinti i multipletti con spin semriatfermioni) dai
multipletti con spin intergbosoni) Il tentativo di unificazione si scortr
con un famoso teorema, la cui versiona pompletaé dovuta a&Coleman e
Mandulg che dimostrava come necessaria conseguenza di una rialetriv
composizione del gruppo di Poinéag del gruppo di simmetrie interne
(spin, sapore ...) la triviakt della matrice di scattering (@&o

matrice S =identit@).

Una strada per sfuggire al teorema di Coleman e Mandula,relqui
costruire una teoria che godesse delle simmetrie sia spamporali che
interne ed avesse una matrice di scattering non trivialepftata facendo
convivere sia regole di commutazione che di anticommurezie
costruendo dellsuperalgebréalgebre di Lie graduate). Questa possiailit
ha condotto alla nascita delle teorie supersimmetrichehese
I'evoluzione storica non seguwie cos dirette.
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