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La nozione diSimmetriaè tra le pìu importanti in Fisica. Sotto l’ azione di

una particolare trasformazione (od operazione) il sistema, o alcune

propriet̀a del sistema, o le leggi che governano il sistema rimangono

invariate.

Esempio banale: se ruotiamo una sfera attorno ad un qualsiasi diametro, la

sfera rimane invariata. Quindi se descriviamo la sfera in termini

matematici, tale descrizione matematica deve risultare invariante per

trasformazioni di rotazione attorno al diametro.

Esempio meno banale: se l’ interazione tra i costituenti di un sistema non

varia con il tempo, si ha l’ invarianza (costanza) dell’energia totale del

sistema. Di nuovo, una descrizione matematica del sistema dovrà

contenere questa proprietà di simmetria (invarianza).

Le simmetrie possono esserediscrete(p.e. parit̀a, coniugazione di carica,

inversione temporale) ocontinue (p.e. traslazioni, rotazioni,

trasformazioni da un riferimento inerziale ad un altro, ecc.), cioè

dipendenti da una o più variabili continue (coordinate, angoli, velocità,

ecc.).

Le simmetrie sono appropriatamente descritte in linguaggio matematico,

utilizzando due concetti :Gruppo edAlgebra.
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I Gruppi

Un GruppoG è un insieme di elementig1, g2, g3..... (forse un fisico

preferirebbe dire diun insieme di trasformazioni) che deve

• essere dotato di unalegge di composizione, (dettamoltiplicazionee

che indicheremo conm), che ha le seguenti proprietà

– Chiusura: seg1 ∈ G eg2 ∈ G, anchem(g1, g2) ∈ G
– Associativa: m(g1,m(g2, g3)) = m(m(g1, g2), g3)

• contenere i seguenti elementi:

– L’identit à e, tale chem(e, g) = m(g, e) = g, ∀g ∈ G
– L’ inverso g−1, tale chem(g−1, g) = m(g, g−1) = e,

∀g ∈ G
Io Esempio

I Numeri Interi (positivi e negativi):Z

Legge di composizione: Addizione

• Chiusura: z1 + z2 ∈ Z

• Associativa: z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3

• L’identità: 0 + zi = zi + 0 = zi

• L’ inverso: zi + (−zi) = 0

quindi le propriet̀a gruppalisono verificate
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Se cambiamo legge di composizione ed adottiamo la familiare

moltiplicazione, cosa succede?

Legge di composizione: Moltiplicazione

• Chiusura: z1 × z2 ∈ Z

• Associativa: z1 × (z2 × z3) = (z1 × z2)× z3

• L’identità: 1× zi = zi × 1 = zi

• L’ inverso: 1/zi 6∈ Z !!!

Le propriet̀a gruppalinon sono verificate.

Si può estendere l’ insieme, includendo i numeri razionali ed escludendo lo

zero, ottenendo cosı̀ un gruppo per la Moltiplicazione.

IIo Esempio (di rilievo per la Fisica)

Il gruppo complesso delle fasiG = U(1) = {eıθ}

Legge di composizione: Moltiplicazione

• Chiusura: eıθ1 × eıθ2 ∈ U(1)

• Associativa: eıθ1 × (eıθ2 × eıθ3 ) = (eıθ1 × eıθ2 )× eıθ3

• L’identità: e0 × eıθi = eıθi × e0 = eıθi

• L’inverso: eıθ × e−ıθ = e0 = 1

Il gruppoU(1) è composto da matrici1× 1, complesse,unitarie
(UU† = U†U = 1). Questo gruppo governa la simmetria del campo

elettromagnetico, nel senso che le Equazioni di Maxwell (≡unificazione

dell’elettromagnetismo) sono invarianti sotto l’ azione di un elemento

∈ U(1).
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Alcune nozioni utili

• L’ ordine di un gruppo è il numero di elementi che compongono il

gruppo. Se l’ordinèe finito il gruppo si dice finito. Il gruppo delle

permutazioni di 3 oggetti,S3 è finito (3! = 6 elementi), mentre il

gruppo delle matrici3× 3 che rappresentano le rotazioni proprie

nello spazio euclideoR3, SO(3), è infinito (SO(3) è un

sottogruppo, vedi più in basso, diO(3), che contiene anche le

inversioni spaziali).

• Un gruppo infinitoè dettocontinuo se il numero degli elementiè

infinito non denumerabile (ciòe non in corrispondenza biunivoca con

l’insieme dei numeri interi).

• Un gruppoG è dettocommutativo o abelianose∀{g1, g2} ∈ G si

ha

m(g1, g2) = m(g2, g1).

Seg1 eg2 sono matrici em è il prodotto righe per colonne:

g1 g2 = g2 g1. Il gruppo delle traslazioni o il gruppo delle rotazioni

attorno ad un asse sono abeliani, mentre i gruppiS3 eSO(3) (che

contiene tutte le possibili rotazioni) sono non abeliani.

• Un sottoinsiemeH ⊂ G è dettosottogruppodi G se l’insieme dei

suoi elementìe un gruppo con la stessa legge di composizione diG
(in particolareè chiuso). Le permutazioni pari (che si ottengono con

un numero pari di scambi dalla sequenza principale{1, 2, 3})
costituiscono un sottogruppo diS3. Il gruppo delle rotazioni attorno

all’assez è un sottogruppo diSO(3)

• Un sottogruppo,I, del gruppoG si chiamainvariante se∀i ∈ I e

∀g ∈ G si ha

m(g,m(i, g−1)) = i′ ∈ I
Seg e i sono matrici em è il prodotto righe per colonne:

g i g−1 = i′ ∈ I
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• Un gruppoG si chiamasemplicese non ha sottogruppi invarianti (a

parte l’identit̀a e il gruppo stesso).̀E dettosemi-semplicese non ha

sottogruppi invarianti abeliani, ma può averne di non-abeliani (se il

gruppoè semplice sarà anche semi-semplice, poichè non ha

sottogruppi inavarianti per definizione; nonè vero il viceversa!).

Nelle applicazioni fisiche i gruppi semi-semplici hanno un

particolare rilievo, poich̀e le loro rappresentazioni matriciali hanno

importanti propriet̀a che descriveremo di seguito (Teorema di Racah:

numero di operatori di Casimir≡ rango dell’algebra,→ generatori

diagonalizzabili simultaneamente). Esempio I: il sottogruppo delle

rotazioni tridimensionale attorno ad un asseè un sottogruppo

abeliano diSO(3) ma nonè invariante, quindiSO(3) ∈Gruppi

semplici. Esempio II:SU(n) è semplice pern ≥ 2, come vedremo

in dettaglio perSU(2).

• A partire da due gruppiG1 eG2 è possibile definireil gruppo
prodotto diretto , G1 ⊗ G2, costituito dall’insieme di tutte le coppie

ordinate(g1, g2), cong1 ∈ G1 eg2 ∈ G2, che verifica le proprietà

gruppali ed̀e dotato della seguente legge di composizione,M, tra

due coppie ordinate(g1, g2) e (g′1, g
′
2)

M
ˆ
(g1, g2), (g

′
1, g

′
2)

˜
=

ˆ
m1(g1g

′
1),m2(g2g

′
2)

˜

L’addizione del momento angolare orbitale e dello spinè un

esempio di prodotto diretto tra i gruppiSO(3) eSU(2). Altri

esempi rilevantissimi:

– l’unificazione delle interazioni debole(governata dalla

simmetria dello spin debole:SU(2)) ed elettromagnetica

(U(1)): SU(2)⊗U(1)

– l’unificazione ulteriore con le interazioni forti(SU(3)):

SU(3)⊗ SU(2)⊗U(1) (modello standard).
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Come sono state definite le funzioni di numeri reali (complessi) [cioè una

ben definita legge che associa ad un numero reale (complesso)uno o pìu

altri numeri reali (complessi)], cosı̀ si può definire una funzione (una

applicazione) che associ ad un elemento di un gruppo uno o più elementi

di un altro gruppo.

Una applicazioneφ : G1 → G2 è chiamataomeomorfismose

g1 → φ(g1) g′1 → φ(g′1) ∀{g1, g′1} ∈ G1
con φ(g1) e φ(g′1) ∈ G2

implica che

m(g1, g
′
1)→ φ

ˆ
m(g1, g

′
1)

˜
= m

ˆ
φ(g1), φ(g′1)

˜
∈ G2

In particolare,

• se l’omeomorfismòe biunivoco( cioè, esiste una relazione uno a uno

tra gli elementi diG1 eG2) si chiamaisomorfismo.

• se l’applicazionèe tale cheG2 = G1, allora un omeomorfismo

diventa un endomorfismo ed un isomorfismo unautomorfismo. (cioè

se ag1 ∈ G1 corrisponde uno ed un soloφ(g1) ∈ G2 ≡ G1

Questo concetto di applicazione, p.e., sarà utilizzato per introdurre la

nozione di rappresentazione matriciale di un gruppo.
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Breve Legenda

Le notazioni utilizzate per indicare i vari gruppi sono costruite per indicare

le propriet̀a rilevanti del gruppo.

• G≡ generale

• S≡ speciale, il determinate della rappresentazione matriciale di un

generico elementòe uguale a1

• L≡ lineare il generico elemento agisce su uno spazio lineare

• O≡ ortogonale,GT G = I, il prodotto del trasposto di un elemento

per l’elemento stessòe uguale a 1 (conservazione del prodotto

scalare, generalizzazioni dallo spazio euclideo a metriche non

definite)

• R≡ nella rappresentazione matriciale di un generico elementovi

sono soltanto numeri reali reali

• C≡ nella rappresentazione matriciale di un generico elementovi

sono soltanto numeri complessi

• U≡ il generico elementòe unitario,G† G = I

• (n)≡ dimensione dello spazioRn, su cui agisce la rappresentazione

fondamentale. Per spazi a metrica non definita si ha la notazione

(m,n), dove nella metrica avròm segni negativi en segni positivi, o

viceversa a secondo della convenzione adottata (p.e. per lospazio di

Minkowski si ha(3, 1))
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Gruppi di Lie

Un Gruppo di Lieè ungruppo continuoi cui elementi sonofunzioni

analitiche(continue e infinitamente differenziabili), di un numero finito di

parametri (α1, α2, ..., αn). Hanno un particolare rilievo i gruppi di Lie

connessi, poich̀e grazie alla proprietà di analiticit̀a, si può connettere con

continuit̀a l’elemento IDENTIT̀A a qualsiasi altro elemento del gruppo.

Un gruppo di Lie connesso avrà un numero infinito di elementi in un

intorno dell’identit̀a. In particolare, sono di rilievo per le applicazioni in

Fisica (poich̀e devono avere sicuramente una rappresentazione matriciale e

si connettonounivocamenteall’identità) i gruppi di Lie che dipendono

linearmentedai parametri (∂/∂αi 6= 0), per piccoli valori degli stessi. In

questo caso, quando siè infinitesimalmentevicini all’identità si ha

lim
piccolo ~α

g ≃ 1 + ı~α · ~T

dove

• i parametri (reali o complessi){αi}, coni = 1, 2, ..., N , sono

parametri continui. Il gruppo si dicecompattose i parametri variano

in un intervallo chiuso e limitato. Esempi:Rotazioni⇒ compatto;

Traslazioni⇒ non compatto

• N : è ladimensionedel gruppo di Lie in esame,

• L’insieme dioperatori {Ti} ≡ {−i∂g/∂αi|~α=0}, con

i = 1, 2, ..., N , sono chiamatigeneratori del gruppo di Liein

esame
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I generatori permettono attraversol’esponenziazionedi scrivere un

qualsiasi elemento del gruppo in modo economico, nel senso cheè più

semplice studiare le proprietà dei generatori che sono soltantoN , invece

delle propriet̀a degli infiniti elementi che compongono il gruppo di Lie in

esame. Un elemento del gruppo si ottiene applicando infinitevolte la

trasformazione infinitesima

g(~α) = lim
n→∞

»
1 + ı

~α

n
· ~T

–n

= exp
h
ı~α · ~T

i

N.B. D’ora in poi con gruppi di Lie ci riferiremo a gruppi di Lie che si

possono esponenziare

Se il gruppo di Lieè unitario e a parametri reali, allora igeneratori sono

hermitiani. Infatti, poich̀eU†U = UU† = 1, vuol dire cheU† = U−1,

U† =
n
exp

h
ı~α · ~T

io†
= exp

h
−ı~α · ~T†

i
=

= exp
h
−ı~α · ~T

i
= U−1

Nell’ultimo passaggio sìe utilizzata l’hermitianit̀a dei generatori ! Le

propriet̀a gruppali, si traducono immediatamente (grazie alla

esponenziazione) in relazioni di commutazione tra generatori

• dalla composizione:[Ti,Tj ] = ıCk
ijTkcon

{Ck
ij} ≡ costanti di struttura

• Dalla associativit̀a⇒ le identit̀a di Jacobi

[[Ti,Tj ] ,Tn] + [[Tj ,Tn] ,Ti] + [[Tn,Ti] ,Tj ] = 0

ovveroCk
ijC

ℓ
kn + Ck

jnC
ℓ
ki + Ck

niC
ℓ
kj = 0
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• Le regole di commutazione dei generatori e le identità di Jacobi

definisconol’algebra associata al gruppo di Lie in esame.

Ricordiamo che un’algebràe uno spazio vettoriale lineare dotato di

una legge di composizione.L’algebra di Lie è lo spazio vettoriale

astratto i cui elementi sono i generatori, la legge di composizione

sono le regole di commutazione (o anticommutazione o miste,ecc.) e

si deve verificare le identità di Jacobi.

• Una subalgebra dell’ algebra di Lie,A, è chiamataun ideale, I, se

∀i ∈ I e∀a ∈ A si ha[i, a] ∈ I.

• Un’ algebra di Lie si dicesemplice, se ha solo ideali triviali (p.e.

l’algebra stessa). Sarà chiamatasemi-semplicesenon haideali

abeliani. Un algebra sempliceè anche semi-semplice, ma nonè vero

il viceversa.

• Lo studio delle algebre di Lie semi-sempliciè quello pìu rilevante per

le applicazioni fisiche (vediSU(n)), poich̀e lealgebre di Lie

semi-semplicisono esprimibili comesomma direttadi algebre

semplici. A livello di gruppi, ungruppo semi-semplicesi potr̀a

esprimere comeprodotto direttodi gruppi semplici. Vedi il Teorema

di Racah per un’altra importante proprietà.
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• Il rango dell’algebra di Lie è dato dal numero massimo di

generatori commutanti tra loro. Quindi dà il numero di generatori

che potranno essere rappresentati da matrici diagonalizzabili

simultaneamente.

P.e., il rango dell’algebra dei generatori diSU(n) èn− 1 (la

dimensione, ciòe il numero dei generatori,èn2 − 1).

• Dati due due gruppiG1 eG2, l’algebra del gruppo prodotto diretto
è l’algebra dei generatori del primo e del secondo gruppo.

• Gli operatori (almeno delsecondo ordineo di ordine superiore) che

si costruiscono a partire dai generatori del gruppo e che 1)

commutano con tutti i generatori e 2) commutano tra di loro, si

chiamanooperatori di Casimir . Per esempio, seT2 =
P

i T2
i

commuta con tutti i generatori,{Ti}, alloraT2 è un operatore di

Casimir. L’esempio pìu notoè il quadrato del momento angolare. Per

i gruppi semi-semplici il numero degli operatori di Casimrè uguale

al rango (Teorema di Racah).

Questa propriet̀a apre la possibilit̀a, p.e., di identificare i multipletti,

formati da autostati degeneri di una data Hamiltoniana, permezzo

degli autovalori degli operatori di Casimir relativi al gruppo di

simmetria della Hamiltoniana (vedi il caso di Hamiltonianecon

invarianza rotazionale,SO(3)).
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Dato un gruppo di Lie, si individua una sola algebra. Nonè vero il

viceversa. Data un’algebra si possono individuare gruppi di Lie diversi

(ovviamente in relazione l’uno con l’altro). Un esempio tipico: l’algebra

delle matrici di Pauli e quella dei generatori delle rotazioni tridimensionali

è la stessa, ma le matrici2× 2 di Pauli conducono al gruppo speciale

unitario,SU(2) (spin seminteri ed interi),omeomorfoal gruppo speciale

ortogonale delle rotazioni,SO(3), che ha come generatori delle matrici

3× 3. L’omeomorfismoSU(2)→ SO(3) è del tipo2→ 1. SU(2)

descrive le rotazioni sia degli stati corrispondenti a momenti angolari

semi-interi ed interi, mentreSO(3) solo interi. Diversamente, Le loro

algebre sono isomorfe!

Gruppo di Lie⇒ Generatori del Gruppo⇒ Algebra di Lie (dei generatori)

Algebra di Lie (dei generatori)⇒

8
>><
>>:

Gruppo di Lie

Gruppo di Lie

...

Esempio

SO(3): gruppo delle Rotazioni nello Spazio EuclideoR
3

Le rotazioni nello spazio euclideo tridimensionale dipendono in modo

continuo datreparametri che definiscono la rotazione stessa (itre angoli di

Eulero: sono gli angoli che governano la rotazione più generale possibile,

p.e. rotazioni attorno a i)bz, ii) by′, iii) bz′). Si pùo passare con continuità

dalla matrice identit̀a (δi,k) ad una qualsiasi altra rotazione, poichè la

dipendenza dagli angoliè data dalle funzioni analitiche coseno e seno.

Inoltre il gruppoè compatto, poich̀e gli angoli variano comunque

nell’intervallo [0, 2π].

Le rotazioni agiscono su vettori dello spazioR
3 e sonorappresentateda

matrici3× 3. Vedremo in seguito che se agiranno su spazi di funzioni, la

loro rappresentazione potrà cambiare dimensionalità, o perfino assumere

una forma differenziale (dimensionalità infinita della rappresentazione).
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Il gruppo dellematrici3× 3 che rappresentano le rotazioni proprie

(connesse con continuità all’identit̀a) inR3 viene indicato con la sigla

SO(3), doveS sta perspeciale(le matrici hannodet = +1), edO per

ortogonale. L’aggettivo ortogonale ci ricorda la ben nota proprietà delle

rotazioni: il prodotto scalare tra due vettori non cambia seapplichiamo la

stessa rotazione ai due vettori. Vedremo in dettaglio come questa propriet̀a

si traduce in una ben definita caratteristica delle matrici che descrivono le

rotazioni. Come ultima osservazione,è utile sottolineare la differenza con

il gruppoO(3), di cuiSO(3) è un sottogruppo:O(3) contiene anche

l’inversione spaziale,Is, (det = −1), chenon pùo essere connessacon

continuit̀a alla identit̀a, differentemente dalle rotazioni proprie

(det = +1). Va notato chel’inversione spaziale commuta con tutti e tre i

generatori delle rotazioni, e quindiO(3) = SO(3) ∪ SO(3)⊗ IS .

Per semplicit̀a consideriamo una rotazione attorno all’assez. Baster̀a un

solo angolo,θ, per definirla

x′ = cosθ x + sinθ y

y′ = −sinθ x + cosθ y

z′ = z

In forma matriciale, se consideriamo vettori colonna, si ha
0
BB@

x′

y′

z′

1
CCA =

0
BB@

cosθ sinθ 0

−sinθ cosθ 0

0 0 1

1
CCA

0
BB@

x

y

z

1
CCA = Rz

0
BB@

x

y

z

1
CCA

il determinante diRz è uguale a+1 (!).
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Per vettori riga si ha

“
x′ y′ z′

”
=

“
x y z

” 0
BB@

cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1

1
CCA =

=
“
x y z

”
RT

z

La propriet̀a di invarianza del modulo del vettore(meglio del prodotto

scalare tra due vettori) si traduce in una relazione che legala matriceRz

alla sua traspostaRT
z . In particolare

(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 =
“
x′ y′ z′

”
0
BB@

x′

y′

z′

1
CCA =

=
“
x y z

”
RT

z Rz

0
BB@

x

y

z

1
CCA =

= x2 + y2 + z2 ⇒ RT
z Rz = I

doveI è la matrice identit̀a. Per una generica rotazione

RT R = I
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Per piccoli valori dell’angoloθ la matrice di rotazione diventa

lim
piccoli θ

Rz = lim
piccoli θ

0
BB@

1 θ 0

−θ 1 0

0 0 1

1
CCA ≃

0
BB@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
CCA +

+ θ

0
BB@

0 1 0

−1 0 0

0 0 0

1
CCA = I + ıθT3 ≃ exp [ıθT3]

doveT3 è una matrice hermitiana che può essere diagonalizzata con una

opportunatrasformazione di similitudineS

T3 = −ı S

0
BB@

0 1 0

−1 0 0

0 0 0

1
CCA S−1 = −ı

0
BB@

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

1
CCA

Se si esegue una analisi simile per il caso generale si ottiene che

R(α, φ, θ) = exp [ıαT1 + ıφT2 + ıθT3]

dove

T1 = −ı

0
BB@

0 0 0

0 0 1

0 −1 0

1
CCA , T2 = −ı

0
BB@

0 0 −1

0 0 0

1 0 0

1
CCA

che sotto l’azione della trasformazione di similitudine cambieranno

rappresentazione.N.B. si pùo diagonalizzare un solo generatore alla volta,

il rangoè 1.
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Come si pùo verificare con un calcolo diretto, i generatori,T1,T2,T3

verificano le seguenti regole di commutazione

•
[T1,T2] = ıT3

[T2,T3] = ıT1

[T3,T1] = ıT2

• dalla propriet̀a di associativit̀a si ottiene

[[T1,T2] ,T3] + [[T2,T3] ,T1] + [[T3,T1] ,T2] = 0
| {z }

Identit̀a di Jacobi
e quindi{Ti} fornisce l’algebra diSO(3), che si indica conso(3).

Le regole di commutazione tra due generatori si possono scrivere in modo

compatto utilizzando il tensore di Levi-Civita

ǫikj =

8
>><
>>:

0 se due indici sono uguali

−1 se {i, k, j} = permutazione dispari di {1, 2, 3}
1 se {i, k, j} = permutazione pari di {1, 2, 3}

Si ha

[Ti,Tk] = ı ǫikjTj

`
ǫikj ≡ costanti di struttura

´
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È di particolare rilievo la seguente combinazione quadratica dei generatori

T2 = (T1)2 + (T2)2 + (T3)2

Questo nuovo operatoreè l’operatore di Casimire commuta con tutti i

generatori del gruppo. Come facilmente si riconosce,le regole di

commutazione dei generatori delle rotazioni sono le stessedegli operatori

di momento angolare e l’operatore di Casimir perSO(3) nonè altro che

l’operatore modulo quadro del momento angolare.

Un’ ultima osservazione che mette in luce l’importanza dell’analisi fatta:

se invertiamo i passi fatti,1) consideriamo un’algebra di Liee 2)

esponenziamo i generatori, 3) otteniamo un gruppo di Lie.

È chiaro che lo studio dell’algebràe equivalente allo studio delle proprietà

del gruppo, ma risulta più semplice, poich̀e il numero di generatorìe finito.

Questa osservazione sarà di particolare rilievo quando si passerà dalle

trasformazioni delle coordinate cartesiane alle trasformazioni di funzioni

(o di vettori di spazi astratti) che dipendono da coordinatecartesiane (→ la

teoria delle rappresentazioni).

Infine, va ricordato che oltre alle rotazioni esistono moltesimmetrie,

rilevanti nello studio di processi fisici, che hanno la proprietà di avere una

struttura infinitesimale, e quindi si possono investigare analizzando

direttamente l’ algebra di Lie dei generatori, piuttosto che il gruppo di Lie

associato alla simmetria (p.e.SU(2), SU(3), il gruppo proprio di

Lorentz, ecc.).
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Alcuni Gruppi di Lie rilevanti per la Fisica

• Gruppi ortogonali: matrici reali n× n ortogonali con|det(a)| = 1

(a generico elemento). I generatori sonon(n− 1)/2.

Se consideriamo l’invarianza del prodotto scalare tra due vettori dello
spazio euclideo, si ottiene la proprietà di ortogonalit̀a familiare:
OT O = I . Il gruppo si indica conO(n), Esempio I:O(3) descrive
nello spazio tridimensionale sia le rotazioni proprie, cioè connesse
all’identità (det(a) = +1), sia le rotazioni improprie, ottenute
moltiplicando le proprie per l’inversione spaziale (det(a) = −1).
L’inversione spaziale commuta con tutti i generatori.

Se la propriet̀a di ortogonalit̀a è più generale:OT gO = g, congµν

il cosiddetto tensore metrico, (cioè una matrice diagonale che ham
elementi= +1 en elementi= −1), il gruppo si indica con
O(m,n), Esempio II:O(3, 1) descrive nello spazio di Minkowski
sia le rotazioni spazio-temporali (det(a) = +1), sia le inversioni
spaziali e temporali (det(a) = −1).

• Gruppi ortogonali speciali (connessi): HannoN = n(n− 1)/2

generatori hermitiani, e il rangòe [N/2], cioè il più grande numero
intero che approssima òe uguale aN/2. Tutti gli elementi hanno
det(a) = +1, e a seconda della proprietà di ortogonalit̀a considerata
avremoSO(n) o SO(m,n). Esempio I:SO(3)→ rotazioni nello
spazio euclideo tridimensionale (è molto rilevante notare cheSU(2)

ha la stessa algebra dei generatori diSO(3)). Esempio II:
SO(3, 1)→ trasformazioni di Lorentz (rotazioni tridimensionali +
cambiamenti di sistema di riferimento, o boosts).

• Gruppi unitari (connessi): si indicano conU(n),⇒ matrici
complessen× n unitarie (U†U = UU† = 1). Sono definite dan2

parametri, e i generatori hermitiani sonon2. Lasciano invariato il
prodotto scalare tra due vettori complessi. Esempio:U(1)⇒
elettromagnetismo
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• Gruppi unitari speciali (connessi): si indicano conSU(n) (N.B

U(n) ⊃ SU(n))⇒ matrici complessen× n unitarie con

det(a) = +1, ∀a ∈ SU(n). I generatori, Hermitiani, sonon2 − 1,

a causa del vincolodet(a) = +1. Devono avere traccia nulla poichè

(a = exp
ˆ
ı

P
n αn Tn

˜
)

det(a) = exp

"
ı

X

n

αn Tr (Tn)

#
= 1

Il rangoèn− 1. Esempio:SU(2)⇒ interazioni deboli,SU(3)⇒
interazioni forti.PerU(n) i generatori hannoTr (Tn) 6= 0.

• Gruppi speciali lineari complessi: si indicano conSL(n, C), ⇒ matrici
complessen × n condet(a) = +1, hanno2(n2

− 1) generatori a traccia
nulla, e rango2(n − 1). Esempio:SL(2, C), che ha la stessa algebra dei
generatori diSO(3, 1).

• Gruppi simplettici:Sp(2n), matrici reali2n × 2n che lasciano invariata
(gT Sg = S cong ∈ Sp(2n)) la matrice antisimmetrica

S =

 

0 In×n

−In×n 0

!

S
2

= −

 

In×n 0

0 In×n

!

= I

Analogia conı2 = −1 (simplettico come sinonimo di complesso, nel senso
che ci ricorda che il quadrato della matrice= −1). Hannon(2n + 1)

generatori, e rangon. Lasciano invariata la parte immaginaria del prodotto
scalare di due vettori complessi,~a∗

·~b, che si pùo scrivere con la matriceS se
ordiniamo i vettori in questo modo:(xR, yR, ...; xI , yI ...). Esempio:
Sp(6) struttura hamiltoniana dello spazio delle fasi.

• Gruppi eccezionali: sono in totale 5 ,G2, F4, E6, E7, E8 e descrivono
simmetrie sul campo degli ottonioni ( ottuple di numeri, generalizzazione dei
numeri complessi). Esempi:E6 → teoria grandunificata,E8 → Teoria
grandunificata supersimmetrica.
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Rappresentazioni di un Gruppo

Finora abbiamo considerato l’azione delle rotazioni suglielementi di uno
spazio euclideo tridimensionale (l’insieme delle coordinate cartesiane
{x, y, z}). Ora generalizzeremo lo spazio su cui gli elementi del gruppo
agiscono. Di particolare rilievòe l’azione sugli elementi di uno spazio
vettoriale lineare, che sta alla base del linguaggio matematico utilizzato in
Meccanica Quantistica. Per essere concreti la domanda a cuivogliamo
rispondere, p.e. prendendo in esame il gruppo delle rotazioni, è:

Se applichiamo una rotazione (3D) alle coordinate,{x, y, z}, come si
trasforma la funzione d’onda,ψ(x, y, z), del sistema quantistico in esame
? Come sar̀a rappresentata latrasformazioneche agisce nello spazio
(infinito dimensionale) di Hilbert degli stati|ψ〉?
Consideriamo un elementog del gruppoG. Se all’elementog possiamo far
corrispondere (un’applicazione) l’azione di una trasformazione, lineare ed
invertibile, che agisce su un vettore, che appartiene ad unospazio vettoriale
lineare aN dimensioni (conN finito), allora avremo una corrispondenza
tra l’elementog e la sua rappresentazionematricialeN ×N ,G.

g → G

0
BBBBBBB@

x1

x2

x3

...

xN

1
CCCCCCCA

In generale questacorrispondenza noǹe biunivoca. Inoltre potremmo
pensare aspazi vettoriali pìu astratti, (p.e. spazi di funzioni
quadrato-sommabili, ecc.) e in questo caso avererappresentazioni infinito
dimensionali. Esempio: per le rotazioni, si hanno differenti
rappresentazioni per i tre generatori, sia rappresentazioni infinito
dimensionali (forma differenziale) che finito dimensionali (quando si
applicano i generatori alle armoniche sferiche).
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Come possiamo costruire le rappresentazione di un certo gruppoG ?

Questòe uno dei problemi fondamentali della teoria delle rappresentazioni

dei gruppi. La pratica più usuale in Meccanica Quantisticaè trovare le

rappresentazioni degli operatori rilevanti per il problema fisico che si sta

studiando, utilizzando le loro autofunzioni. Ma nonè l’unico modo di

procedere.

Come esempio pratico riprendiamo in esame il gruppo delle rotazioni

SO(3). Abbiamo precedentemente ottenuto, in modo esplicito, la

rappresentazione dei generatori diSO(3) quando lo spazio vettorialèe lo

spazio euclideo tridimensionale. Vediamo cosa succede se consideriamo

uno spazio vettoriale più astratto, p.e. lo spazio delle funzioni scalari

integrabili suR
3

Per semplicit̀a consideriamo unafunzione,ψ(~r), scalare(cioè rimane

invariata se ruotiamo il sistema di riferimento), erotazioni attorno
all’assez: ~r′ = Rz~r, con~r ≡ {x, y, z} e ~r′ ≡ {x′, y′, z}. La rotazione

può essere interpretato in due modi. Il sistema di riferimentorimane fisso e

cambiamo la posizione del vettore~r (trasformazione attiva), oppure il

vettore rimane fisso e trasformiamo il sistema di riferimento

(trasformazione passiva). Ora consideriamo un vettore|ψ〉 che

appartiene ad un certo spazio di Hilbert. La sua rappresentazione nello

spazio delle coordinate sarà un certoprodotto scalare: ψ(~r) ≡ 〈~r|ψ〉, cioè

la nostra funzione scalare. Se ruotiamo il sistema di riferimento, p.e. una

rotazione attorno all’assez,Rz , allora

|ψ′〉 = U [Rz ] |ψ〉

doveU è l’operatore che produce la rotazione nello spazio dei vettori |ψ〉.

〈~r′|ψ′〉 = 〈~r′|U [Rz ] |ψ〉

Come sar̀a fatto (o meglio, che rappresentazione avrà) l’operatoreU? La

risposta sar̀a fornita daU nellarappresentazione delle coordinate:

〈~r′|U|~r′1〉.
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Per ottenere〈~r′|U|~r′1〉 ricordiamo che per ipotesi abbiamo una quantità

scalare, ciòe

〈~r′|ψ′〉 = ψ′(~r′) = ψ(~r) = 〈~r|ψ〉.
Analizziamo questa relazione per una rotazione infinitesima attorno

all’assez,

〈~r′|ψ′〉 = ψ′(~r′) = ψ(~r) = ψ(R−1
z
~r′) ≃ ψ(~r′ − iφT3

~r′) ≃
≃ ψ(x′ + φy′, y′ − φx′, z) ≃

≃ ψ(~r′) + φy′
∂ψ(~r′)

∂x′
− φx′ ∂ψ(~r′)

∂y′
=

= ψ(~r′) + φ

»
y′
∂

∂x′
− x′ ∂

∂y′

–
ψ(~r′) =

=


1− φ

»
x′

∂

∂y′
− y′ ∂

∂x′

–ff
ψ(~r′) ≃

≃ exp [−ıφL3]ψ(~r′) = exp [−ıφL3] 〈~r′|ψ〉 =

=

Z
d~r′1 exp [−ıφL3] δ(~r′ − ~r′1)〈~r′1|ψ〉 =

=

Z
d~r′1 exp [−ıφL3] 〈~r′|~r′1〉〈~r′1|ψ〉 =

=

Z
d~r′1 〈~r′|U|~r′1〉〈~r′1|ψ〉 = 〈~r′|U|ψ〉

avendo usato lo completezza
R
d~r′1 |~r′1〉〈~r′1| e

L3 = −i [x ∂ /∂y − y ∂ /∂x]. Quindi la rappresentazione cercataè

〈~r′|U|~r′1〉 = exp [−ıφL3] 〈~r′|~r′1〉 = exp [−ıφL3] δ(~r′ − ~r′1)

e ci permette di descrivere una trasformazione attiva da|ψ〉 a |ψ′〉 (vettori

di uno spazio funzionale), avendo fissato il sistema di riferimento.

〈~r′|ψ′〉 = 〈~r′|U|ψ〉
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Nello spazio infinito-dimensionale della rappresentazione delle coordinate,

il generatoreT3 ha la forma familiare:L3 (con~L = −ı ~r × ~∇), cioè la

derivata rispetto all’angolo di rotazione attorno all’assez (angolo polare).

Se invece consideriamo gli autostati diT3, possiamo costruire uno spazio

vettoriale finito dimensionale su cui opera il generatore. Di nuovo

possiamo chiederci che rappresentazione haT3 (e quindiRz) in questo

caso: si otterr̀a una rappresentazione matriciale. Gli autostati sono datida

exp(ı m φ)√
2π

conm ∈ [−mmax,mmax]

dovemmax = 0, 1, 2, 3, ....... Fissiamommax (da ricordare che questo

valore fornisce l’autovalore dell’operatore di CasimirT2), si individua un

sottospazio vettoriale che ha come base gli autostati diT3 dati da

exp(ı m φ)/
√

2π conm ∈ [−mmax,mmax]. Allora il generatoreT3

avr̀a la seguente rappresentazionefinito dimensionale

T3 =

0
BBBBBBB@

mmax 0 0 ...

0 mmax − 1 0 ...

... ... ... ...

... 0 −mmax + 1 0

... 0 0 −mmax

1
CCCCCCCA

Permmax = 1, si ottiene una rappresentazioneequivalentea quella

ottenuta nel caso di uno spazio euclideo tridimensionale.
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• Un gruppoG può avere molte (infinite) rappresentazioni.

• Se esiste una corrispondenzabiunivocatra matrici ed elementig del
gruppoG, si parla dirappresentazione fedele.

• Le dimensioni di una rappresentazione sono le dimensioni dello
spazio vettoriale su cui si sta applicando il gruppoG. Una
rappresentazione può avere dimensioni finite o infinite.

• La moltiplicazione tra matrici (legge di composizione)è associativa,
quindi è automaticamente soddisfatta anche questa proprietà
gruppale.

• Deve essere possibile costruire l’inversa della matrice che
rappresenta l’elementog del gruppoG, per poter soddisfare la
propriet̀a gruppale di esistenza dell’inverso.

• La rappresentazione fondamentale di un gruppoè la rappresentazione
fedele con le dimensioni più piccole. Per i gruppi abeliani la
rappresentazione fondamentaleè1× 1 (i numeri commutano tra di
loro e quindi si ottiene una rappresentazione fedele di un gruppo
abeliano), mentre per i gruppi non abeliani ( p.e. i gruppiSU(n) con
n ≥ 2) la dimensionalit̀a della rappresentazione fondamentale deve
essere maggiore di 1 (bisogna avere delle matrici per soddisfare le
regole di commutazione dei generatori ed avere quindi una
rappresentazione fedele).

• Grazie alla esponenziazione, per ottenere le rappresentazioni dei
gruppi di Lie connessi, basta concentrarsi sulle rappresentazioni dei
generatori

• Le costanti di struttura forniscono un’altra importante
rappresentazione dei generatori di un gruppo di Lie:la
rappresentazione aggiunta.

Cj
kl = (T j)kl

La dimensionalit̀a della rappresentazione aggiuntaè uguale al
numero dei generatori. PerSU(2) è3, e perSU(3) è8.

24



• Una rappresentazione si chiamaunitaria se le matrici della
rappresentazione sono unitarie (UU† = I). Le rappresentazioni
unitarie di un gruppo, se esistono, sono particolarmente importanti
poich̀e conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio
vettoriale complesso (p.e. lo spazio di Hilbert).

• Ogni rappresentazione di ungruppo compatto di Lie(o di un gruppo
finito) è equivalente ad unarappresentazione unitaria(esiste una
trasformazione che rende unitaria la rappresentazione).

• SeD(g) è una rappresentazione dell’elementog ∈ G, alloraD∗(g)

è la rappresentazione complessa coniugata del gruppo. P.e. se
abbiamo una certa rappresentazione dig corrispondente ad una
rappresentazione dei generatoriTi

D(g) = exp

"
ı

X

i

αiTi

#

la rappresentazione complessa coniugata sarà

D∗(g) = exp

"
−ı

X

i

αiT
∗
i

#

Quindi i generatori(−T∗
i ) sono i generatori della rappresentazione

complessa coniugata. Ultima osservazione,importante perSU(3):
se le due rappresentazione dei generatoriTi e−T∗

i non sono
equivalenti,( ciòeSTiS

−1 6= −T∗
i ) allora abbiamo vettori di base

(autovalori) diversi per la rappresentazione e la sua coniugata. Per
SU(2) coincidono!

• Date due rappresentazioniD(g) eD′(g) del gruppoG, il prodotto
diretto delle due rappresentazioniè la rappresentazione dig che
agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dalprodotto tensoriale tra i
vettori basedelle rappresentazioniD(g) eD′(g), rispettivamente.

[D(g)vi]⊗
ˆ
D′(g)v′k

˜
=

ˆ
D(g)⊗D′(g)

˜
(vi ⊗ v′k).
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Rappresentazioni Riducibili ed Irriducibili

Una rappresentazione matriciale si chiamarappresentazione riducibile,
se si pùo trasformare la matrice (attraverso trasformazioni di similitudine)
in unamatrice a blocchi. P.e., se

D =

0
BB@

A 0 0

0 B 0

0 0 C

1
CCA

doveA,B,C sono rappresentazioni di dimensionalità in generale diversa
(a× a, b× b, c× c) e con0 si intende matrici con tutti zero. AlloraD è
riducibile , poich̀e è costruita a partire da ben individuate rappresentazioni
più piccole. Pìu esplicitamente, seA è una matrice2× 2,B è una matrice
3× 3 eC è una matrice2× 2 si ha

D =

0
BBBBBBBBBBBBB@

a11 a12 0 0 0 0 0

a21 a22 0 0 0 0 0

0 0 b11 b12 b13 0 0

0 0 b21 b22 b23 0 0

0 0 b31 b32 b33 0 0

0 0 0 0 0 c11 c12

0 0 0 0 0 c21 c22

1
CCCCCCCCCCCCCA

La matriceA opera su vettori bidimensionali,B opera su vettori
tridimensionali eC opera su vettori bidimensionali. Quindi lo spazio
vettoriale su cui operaD si decompone in sottospazi invarianti, grazie alla
forma a blocchi. Potr̀a esistere una trasformazioneSA che diagonalizzaA,
ma ovviamente non diagonalizzaB eC, lo stesso se esisteSB o SC .

Un generico vettore dello spazio su cui operaD si potr̀a scrivere nel modo
seguente:~d ≡ {~a,~b,~c}, dove~a ∈ al sottospazio su cui operaA,~b ∈ al
sottospazio su cui operaB e~c ∈ al sottospazio su cui operaC.
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Sotto l’azione diD, grazie alla forma a blocchi, i tre sottospazi (quello

relativo adA, aB e aC) non si mischiano tra di loro, e~d′ = D~d sar̀a dato

da ~d′ ≡ {~a′, ~b′, ~c′}, dove~a′ ∈ al sottospazio su cui operaA, ecc.

Le rappresentazioni che non possono essere scritte in una forma a
blocchi (cioè che non hanno matrici di dimensionalit̀a≥ 2 lungo la
diagonale), si chiamano irriducibili.

Se l’operatore Hamiltoniano di un sistema gode di una certa simmetria, i

suoi autostati si potranno raggruppare per formare multipletti (degeneri).

Il multipletto corrisponde a una ben precisa rappresentazioni irr. del

gruppo che descrive la simmetria dell’operatore Hamiltoniano. Esempio: i

multipletti di un Hamiltoniano che gode della simmetria perrotazioni

nello spazio euclideo. Gli autostati di H, che saranno ancheautostati di

T2, T3 si raggrupperanno in multipletti, basi delle rapp. irr. del

momento angolare.

La rappresentazione riducibile si può quindi descrivere completamente

attraverso le rappresentazioni irriducibili che ne formano i blocchi. In

particolare si dice chèe la somma diretta di tali rappresentazioni

irriducibili:

D = A⊕ B ⊕ C

⋆ Per i gruppi di Lie semi-semplici , gli operatori di Casimir permettono

di catalogare le rappresentazioni irriducibili del gruppostesso (Vedi il

Teorema di Racah).

⋆ ⋆ Per i gruppi di Lie compatti ogni rappresentazione unitariaè

(completamente) riducibile, e ogni rappresentazione irriducibileè finito

dimensionale.
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Commenti:

Se un certo sistema gode di una certa proprietà di simmetria (segnalata

sperimentalmente dall’esistenza di multipletti), vedremo che i seguenti

passaggi logici ci permetteranno una analisi astratta di enorme potenza

predittiva.

• Trovare il gruppo di trasformazioni associato alla simmetria in esame

• Trovare tutte le rappresentazioni irriducibili (o meglio darne la

catalogazione)

• Le autofunzioni corrispondenti alle varie rappresentazione

irriducibili sono le uniche autofunzioni permesse per il sistema che

gode della simmetria in esame.

Questa catena logica, a volte seguita anche per simmetrie che si

manifestano solo in modo approssimato, permette eventualmente di

predire l’esistenza di multipletti ancora non osservati, e/o membri di un

certo multipletto non ancora visti, individuando i numeri quantici che li

identificano.

Da ricordare: per un gruppo di Lie potremmo indifferentemente discutere

delle rappresentazioni degli elementi del gruppo o delle rappresentazioni

dei generatori, grazie all’esponenziazione che lega i due insiemi
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Esempio:SU(2)

Il generico elemento diSU(2) è unitario condet = +1, quindi i tre

generatori sono hermitiani e a traccia nulla, e si indicano, comèe ben

noto, con{Sx, Sy , Sz}. L’algebra ha dimensione 3 (≡ n2 − 1), e rango 1

(≡ n− 1), cioè i generatori commutano solo con se stessi, poichè

verificano le seguenti regole di commutazione (si somma sugli indici

ripetuti)

[Si, Sj ] = ı ǫijkSk

`
ǫijk ≡ tensore di Levi− Civita

´

e l’identit̀a di Jacobi

[[S1, S2] , S3] + [[S2, S3] , S1] + [[S3, S1] , S2] = 0
| {z }

Al massimo avremo un solo generatore che ha una rappresentazione

matriciale diagonale.

⋆ La rappresentazione fondamentale, che si indica conD1/2 o con2

(mettendo in evidenza la sua dimensionalità) è la 2× 2. Per questa

dimensionalit̀a è nota la relazione tra i generatori e le matrici di Pauli:
~S = ~σ/2. Lo spazio vettoriale su cui si agisceè dato dai due vettori base:

| 1
2
,± 1

2
〉.

σx =

0
@ 0 1

1 0

1
A σy =

0
@ 0 −ı

ı 0

1
A σz =

0
@ 1 0

0 −1

1
A
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Da notare la seguente relazione dianticommutazione(σ2
i = 1)

{σi, σj} = 2δi,j

Infine, combinando le regole di commutazione ed anticommutazione si

può scrivere l’utile relazione valida peri 6= j: σi σj = ı σk

⋆⋆Un solo operatore di Casimir (rango= 1, v. Teorema di Racah), dato

da

S2 = S2
x + S2

y + S2
z , con autovalori S(S + 1).

Il valore diS permette di catalogare le rappresentazioni irriducibili.

La forma generica di un elemento del gruppo diSU(2) è

U(~θ) = exp
h
ı~θ · ~S

i

⋆⋆⋆Partendo dalla rappresentazione deigeneratorisi ottiene la

rappresentazione irr. deglielementi del gruppo. Esempio: la rapp.2× 2

per la rotazione,Rz , di uno stato attorno all’assez

U [Rz(2β)] = exp [ıβσz ] =
X

n

(ıβσz)n

n!
=

=
X

n

(ıβ)2n

(2n)!
σ2n

z + σz

X

n

(ıβ)2n+1

(2n+ 1)!
σ2n

z =

= I
X

n

(−1)n
β2n

(2n)!
+ ı σz

X

n

(−1)n
β2n+1

(2n + 1)!
=

= I cosβ + ı σz sinβ

conI la matrice identit̀a2× 2.
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Per ottenere larappresentazione coniugata
h
D

1

2

i∗
si devono costruire i

generatori−σ∗
i . Ma questi generatorisono equivalentiai generatori

iniziali, poichè esiste una trasformazione di similitudine che li mette in

relazione. Infatti

σy σx σy = −(σx)∗ σy σy σy = −(σy)∗ σy σz σy = −(σz)∗

Quindi non si hanno rappresentazioni differenti. PerSU(3) la situazione

cambia (!) eD(g) 6= D∗(g).

La rappresentazione aggiunta(D1 indicata anche con3) dei generatorìe

data dalle matrici3× 3

(Tj)kl = −ıǫjkl ← costanti di struttura dell′algebra

(confrontare con la rappresentazione dei generatori diSO(3)).

Per costruire rappresentazione irr. di più alta dimensionalit̀a, analizziamo il

prodotto diretto

2⊗ 2

Si genera unospazio vettoriale su cui agiranno matrici4× 4. Lo

spazio si ottiene dal prodotto diretto dei vettori base, cioè

| 1
2
,± 1

2
〉1 ⊗ | 12 ,±

1

2
〉2. Avremo le seguenti4 combinazioni:

0
BBBBB@

ψ11 = | 1
2
, 1

2
〉| 1

2
, 1

2
〉

ψ12 = | 1
2
, 1

2
〉| 1

2
,− 1

2
〉

ψ21 = | 1
2
,− 1

2
〉| 1

2
, 1

2
〉

ψ22 = | 1
2
,− 1

2
〉| 1

2
,− 1

2
〉

1
CCCCCA

ovvero un tensore a due indici,ψij = χi χj (i, j = 1, 2)
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Su questo spazio operano gli elementi del gruppo prodotto diretto

exp
h
−ıβ̂ · ~S1

i
⊗ exp

h
−ıβ̂ · ~S2

i
= exp

h
−ıβ̂ · ~S

i

con ~S dato da (grazie alla forma esponenziale e a[~S1, ~S2] = 0),

~S = ~S1 + ~S2

I vettori base si catalogano utilizzando i)gli autovalori della terza

componentedi ~S (dati dalla somma degli autovalori della terza

componente di~S1 e ~S2) e ii) l’autovalore dell’operatore di Casimir(S2).

Le componenti del tensore:ψ11 eψ22, corrispondono direttamente a

SZ = ±1 eS = 1 rispettivamente, e sono simmetriche rispetto allo

scambio degli indici.

Le componenti del tensore:ψ12 eψ21 hanno entrambeSZ = 0 mentre

non hannoS definito! Allora, possiamo costruire due opportune

combinazioni lineari, che corrispondono rispettivamentealla i)

combinazionesimmetrica,S = 1 e (m1 +m2) = 0, cioè |1, 0〉 e ii) a

quellaantisimmetrica,S = 0 em1 +m2 = 0, cioè |0, 0〉.
8
>><
>>:

| 1
2
, 1

2
〉| 1

2
,− 1

2
〉

| 1
2
,− 1

2
〉| 1

2
, 1

2
〉
⇒

8
>><
>>:

1√
2

ˆ
| 1
2
, 1

2
〉| 1

2
,− 1

2
〉+ | 1

2
,− 1

2
〉| 1

2
, 1

2
〉
˜

1√
2

ˆ
| 1
2
, 1

2
〉| 1

2
,− 1

2
〉 − | 1

2
,− 1

2
〉| 1

2
, 1

2
〉
˜

Dal prodotto diretto dei vettori base delle rappresentazioni 2× 2, si ha

2⊗ 2 = 1⊕ 3

Quindi la rappresentazione riducibile4× 4 si decompone in due rapp. irr.

di dimensione1× 1 e3× 3, con i ben noti vettori base (singoletto e

tripletto). È fondamentale notare che per ottenere questa decomposizione

abbiamo sfruttato le proprietà di permutazione degli indici del tensoreψij .

Il metodo generale da utilizzare per ottenere i vettori baseesplicitamente,

si basa sul gruppo delle permutazioniSn (propriet̀a della statistica!).
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x = = +

Metodo grafico per ottenere gliautovaloriche individuano le

rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoriale2⊗ 2 = 1⊕ 3: il

baricentro del secondo segmento (che rappresenta la seconda rapp.2), va

sovrapposto sugli estremi del primo segmento (cioè la prima rapp.2).

L’autovalore0 è due volte degenere.

x = = +

Metodo grafico per ottenere gliautovaloriche individuano le

rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoriale2⊗ 3 = 2⊕ 4.

Notare che gli autovalori±1/2 sono due volte degeneri.
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⋆ Quindi, se siamo interessati soltantoagli autovalori che individuano i

vettori base (→ i multipletti) delle rappresentazioni irriducibilidi un

sottospazio di una data rappresentazione riducibile, si può generalizzare il

Metodo grafico precedente, che risulta essere nient’altro che la traduzione

graficadell’azione degli operatori di innalzamento e di abbassamento :

S± = Sx ± ıSy,

Questi operatori fanno passare da un vettore, p.e.|S, S3〉, ad un altro,

|S, S3 ± 1〉, che appartiene allo stesso multipletto, identificato dall’

autovalore dell’operatore di CasimirS2.

⋆⋆ Se invece siamo interessati allaforma esplicitadegli stati delle

rappresentazioni irriducibili di dimensionalitàn > 2, dobbiamoestendere
l’analisi fatta per il caso del prodotto2⊗ 2, dove abbiamo utilizzato le 2

rapp. irr. del gruppoS2, simmetrica e antisimmetrica, cioè gli autostati

dell’operatore permutazione. Dobbiamo considerare gli indici del tensore

base della rappresentazione riducibileψi1i2...in (coniℓ = 1, 2) e le rapp.

irr. del gruppo delle permutazioni din oggetti,Sn. Questo si pùo fare in

modo sistematico utilizzando un ulteriore Metodo grafico detto Metodo dei

Tableaux di Young.

34



Aggiungendo le proprietà di ortonormalizzazione degli stati di un dato

multipletto possiamo arrivare alla costruzione delle familiari tavole dei

coefficienti diClebsch-Gordanche permettono di costruire gli stati di

ogni multipletto presente nella decomposizione del prodotto tensoriale in

esame

DS1 ⊗DS2 = ⊕S1+S2

S=|S1−S2|D
S

P.e., gli stati|S,MS〉, del multipletto individuato dall’autovaloreS

dell’operatore di Casimir, sono dati da

DS → |S,MS〉 =
X

m1,m2

〈S1m1S2m2|SMS〉 |S1,m1〉|S2,m2〉

dove il simbolo〈S1m1S2m2|SMS〉 indica i coefficienti di

Clebsch-Gordan.

Questa scrittura ci suggerisce l’immediata generalizzazione al caso di più

particelle con spin. Le rappresentazioni che appaiono in unprodotto

tensoriale possono considerarsi come appartenenti ciascuna allo spazio

invariante (con vettori base i vettori del corrispondente multipletto) di una

singola particella.

Sistema di due fermioni

Lo spin totale si otterr̀a dalprodotto diretto di due rappresentazioni irr.
2, esattamente come prima. Ma se analizziamo come si trasforma il

vettore base della rappresentazione irr.1 sotto l’azione dello scambio di

posto dei due fermioni, si trova che lo stato baseèantisimmetrico, mentre

i tre vettori base della rappresentazione irr.3 sonosimmetrici. Quindi

possiamo riscrivere la decomposizione del prodotto diretto 2⊗ 2

mettendo in evidenza le proprietà di permutazione dei vettori base.

2⊗ 2 = 1A ⊕ 3S
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Sistema di tre fermioni

Per ricavare le rappresentazione irr. di più bassa dimensionalità, si dovr̀a

decomporre il prodotto diretto2⊗ 2⊗ 2 ricorrendo alle rapp. irr. diS3

con in pìu il vincolo i, j, k = 1, 2 (caveat). Grazie alla proprietà

associativa possiamo sfruttare la decomposizione del casodi due fermioni.

Quindi si avranno due casi

2⊗ [2⊗ 2] =

8
<
:

2⊗ 1A

2⊗ 3S

Il primo caso produce una rappresentazione2, ma con propriet̀a di

scambio di tre particelle diverso dal casosimmetricoo antisimmetrico: gli

stati base sonomisti-antisimmetrici . Sono antisimmetrici nello scambio

di due sole particelle (p.e.{1, 2, 3} → {1, 3, 2}), mentre se scambio tutte

e tre le particelle (p.e.{1, 2, 3} → {2, 3, 1}) non si ha una simmetria

definita. Simbolicamente

2⊗ 1A = 2MA

Per il secondo caso si hanno due rappresentazioni irr. di dimensione2 e4.

La prima ha vettori basemisti-simmetrici mentre la seconda ha vettori

base completamentesimmetricinello scambio di tutte e tre le particelle.

Simbolicamente

2⊗ 3S = 2MS ⊕ 4S

È importante notare che nell’ambito diSU(2) nonè possibile costruire

stati di tre particelle completamente antisimmetrici(poich̀e inψijk si ha

i, j, k = 1, 2, e il principio di Pauli), mentre nell’ambito diSU(3) questo

è possibile poich̀e gli indici∈ [1, 3].
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Esempio:SU(3)

Lo studio diSU(3) è una generalizzazione di quanto abbiamo visto per
SU(2). Si passa da un’algebra di rango 1 ad un’algebra di rango 2, e
quindi avremo due generatori diagonalizzabili simultaneamente e due
operatori di Casimir. Inoltre avremo maggiore libertà nel costruire i
multipletti, poich̀e la rappresentazione coniugata non coincide con quella
fondamentale. Questa proprietà gioca un ruolo essenziale
nell’applicazione alla fisica adronica diSU(3) (particelle/antiparticelle).

Per poter avere delle rappresentazione unitarie condet = +1, come al
solito i generatori devono essereHermitiani e a traccia nulla. L’algebra ha
dimensione8 = 32 − 1 e rango2 = 3− 1. Nella letteratura, gli8
generatori diSU(3) sono indicati conFi coni = 1, 8 (F-spin). Le regole
di commutazione sono date da (si somma sugli indici ripetuti)

[Fi, Fj ] = ı fijk Fk

Le costanti di strutturafijk , come nel caso del tensore di Levi-Civita per
SU(2) sono totalmenteantisimmetriche, cioèfijk = −fjik = −fikj . I
valori espliciti per le componentiindipendenti e non nulle, sono 9

i j k fijk

123 1

147 1/2

156 -1/2

246 1/2

257 1/2

345 1/2

367 -1/2

458
√

3/2

678
√

3/2
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PerSU(3) abbiamo 56 (=8!/3! 5!)identit̀a di Jacobi, poich̀e abbiamo 8

generatori e ne dobbiamo scegliere 3 diversi alla volta (perSU(2),

abbiamo 3 generatori ed una sola identità di Jacobi). In generale si ha

[[Fi, Fj ] , Fk] + [[Fj , Fk] , Fi] + [[Fk, Fi] , Fj ] = 0

La rappresentazione fondamentaleè la3× 3 e si indica con3. In questa

rapp. i generatoriFi sono dati in terminidelle matrici di Gell-Mann,λi:

Fi = λi/2.

λ1 =

0
BB@

0 1 0

1 0 0

0 0 0

1
CCA λ2 =

0
BB@

0 −ı 0

ı 0 0

0 0 0

1
CCA

λ3 =

0
BB@

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

1
CCA λ4 =

0
BB@

0 0 1

0 0 0

1 0 0

1
CCA

λ5 =

0
BB@

0 0 −ı
0 0 0

ı 0 0

1
CCA λ6 =

0
BB@

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1
CCA

λ7 =

0
BB@

0 0 0

0 0 −ı
0 ı 0

1
CCA λ8 =

1√
3

0
BB@

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

1
CCA
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Trλi = 0

Normalizzazione :Trλi λk = 2δi,k

Le regole di anticommutazione sono date da

{λi, λj} =
4

3
δi,jI + 2 dijk λk

Il tensoredijk è totalmentesimmetricocon 16 componenti indipendenti

i j k dijk

118 1/
√

3

146 1/2

157 1/2

228 1/
√

3

247 -1/2

256 1/2

338 1/
√

3

344 1/2

i j k dijk

355 1/2

366 -1/2

377 -1/2

448 -1/2
√

3

558 -1/2
√

3

668 -1/2
√

3

778 -1/2
√

3

888 -1/
√

3

• Da un rapido controllo della tabellina delle costanti di struttura,fijk ,
si ottiene che

[F3, F8] = 0

QuindiF3 eF8 sono due candidati per la diagonalizzazione, come
verificato direttamente nella forma esplicita3× 3.

• Peri = 1, 2, 3

λi =

0
@ σi 0

0 0

1
A

che formano un sottogruppo diSU(3) con l’algebra diSU(2),
(altri due sottogruppi con l’algebra diSU(2): {λ4, λ5} e{λ6, λ7},
con l’opportuno terzo elemento combinazione di{λ3, λ8})
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⋆Il generico elemento del gruppo si scrive

U(φ1, φ2, ..., φ8) = exp

"
ı

X

i

φiFi

#

⋆⋆Nelle applicazioni di fisica adronica, dove si utilizzaSU(3) di Sapore

(Flavour), per catalogare le masse dei barioni e dei mesoni (raccogliendole

in multipletti...approssimati...), i generatori diagonali sono interpretati

come terza componente dell’isospin e come ipercarica

T3 = F3 Y = S +B =
2√
3
F8

(Nella3, utilizzando le matrici di Gell-Mann,T3 = λ3/2 eY = λ8/
√

3)

⋆⋆⋆ Il rango diSU(3) è duee avremo due operatori di Casimir, p.e.

C1 = F2 =
X

i=1,8

F 2
i =

= T 2
3 + 2T3 +

3

4
Y 2 + T−T+ + V−V+ + U+U−

doveT± = F1± ıF2 (∆t3 = ±1 e∆y = 0), V± = F4± ıF5

(∆t3 = ±1/2 e∆y = ±1) eU± = F6± ıF7 (∆t3 = ∓1/2 e

∆y = ±1)

C2 =
X

i,j,k

dijk FiFjFk

O possiamo utilizzare combinazioni diC1 eC2.
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Esempio: il valore di aspettazione diC1 per lo stato con più alti autovalori
di T3 eY , |ψ〉hi, in un multipletto (ciòe quello chèe annichilato dai tre
operatoriT+, V+ eU−) è dato in termini dei generatori diagonali

〈F 2〉hi = 〈ψ|T 2
3 |ψ〉hi + 2〈ψ|T3|ψ〉hi +

3

4
〈ψ|Y 2|ψ〉hi

⋆ Gli autovalori diC1 eC2 identificano una data Rapp. Irriducibile, cioè
un dato multipletto

⋆ ⋆ Gli stati in un multipletto sono individuati dagli autovalori di T3 e
Y : |C1, C2;T3, Y 〉.
Nell’algebra diSU(3) c’è una subalgebra diSU(2) (v. le
rappresentazioni esplicite della matrici di Gell-Mann), allora può essere
utile aggiungere anche l’autovalore dell’isospin (T (T + 1)), poich̀e
SU(3) di saporèe più approssimata diSU(2) di isospin, a causa della
massa del quark strano. Quindi, dal punto di vista praticoè bene
sottolineare l’appartenenza di stati di multipletto diSU(3) a multipletti
anche diSU(3). Anticipando la struttura dei multipletti....
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La rapp. fondamentale, la3, ha tre vettori base, identificati da una coppia
di autovalori{t3, y} degli operatori diagonali{T3, Y }
0
BB@

1

0

0

1
CCA→ (

1

2
,
1

3
);

0
BB@

0

1

0

1
CCA→ (−1

2
,
1

3
);

0
BB@

0

0

1

1
CCA→ (0,−2

3
)

. Lo stato chèe annichilato daT+, V+ eU− è (1/2, 1/3), con valor
medio〈F 2〉hi = 4/3. Anche per gli altri due stati del multipletto il valor
medio di〈F 2〉 è4/3 (F 2 è un Casimr !!), ma se utilizziamo questi stati,
allora nel calcolo si deve tener conto dell’azione diT+, V+ eU−. Gli
operatori di abbassamentoT−, V− eU+ fanno passare dallo stato con
autovalori(1/2, 1/3) agli altri due stati.

Differentemente daSU(2) dove un solo autovalore distingue gli stati di
un dato multipletto (basta una retta per ordinare gli autovalori del
multipletto) perSU(3) abbiamo bisogno di un piano.In particolare se
riportiamo sulle ascisse gli autovalori diT3 e sulle ordinate quelli diY ,
per la rappresentazione3 si ottiene un triangolo isoscele.

-1 -1/2 1/2 1

T
3

-1/3

1/3

2/3

 Y

Rappresentazione grafica (bidimensionale) delle coppie dinumeri quantici

(ipercarica, terza componente dell’isospin) che individuano i vettori base

della rapp. fondamentale diSU(3), la3
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Le rappresentazioni coniugate sono quelle dei generatori

(−F ∗
i ) = (−FT

i ) e i vettori base sono individuati dagli autovalori degli

operatori−T3 e−Y (T3 eY sono hermitiani e diagonali, quindi reali).Il

tripletto di vettori base della rappresentazione coniugata a quella

fondamentale si indica con̄3, ed ha i seguenti autovalori (notare anche

l’effetto della trasposizione dei generatori, che si manifesta nei vettori,

ovvero non si cambia solo il segno degli autovalori).
0
BB@

1

0

0

1
CCA→ (0,

2

3
);

0
BB@

0

1

0

1
CCA→ (

1

2
,−1

3
);

0
BB@

0

0

1

1
CCA→ (−1

2
,−1

3
)

Le coppie di autovalori di3 individuano in un piano cartesiano i vertici di

un triangolo isoscele con orientazioneoppostaa quella relativa al triangolo

di 3. Quindi la3̄ è distinta dalla3. Nel caso diSU(2), 2̄ e2 coincidono.

-1 -1/2 1/2 1

T
3

-2/3

-1/3

1/3

 Y

Rappresentazione grafica (bidimensionale) per il tripletto 3̄ (antitripletto),

coniugato al fondamentale3.

⋆ La rappresentazione aggiuntaè la rappresentazione8, cioè quella data

da[Fi]jk = fijk
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I multipletti di dimensionalit̀a superiore si ottengono decomponendo il
tensore base del prodotto diretto, che in generale sarà il prodotto diretto di
” p” rapp.3 e ”q” rapp. 3̄. (v. anche il caso esplicito2⊗ 2 di SU(2))

⋆ Per ottenere gli autovalori{t3,y} che individuano i vettori base di un
dato multipletto si ricorre alla generalizzazione al pianodel metodo grafico
introdotto perSU(2). Il metodo era basato sull’azione della coppia di
operatori di innalzamento ed abbassamentoS±. PerSU(3), abbiamo 3
insiemi di operatori,T±, V± eU±.

⋆ ⋆ Metodo grafico per ottenere gli autovalori che individuano le

rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoriale3⊗ 3̄ = 1 + 8: il

baricentro del triangolo che rappresenta la rapp.3̄, va sovrapposto sui 3

vertici del triangolo, che rappresenta la rapp.3.

-1 -1/2 1/2 1
T

3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

=

-1 -1/2 1/2 1
T

3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

+
-1 -1/2 1/2 1

T
3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

N.B. T3 = 0 eY = 0 è degenere 2 volte in8; uno(0, 0) completa il
tripletto di isospin , l’altro valore individua uno stato disingoletto di
isospin (SU(3) ⊃ SU(2), quindi⇒ |F 2, C2;T, T3, Y 〉).
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⋆ ⋆ Metodo grafico per ottenere gli autovalori che individuano le

rappresentazioni irriducibili del prodotto tensoriale3⊗ 3 = 6 + 3̄: il

baricentro del triangolo che rappresenta la rapp.3, va sovrapposto sui 3

vertici del triangolo, che rappresenta la rapp.3.

-1 -1/2 1/2 1
T

3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

=

-1 -1/2 1/2 1
T

3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

+ -1 -1/2 1/2 1
T

3

-1

-1/3

2/3

1

 Y

N.B. T3 = 0 eY = 2/3 eT3 = ±1/2 eY = −1/3 sono degeneri 2

volte.
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⋆⋆ Per l’espressione esplicita dei vettori base delle rapp. irr. di

dimensionalit̀an > 3 si ricorrer̀a anche questa volta alle proprietà di

permutazione degli indici del tensore base della rappresentazione

riducibile:ψ
i1i2i3...ip

j1j2j3...jq
, composto dap autostati di3 (indici in alto) eq

autostati dī3 (indici in basso). Utilizzeremo sempre il metodo grafico dei

Tableaux di Young, basato sulle proprietà diSn. Infine, considerando le

propriet̀a di ortonormalit̀a si ottengono i Clebsch-Gordan perSU(3).

Alcuni esempi. Se ho il prodotto di due rappresentazioni dovrò ricorrere

alle rapp. irr. del gruppoS2

⋆ 3⊗ 3 = 6S + 3̄A 3̄A ⊗ 3̄A = 3 + 6̄A

La dimensionalit̀a delle rapp.̀e legata al fatto che questa volta

i1i2i3...in = 1, 2, 3. Da notare chē3 è antisimmetrica, ciòe 3̄A, poich̀e

le propriet̀a di trasformazioni degli stati dell’antitripletto, sottol’azione dei

generatori del gruppo, sono le stesse di uno stato antisimmetrico per lo

scambio didue indici (ψi(3̄) = ǫijkψ
jψk)

Per i mesoni

⋆ 3⊗ 3̄A = 1A + 8MA

avendo usato le rapp. irr. diS3, come indica la presenza dello stato a

simmetria mista. Notare che lo stato base del singoletto,1A, è

antisimmetrico rispetto aitre indici degli stati che provengono uno dal

tripletto e due dall’antitripletto (ψ(1) = ǫijkψ
iψjψk), mentre per gli

otto stati8MA solo due indici hanno la proprietà di essere antisimmetrici.

Inoltre

⋆ 3⊗ 6S = 8MS + 10S

Per i barioni

3⊗ 3⊗ 3 = [3̄A + 6S ]⊗ 3 = 1A + 8MA + 8MS + 10S

46



Il problema matematicòe stato schematizzato, ora inizia il problema fisico:

nell’insieme degli adroni osservati, possiamo individuare una struttura di

multipletti come quella data daSU(3) di sapore, che ci segnalerebbe una

simmetria dell’Hamiltoniana forte?

Se l’Hamiltoniana forte avesse la simmetria perSU(3) di sapore, gli stati

di un dato multipletto avrebbero la stessa massa e gli stessiautovalori dei

due operatori di Casimir, ma sarebbero distinti daT3 e diY . Questo

insieme di valori corrispondono a qualche adrone osservato

sperimentalmente? Si ha una esatta degenerazione del multipletto o

soltanto approssimata? Come ispirazione, ricordiamo l’analogia con il

doppietto di isospin, suggerito dalle masse quasi uguali del protone e del

neutrone. Ovviamente, per completare l’insieme dei numeriquantici,

bisogna tener conto anche del momento angolare totale

(SUF (3)⊗ SU(2)→ SU(6)) e della parit̀a.

L’analisi qui accennata, ha portato negli anni ’60 a catalogare gli adroni

per mezzo dei multipletti diSU(3). Questa simmetria approssimata

(mu ∼ md 6= ms) degli adroni, che si manifesta in masse quasi uguali

per gli adroni assegnati ad uno stesso multipletto, viene indicata come

SU(3) di Sapore. Dal punto di vista fenomenologicoSU(3) di Saporeha

avuto un notevole successo nella fisica adronica, con l’identificazione di

multipletti di dimensionalit̀a 8 e 10; inoltre la ricerca di stati mesonici e

barionici appartenenti a ulteriori multiplettiè molto attiva.

Ha pavimentato la strada per fare il passo successivo, cheè stato la

scoperta del gruppo di simmetria esatto (mr = mb = mg per ogni

sapore) delle interazioni forti che si indica conSU(3) di Colore.
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Il Gruppo di Poincar é

Il gruppo di Poincaŕe riveste un ruolo fondamentale nella classificazione

degli stati di singola particella (cioè senza considerare le possibili

simmetrie interne a parte lo spin) in Meccanica QuantisticaRelativistica.

Infatti, alcune delle rappresentazioni irriducibili unitarie (o trivialmente

unidimensionali o necessariamente infinito dimensionali,poich̀e il gruppo

è non compatto) sono utilizzate per rappresentare quello che siè osservato

in natura, finora: i) particelle massive con spin intero o semintero (rapp.

infinito dimensionali), ii) particelle con massa nulla ed elicità h (rapp.

unidimensionali, ma con possibile estensione a= ± h se la parit̀a è

conservata).

Per definire il gruppo di Poincaré,P, o gruppo di Lorentz inomogeneo,

dobbiamo introdurre i) il gruppo delletraslazioni nello spazio

quadridimensionale di Minkowski(gruppo non compatto), e ii) ilgruppo

di Lorentz omogeneo, O(3,1) (gruppo non compatto). Questo gruppoè

una generalizzazione del gruppo ortogonaleO(n) (compatto) che,

ricordiamo, trasforma i vettori di uno spazio euclideoRn, lasciando

invariato il prodotto scalare, cioè

~x · ~y = x1y1 + x2y2 + x3y3 + ......xnyn = ~x′ · ~y′

con i)y′ = Ay, x′ = Ax e ii) A ∈ O(n) una matricen× n.

Ricordiamo che la matriceA può averedet = +1, ed allora si parler̀a di

rotazioni proprie e si avrà il gruppoSO(n) (connesso alla identità),

oppure averedet = −1, e in questo caso si avrà il sottogruppo che

contiene le inversioni.

La non compattezza diO(3, 1) è generata dal fatto che il tensore metrico

contiene sia segni positivi che negativi (quindix4 → i x4,

cos(φ) → cosh(ω) esin(φ) → sinh(ω) conφ ∈ [0, 2π] e

−∞ < ω <∞).
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Il prodotto scalare tra due quadri-vettori dello spazio di Minkowski,xµ e

yµ, è definito per mezzo del tensore metricogµν

(gµµ ≡ {1,−1,−1,−1}), come segue

x · y = gµνx
µyν = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3

L’insieme delle matriciΛ, di dimensioni4× 4, che lascianoinvariato il

precedente prodotto scalare, cioè

x · y = x′ · y′

conx′µ = Λµ
ν x

ν , y′µ = Λµ
ν y

ν , è dettogruppo di Lorentz omogeneo.

Si indica conO(3,1), dove i due indici ci ricordano il numero di segni di

un tipo o dell’altro, presenti nel tensore metrico (le proprietà gruppali si

dimostrano a partire dalla legge di composizione del gruppo: il prodotto

matriciale righe× colonne).

L’invarianza del prodotto scalare porta alla seguente proprietà delle matrici

Λ, ovvia generalizzazione di quanto succede perO(3) (OT O = I),

Λµ
ρ gµν Λν

λ = gρλ.

SimbolicamenteΛT g Λ = g.

Anche per il gruppo di Lorentz possiamo distinguere due casi: i) il

sottogruppo delle rotazioni proprie, condet = +1 che si indica con

SO(3,1) e ii) il sottogruppo delle inversioni spazio-temporali con

det = −1.

Una ulteriore decomposizione di ciascun sottogruppoè legata al valore di

Λ0
0: i) Λ0

0 ≥ 1 oppure ii)Λ0
0 ≤ −1.

Combinando i due valori deldet = ± 1 e i due intervalli perΛ0
0 si

ottengonoquattro sottogruppi, che possono essere messi in collegamento

per mezzo dell’inversione spaziale, l’inversione temporale, o dalprodotto

delle due.
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Soltanto il sottogruppo diSO(3, 1), condet = +1 eΛ0
0 ≥ 1, è

connesso con continuità alla identit̀a. Sar̀a sufficiente studiare questo

sottogruppo, che si indica comegruppo delle trasformazioni proprie

ortocrone di Lorentz, o a volte, pìu brevemente gruppo di Lorentz proprio

(gruppo di Lie non compatto).La non compattezza del gruppo proprio di

Lorentz, che ha 6 parametri,è dovuto al fatto che 3 parametri possono

variare nell’intevallo[−∞,+∞]. In dettaglio

nello spazio di Minkowski, posso

• trasformare soltanto le componenti spaziali dixµ, lasciando invariata

la componente temporalex0 . Allora avremole familiari rotazioni

proprie tridimensionali, che formano un gruppo compatto a tre

parametri, con i ben noti generatori,Lj , che verificano le regole di

commutazione diSU(2) (se si usa la notazione controvariante

L1 = Lx, L2 = Ly eL3 = Lz)

• coinvolgere nelle trasformazioni anche la componentex0, ed avere

trasformazioni di riferimento inerziale(boosts). Queste

trasformazioni dipendono dalla velocità di un sistema di riferimento

rispetto all’altro (~β = ~v/c), e quindi dipendono da tre parametri.

Quando scriviamo i boosts nella forma esponenziale, (cioè quella

tipica dei gruppi di Lie), otteniamo una forma che ricorda quella

delle rotazioni, ma con le funzioni iperbolichecosh(αi) e

sinh(αi) al posto dicos esin (formalmentet→ i t). Questo

permette di ottenere i tre parametri,αi che intervengono

nell’esponenziale in funzione delle componenti di~β. Si ha

tgh αi = βi.

Poich̀eβi ∈ [−1,+1], alloraαi ∈ [−∞,+∞]. In letteratura i

generatori dei boosts, si indicano conKi.
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Gli elementi del gruppo si possono scrivere nel modo seguente

Λ(~φ, ~α) = exp
h
−i~φ · ~L− i~α · ~K

i

⋆ I sei generatori del gruppo proprio di Lorentz, ottenuti dallo sviluppo
infinitesimale delleΛ, soddisfano le seguenti regole di commutazione
(ottenute dalle proprietà di composizione delleΛ)

ˆ
Ki,Kj

˜
= −iǫijnLn

ˆ
Li,Kj

˜
= iǫijnKn

ˆ
Li, Lj

˜
= iǫijnLn

Il segno negativo nel primo commutatoreè legato alla metrica dello spazio
di Minkowski. Opportune combinazioni lineari di boosts e rotazioni
portano ad individuare due subalgebre diSU(2), e quindi l’algebra del
gruppo di Lorentz proprio diventa l’algebra diSU(2)× SU(2).

Al posto di~L e ~K si può introdurre un generatore tensoriale
antisimmetricoMµν (6 componenti indipendenti), dato da

M0i = Ki = −M i0 M ij = ǫijkLk

Anche per i parametri si potrà introdurre un tensore antisimmetrico,ωµν

(se simmetricoMasym · ωsym = 0). Quindi
~φ · ~L+ ~α · ~K = ω ·M/2 = ωµν Mµν/2 (forma covariante !)

Il gruppo di Poincaŕe,P, o gruppo inomogeneo di Lorentz,è il prodotto
semi-diretto del gruppo di Lorentz omogeneoO(3, 1) e il gruppo abeliano
delle traslazioniT(a) (aµ è il valore della traslazione spazio-temporale:
x′µ = T(a)xµ = xµ + aµ), cioè

P ≡ O(3, 1) ⊗ T(a).

Il gruppoè non compatto !! Inoltre contiene un sottogruppo abeliano
(T(a)), quindi nonè semi-semplice.

⋆ Il gruppo proprio di Poincaŕe è costituito da infiniti elementi dati dal
prodottot(a) Λ(~φ, ~α), cont(a) ∈ T(a) eΛ(~φ, ~α) ∈gruppo proprio di
Lorentz. Gli elementi diT(a) sonot(a) = exp [−ia · P ] conPµ i
generatori delle traslazioni.
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Un elemento del gruppo proprio di Poincarè trasforma il vettorexµ in

x′µ = aµ + Λµ
ν(~φ, ~α)xν

Se consideriamo variazioni infinitesime, possiamo ottenere la

rappresentazione diPµ e diMµν che agiscono su vettori dello spazio di

Minkowski (datiµ eν,Mµν è una matrice4× 4, e in totale avr̀o 6 matrici

4× 4 indipendenti, cfr. con la discussione dei 3 generatori diSO(3)).

x′µ =

»
I− ia · P + i

1

2
ω ·M

–µ

ν

xν =

∼ [I− ia · P ]µρ [I + iω ·M ]ρν xν

Ricapitolando, i generatori del gruppo proprio di Poincarè sono 10:Mµν

ePµ, e verificano la seguente algebra

[Pµ, P ν ] = 0
h
Mµν , Pλ

i
= ı (gνλPµ − gµλP ν)

h
Mµν ,Mλσ

i
= ı (gµσMνλ + gνλMµσ − gµλMνσ − gνσMµλ)

I due operatori di Casimir, che permettono di identificare le

rappresentazioni irriducibili del gruppo proprio di Poincar̀e sono

C1 = P · P = [P 0]2 − ~P · ~P C2 = W ·W = [W 0]2 − ~W · ~W

doveWµ è il quadri-vettore di Pauli-Lubanski definito da

Wµ = −1

2
ǫµνσρPνMσρ.

Da notare cheP ·W = 0 data l’antisimmetria del tensoreǫµνσρ

(ǫ0123 = +1). Questo vincolo comporta che solo tre componenti diWµ

sono indipendenti. In particolare si ottieneW 0 = ~P · ~J e
~W = P 0 ~J − ~P × ~K con ~J = ~L+ ~S (se consideriamo anche rotazioni

intrinseche,Mνσ →Mνσ + Sνσ).
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Rappresentazioni irriducibili del gruppo proprio di Poincaŕe

La non compattezza del gruppo proprio di Poincaré (conseguenza della

non compattezza sia del gruppo proprio di Lorentz sia del gruppo delle

traslazioni) conduce al rilevantissimo fatto chele rappresentazioni

irriducibili finito-dimensionali non sono unitarie(a parte il caso triviale di

dimensione1).

Per le applicazioni fisiche, ci interessano le rappresentazioni irriducibili

unitarie (sexµ P→ x′µ cosa succede aψ(x)
?→ ψ′(x′) , v. SO(3)) .

Infatti, se ci chiediamo cosa succede alla funzione d’onda del sistema,

quando le coordinate del sistema cambiano sotto l’azione diun elemento

del gruppo proprio di Poincaré, possiamo trovare una risposta seguendo il

famoso teorema di Wigner che permette di immergere la Meccanica

Quantistica in un ambito relativistico. Wigner dimostrò che

Un teoria quantistica formulata su uno spazio di Hilbert

mantiene invariate le probabilità in ogni sistema di riferimento

inerziale, se e solo se la corrispondenza tra stati in differenti

sistemi inerziali si realizza attraverso trasformazioni unitarie

del gruppo di Poincaré.

In particolare la rappresentazione infinito dimensionale di Pµ eMµν , a

cui abbiamo aggiunto un possibile termine che si applica a variabili non

spazio-temporali (p.e. lo spin per particelle massive o il vettore di

polarizzazione nel caso del fotone)è

Pµ = i
∂

∂xµ
Mµν = xµ P ν − xν Pµ + Sµν (1)

con[Pµ, xν ] = igµν . La trasformazione infinitesima per la fdoè

ψ → ψ′ =
ˆ
1− ia · P + i 1

2
ω ·M

˜
ψ
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• Per particelle massive (p2 > 0 ep0 > 0), nel sistema di quiete

(p0 = m e~p = ~0)

W 0|m,~0; jjz〉 = ~P · ~J |m,~0; jjz〉 = 0

W 3|m,~0; jjz〉 = m J3|m,~0; jjz〉 = m jz |m,~0; jjz〉

Gli autovalori,w2, di (−W ·W/m2) sono dati daw2 = j (j + 1),

cioè gli autovalori dello spin totale.

• Per particelle con massa nulla (p0 = ±|~p|), per le quali non esiste un

sistema di quiete (in ogni sistema di rif. hanno sempre velocità c)

l’algebra del gruppo si semplifica drasticamente: diventa quella del

gruppo euclideoE2, che contiene sia le traslazioni che le rotazioni

nel piano (tre parametri!).Per semplicit̀a, assumiamo che gli

autovaloripx = py = 0 e necessariamentepz = ±p0 6= 0, allora

(W 0 = ~J · ~P = J3P 3 eW 3 = P 0J3)

W 0|pµh〉 = ~J · ~P |pµh〉 = ±W 3|pµh〉 =

= ±p0J3|pµh〉 = ±p0h|pµh〉
quindi → ~J · bP |pµh〉 = h|pµh〉

La rapp. unitaria di interesse fisicoè due volte degenere (±h con

h = 0, 1/2, 1, ...). La variabileh si chiama elicit̀a edè invariante

per tutte le trasformazioni di Lorentz(al contrario, nel caso con

m2 6= 0 jz può cambiare). N.B. i) non si parla di spin per particelle

conp2 = 0, ii) le particelle conp2 = 0, che consideriamo nelle

applicazioni, hannop0 = +|~p| > 0
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In generale, lerappresentazioni unitarie irriducibili (RUI)del gruppo di

Poincar̀e si possono identificare attraverso gli autovalori dei due operatori

di Casimir del gruppo,P 2 eW 2. Gli stati di singola particella possono

essere generati a partire da

P 2 dim. RUI dettagli

> 0 ∞, |m,~0, j, jz〉 j = 0, 1

2
, 1, ... visto con p0 > 0

= 0 1, |h〉 h = ± 1

2
,±1, ... visti con p0 > 0

= 0 ∞, |c h〉 c > 0, h = 0,±1,±2, ... non visto,

< 0 ∞ w2 continuo o discont.

non visto tachioni(?)

Commenti: i) a parte dobbiamo considerare il caso che corrisponde al

vuoto:p0 = |~p| = 0; ii) per convenzione consideriamo particelle con

energia positiva(p0 > 0); iii) per m = 0, stati conh = ±s appartengono

allo stesso multiplettose includiamo anche la parità (quandòe conservata,

p.e. caso elettromagnetico); iv) per i processi virtualii quadri-vettori con

P 2 < 0 giocano un ruolo importante.
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Negli anni ’60, il successo ottenuto conSU(3) di Sapore nella

classificazione di mesoni e barioni, stimolò il tentativo di combinare le

simmetrie interne (SU(3)⊗ SU(2)→ SU(6)) con il gruppo di

Poincar̀e. In particolare le simmetrie considerate fino a quel momento

tenevano nettamente distinti i multipletti con spin semintero(fermioni) dai

multipletti con spin intero(bosoni). Il tentativo di unificazione si scontrò

con un famoso teorema, la cui versione più completàe dovuta aColeman e

Mandula, che dimostrava come necessaria conseguenza di una non triviale

composizione del gruppo di Poincarè e del gruppo di simmetrie interne

(spin, sapore ...) la trivialità della matrice di scattering (cioè

matrice S =identit̀a).

Una strada per sfuggire al teorema di Coleman e Mandula, e quindi

costruire una teoria che godesse delle simmetrie sia spazio-temporali che

interne ed avesse una matrice di scattering non triviale, futrovata facendo

convivere sia regole di commutazione che di anticommutazione, e

costruendo dellesuperalgebre(algebre di Lie graduate). Questa possibilità

ha condotto alla nascita delle teorie supersimmetriche, anche se

l’evoluzione storica non seguı̀ vie cos̀ı dirette.
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