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Hamiltoniana per un sistema di rotatori

H=_(A*+ B +ef(a, )
A - (Ah . 7Ar>7 E - (Bl7' 7Bn—r>
(04 :(ala 7a7")7 ﬁ :(617---76n—7“)

ove f € un polinomio trigonometrico pari di grado N.

Moti non perturbati
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r=mn <— tori massimali o tori KAM
Ci sono moti dello “stesso tipo” in presenza d’interazione 77 i.e.

A=w+ H(Y), B =K()
a=19+h(y), B=pB,+Ek() con
V=9 + wt ¢ una soluzione?

(w0, Ph(¥) =8 o f(6 + b (), By + k(D))
(w0 P E($) =~ 5 f(6 + b(), B, + k()
e (3, deve essere un estremo per la media su a: 7(§) = [ f(a, Q)(;%r




Tori massimali: r=n. Serie di Lindstedt, Newcomb, Poincaré:

Sia dato un albero ¥ con p nodi vy, ...,v,—1 e radice r.

Si associ ad ogni nodo v un “momento” v, € Z" per f, 0. Il
v Lt

momento della radice sara un vettore unitario n; e si definisca una

corrente fluente in una linea uscente da nodo v

v (v) e Z Vo che supponiamo # 0

w<v

Sinotiche 0 < |y, |<N=|w-v,|>c>0(se w ¢ “diofantino”)

Fig. 1: Un albero ¥ con my, = 2, my; = 2,myy, = 3,mys = 2,mflE=2e k=12, e
alcune decorazioni. Sono indicati esplicitamente solo due indici di momento e uno di
corrente; gli indici che numerano le linee (perche sono distinte) non sono indicati. Le
frecce rappresentano 'ordine parziale definito dall’albero.

Si definisce il valore di un albero ¥ a rami distinti

1 Voyr = Vy
Val(ﬁ)—a( H _ Z(U>>2) (Hfzv)

(w
lineeA=(v'v)EY * ved

contando gli alberi a meno di equivalenza per cerniere.

— UV

B n= Y Val(y)
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La stima di Siegel-Bryuno—Poschel

Si dice che A = (v'v) hascalan =0,—1,-2,...5e 2" 1 < |w-v(v)] < 2"

’(ff';éf)z! < N2 it 2" < w - p(v) <2
1 0
~ NZ2ppP —2nNp,
[Val(9)| < p!N F _H 2
N, def nunero delle linee di scalan
Se v (v) # v (w) per tutti i v > w allora N,, ¢ “piccolo”:
N, < aN2"Tp
per a > 0 opportuno.
1 0 /
> Val(9)| < Ep!élezpr( [[ 272ev2""r) =
¥ con p nodi ) n=—oo

_ l'p!4pN2PFP(2‘2“N > o2 ") = pr
D

Un grafico di auto-energia semplice




Questo e un sottografico di autoenergia se la linea entrante e quella uscente
hanno la stessa corrente v, di scala n, e tutte le linee interne hanno scala
m > n+ 3 ed il loro numero & < a2~™/7, i.e. non troppo grande, e
Y wer Yw = 0 e tutte le linee del sottografico hanno correnti differenti

(i.e. nessun sotto-sottografico di autoenergia! — “semplice”).

Risommazioni dei grafici di autoenergia semplici

Il contributo al valore di un albero da parte di un sottografico di autoenergia

R inserito sulla linea v'v &

_(; ;‘;’; (A:(q}f—q[u)eR (;UZ(;\;U)Q)(_QM z_)g -
1 - Mg(v)

Il
N

Definiamo M(v) = Y. elfIMg(v). Si possono inserire m = 0,1,2,...
sottografici di autoenergia su ogni linea di un albero che non ha alcun
tale sottografico

(w-v)2-M(y)

Si noti che M (v) e una somma convergente per la stima di SBP.




Cancellazioni

Questo non & abbastanza perche (w - v)? — M(v) si pud annullare!!

Tuttavia si dimostra che M e nullo al second’ordine in w - v

M(y)=(w-v)*mi(v)

g

ed il prop. diviene (w - v )72 (14+ml(v))~! = (w-v) v, ,GY(r)v

i.e. abbiamo eliminato i sottografici di autoenergia “semplici”.

Eliminazione dei grafici sovrapposti

Si definisca m2(v ) allo “stesso modo”: considerando tutti gli alberi con al
piu sottografici semplici di autoenergia e si definisca il loro valore come
nel caso precedente ma facendo uso dei nuovi propagatori. Poi si iteri
indefinitamente: si verifica che Gék)( v ) converge ad un limite GS’O)( V).
L’equazione del toro invariante e quidi ottenuta considerando tutti i
grafici senza autoenergie e calcolandoli con il propagatore
(w- 1) 2ry Q+mE ()™ v, H (o r) 2, G ()

che, per la stima di Siegel-Bryuno—Poschel non presenta problemi di
convergenza e di fatto fornisce un lgoritmo di calcolo per valutare la
somma, delle serie LNP.

Tori di dimensione inferiore

Se f(a, ) = Zz,g 61'3'94'%'?]‘”5,E le regole di Feynman subiscono
cambiamenti minori. Dopo risommazione dei sottografici di autoenergia
(definiti allo stesso modo) il propagatore & una matrice (nxn come prima)
che ha la forma

el 5
a | (rxr) (rx(n—r)) _
BA\(rxr) ((n—r)x(n—r))

(w-z)*(1+0(?) i(w - v)be O(e?) -1
(S 06w taanan 406 )

ove gli a X a e a X 8 elementi tengono conto delle cancellazioni.



Tuttavia gli elementi 5 x 8 possono annullarsi su o vicino all’insieme di

infiniti punti ¢ per cui (w - v)? — 6Q257(§0) = 0.

See >0e B 0 e un punto di massimo non c’e alcun autovalore 0 e
di fatto gli autovalori sono limitati dal basso da (w - v)% Quindi si
ricade nella stessa situazione incontrata nel caso dei tori massimali. La
convergenza avviene nel dominio D, (v > 0) degli € complessi ove (w -
v)?— 6Q257(§0) > v w - v2. Tal dominio ha la forma

complex
/_\5 plane

Dominio di analiticita D per i tori invarianti di dimensione
piu bassa. La cuspide all’origine & di second’ordine. La

figura si riferisce al caso iperbolico.
A

Il dominio Dg della Figura 3 puo essere esteso? la congettura
suppone che il dominio possa forse essere rappresentato
(nei pressi dell’origine) come in figura: raggiunge l’asse
reale in cuspidi che sono I¢, e corrispondono nel piano e
complesso, ai tori ellittici che sono continuazioni analitiche
dei tori iperbolici. La continuazione analitica potrebbe

essere continua attraversando I’assse reale nei punti di I¢,.
Le cuspidi sarebbero almeno quadratiche.
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