
Calore, caos e fluttuazioni (http://ipparco.roma1.infn.it)

Termodinamica → equilibrio → stati = dist. probabilità su spazio fasi

Non Equilibrio :

(a) avvicinamento a equilib. o a stato stazionario

(b) stati stazionarii: distrib. probab. su spazio delle fasi

Fine: ricerca di relazioni “universali” che traducano proprietà strutturali.

Hamiltoniana H = K + U , K =
∑N

i=1
1
2mẋ2

i , U =
∑

i<j Φ(xi − xj)

+ ipotesi ergodica ⇒
T = 〈K〉, U, V, p = 〈 forza

superficie
〉 = 〈

∫
∂V

2mv2nρ(q)
dσq

|∂V | 〉
sono funzioni dei parametri di controllo ad es U, V e

dU + pdV

T
= differenziale esatto
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Esempio 1: Modello di Drude (1899)

mẍ = E+ collision rule

collisioni= elastiche + rescal. di velocità a |ẋ| =
√
3mkBT .

E T1 T2

El. Cond. Term. Cond.

Problema: 〈ẋ〉 = cE ? (Ohm). Teorema se N = 1.

Esempio 2: Conduzione del calore. Legge di Fourier ?

Problema aperto. Una congettura (“NO”).
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X0,X1, . . . ,Xn

Ẍ0i=−∂iU0(X0)−
∑

j
∂iUj(X0,Xj)+Ei(X0)

Ẍji=−∂iUj(Xj)−∂iUj(X0,Xj)−αjẊji implica

T1

T2

T3

C0

αj =
U̇j +Qj

3kBTjNj

, se

mẊ2
j

2
=

3

2
kBTj Nj , Qj = −Ẋj · ∂Xj

Uj(X0,Xj)

Efficiente? Contrazione volume ⇒ divergenza

σ = ε+ Ẇ ,
∑

j≥1

Qj

kBTj

, W =
∑

j≥1

Uj

kBTj
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Interpretazione cinetica della creazione di entropia.

p′ =
1

τ

∫ τ

0

σ(St(Ẋ,X)dt, e p =
1

τ

∫ τ

0

ε(St(Ẋ,X)dt

uguale media e statistica (τ → ∞).

Se sistema caotico (iperbolico, regolare e transitivo) p′ (quindi p) verifica

legge “grandi deviazioni”.

Pτ (p ∈ [a, b]) ≃ eτ max[a,b] ζ(p), ∀a, b ∈ (p1, p2)

ζ(p) è analitica, convessa, massima a 〈p〉 ≡ 〈ε〉 ≥ 0. Quadratica a 〈p〉 ⇒
Teorema limite centrale.

Ipotesi caotica

l’Attrattore per sistemi meccanici è iperbolico, regolare e transitivo

Analoga all’ipotesi ergodica (che implica).
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Mecc. quantica: H operatore su L2(C3N0
0 ), onde simm. or antisimm. Ψ,

H = − h̄2

2
∆X0

+ U0(X0) +
∑

j>0

(
U0j(X0,Xj) + Uj(Xj) +Kj

)

Sistema Dinamico

spazio delle fasi consiste in
(
Ψ, ({Xj}, {Ẋj})j>0

)
:

−ih̄Ψ̇(X0) = (HΨ)(X0),

Ẍj =−
(
∂jUj(Xj) + 〈∂jUj(X0,Xj)〉Ψ

)
− αjẊj j > 0

Vincolo di Kj costante ⇒

αj
def
=

〈Wj〉Ψ − U̇j

2Kj

, Wj
def
= − Ẋj · ∂jU0j(X0,Xj)

σ(X,Ẋ)≡ ε(X, Ẋ) + ṙ(X) =
∑

j>0

Qj

kBTj

+ . . .

Consistenza: termostato singolo equivalente a Gibbs?
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Esiste una unica statistica: ∀x a meno di volume 0 e ∀ F regolari

1

τ

τ−1∑

j=0

F (Sjx)−−−→τ→∞

∫
F (y)µ(dy)

è la statistica SRB: concentrata su volume 0 se 〈σ〉 def
= σ+ > 0

Costruzione euristica della SRB

Sistema iperb. ⇒ dinamica simbolica

Esiste E = (E0, . . . , Eq) partizione con matrice Mξξ′ = 1 se SE0
ξ ∩E0

ξ′ 6= ∅
e = 0 altrimenti, transitiva (M ℓ

ξξ′ > 0).

(a) se ξ = (. . . , ξ−1, ξ0, ξ1, . . .), Mξi ξi+1
≡ 1 ⇒ ∃x e viceversa: Six ∈ Eξi .

(b) se ξ, ξ′ corrisp. x, x′ e in accordo fra −τ e τ ⇒ d(x, x′) ≤ Ce−λτ

(c) Eξ è fogliato da Ws (Wi), lisci e connessi, con storie definitivamente

uguali nel futuro (passato) e x, y ∈ Ws ⇒ d(Snx, Sny) ≤ Ce−τλ.
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x

y

z

(d) Se x, y ∈ Eξ ∃z ∈ Wi(x) ∩ Ws(y) ⇒ d(Sky, Skz)−−−→
k→∞

0 esponenz.

Ossia Wi attrae asintoticamente.

Sia τ s̀ı grande che tutte le osserv. F di interesse siano costanti nelle celle

(ξ̃
def
= (ξ−τ , . . . , ξτ ))

E(ξ̃)
def
= Eξ−τ

∩Eξ−τ+1
∩ . . . ∩ Eξτ = “cella a grana grossa”

Problema: evoluzione temporale non può essere una permutazione.

Immaginiamo discretizzato lo spazio delle fasi (Boltzmann). Come nelle

simulazioni: punto → 64 bits per ogni delle N coordinate 264N .

31/agosto/2016; 9:42 7



Vogliamo calcolare 〈F 〉.
L’insieme A dei punti ricorrenti è l’attrattore. La transitività (“ipotesi

ergodica” generalizz.) → permutazione a 1-ciclo solo

Allora le medie si calcolano con la distribuzione uniforme!

〈F 〉 =
∑

ξ̃
N (ξ̃)F (ξ̃)

∑
ξ̃
N (ξ̃)

Nella rappresentazione discreta l’attrattore A appare cme una famiglia

di punti regolarmente disposti su un numero finito di varietà instabili

Il numero N (ξ̃) è soggetto ad un forte vincolo di compatibilità.
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Se x ∈ E(ξ̃) prefissato, sia Λi(ξ̃) il coefficiente di espanzione della super-

ficie Wi(x) per la trasformazione S2τ (come trasf. di S−τx in Sτx).

Compatibilità ⇒ N (ξ̃) = costΛi(ξ̃)
−1

e quindi se λi(ξ̃)
def
= log Λi(ξ̃)

〈F 〉 =
∑

ξ̃
e−λi(̃ξ)F (ξ̃)

∑
ξ̃
e−λi(̃ξ)

che è una formula che esprime la distribuzione SRB.

Applicazioni? Teorema di fluttuazione, reciprocità di Onsager,

Green-Kubo.
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Se evoluzione è reversibile (come nei modelli descritti) ∃I tale che I2 = 1,

IS = S−1I. Allora λi(I ξ̃) = −λs(ξ̃)

Quindi se p = 1
τ

∑τ−1
j=0

σ(Sjx)
σ+

, σ+ = 〈σ〉 > 0

Pτ (p)

Pτ (−p)
=

∑
ξ̃,p fixed

e−λi(̃ξ)

∑
ξ̃,−pfixed

e−λi(̃ξ)
=

∑
ξ̃,p fixed

e−λi(̃ξ)

∑
ξ̃,p fixed

e−λi(Iξ̃)
=

∑
ξ̃,p fixed

e−λi(̃ξ)

∑
ξ̃,p fixed

eλs (̃ξ)

= eτ p σ+ perchè il rapporto fra term. corrisp. è fisso! perché

−λi(ξ̃)− λs(ξ̃) = pσ+τ . In termini di grandi deviazioni ∃p∗ tale che

ζ(−p) = ζ(p)− pσ+, ∀p ∈ (−p∗, p∗)(Teor. di Fluttuazione)

relazione senza parametri, indipendente dal modello purchè reversibile.

Verificabile in simulazioni e, in linea di principio, in esperimenti, per la

interpretazione di σ come tasso di creazione di entropia.
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