Da: G.Gallavotti, Mathematical Foundations of turbulent viscous flows,

ed. M.Cannone, T.Miyakawa, Springer, Lecture Notes in Mathematics,
1971, p.45-74, 2006.

Soluzione di Leray: limite (debole in Ly su sottosuccessioni, A\ — o0)

udr =0

u=vAu—(u)\-0u—39p, 9 -u=0, /
Q

(ur = [ Xx(Mz—y))u(y)dy:  cond. periodiche suQ, x € C*,g=0

Pressione:
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Stime a priori e relazioni di conservazione per “coppie Pseudo NS’ (u,p)
! A
(0) @3 < EoL™?, /O drl[du”(7)|l5 <

(a) /udng, 0-u=0, pZ—Z@@jA—l(uiug‘)
Q

(b) / dt/dx]u|10/3 / dt/dxyp|5/3<oo

z/da:]u(x s)|*p(z, 5) —|—1// / (z,t)|0u |*dzdt <
<s

1 1
s/ /[‘(%+qu)|@|2+—|@!2%-390+W'3%0 dz dt
<sJQ 2 2 o T

—~
o
~

¢ > 0 ¢ una funzione C* nulla vicino a t = 0.
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Disuguaglianze cinematiche (in C'*°):

<f[1</|fv;pi)pli

) [ alpore et ([ an) . 1as]
B, B, 2

(S) /Br ul?dz < Cf[ </BT(Q’@)2 d@)a. (/B uf? dl’)q/2a+

q/2
3
+r‘2a</B Iu|2d£> } if2<q<6 a=7(¢-2)

(H) ‘/fle---fn

(C2) /Q |Z(A—1aiaj)(uiuj)|qcz§ < CqL/Q ulP?d¢, 1<q<oc

1,7
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Proposizione: (velocita illimitata vicino alle singolarita): Sia u(x,t)
una soluzione di Leray delle equazioni in Lo. Dato tg > 0 si supponga
che |u(z,t)| < M, (z,t) € Uy,(zg,to) = sfera di raggio p (p < to) intorno
a (zg,to), con M < oo: allora u € C*(U,/2(x¢,t0)). (Leray—Serrin)

={&l1€ —zol <7} =B,
={(& ) |1€ —zol <7, [9 —to] < v}
Qr(&OatO :Ar(tO) X Br(lo) = Qr
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(“operatori” adimensionali su scala r per NS)

1
A(r) =—= sup / u(€, t)|? d (“op. energia”: dim.=1)
VET Jt—to|<v=1r2 J B,
1
o(r) :y_r/ d9dg |0 ul? (“op. loc. Reynolds”: dim.=1)
G(r) :VQTQ/Q dVd§ |ul® (“op. flusso energia”: dim.=2)
1 : b)) :
J(r) :V27“2/Q d&dd u) [pl (“op. potenza di press.”: dim.=2)
r_13/4 5/4 DUIEN . 13
K(r) =3z /A dﬁ(/B |p!d§> (“op. non localita”: dim.==?)
»—5/3

~ 7/3 /Q (|ﬂ|10/3 + !p|5/3)d19d§ (“op. intensita”: d.:g)
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(z—2zy)?
exp — (4(u(t0—t)+2r2) )

Esempio di relazioni tra operatori. Sia ¢ = x(z,1t) (@ (it} L 8nr2)873
ove x(z,t) = 1 se (z,t) € Q,/2 e = 0 fuori Q.. Esiste C > 0 t.c.

C C C
|¢’ < =3, |Q90| < I |at90+ VA@’ < —= ovunque in Q’I"
3 4 —15
1 :
|¢’ > ma if (g,t) - QT‘/Q
Quindi per le poprieta pseudo—NS
V2 - . 1 5 1 |
72 (AG) +0(3) < C (=3 o W P [ullpl)

e, poiché fQ ul? < C(fQ u|?)2/3 (v~ 1r2)1/3 ] segue

(s

A(5) +6(5) < C (G(r)*° + G(r) + J (1))
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Dim: da |p| > &5, se (z,1) € Q2 €

C C C
o] < 3 10¢| < o O + vAp| < 1,5 everywhere

e dalla disuguaglianza dell’energia:

1
5 [ dztueoPotws) +v [ [ pnlouPdui <
2 Q t<s JQ

1 1
< [ [ [3ter+vaolu?+ Sluu -0+ pu-0p] dzds
t<s JQ 2 2

segue %SupAr/2 fBr/2 ul? 5 + I/fQT/2 [0u|? 55 stimata da

Cv Cv Cv
e R AL R P[)
™ JQ, T JQ, ™ JQ,

Questa e una “verifica tipica di disuguaglianze’
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Teorema I: (Scheffer): (v =1). Sianoe,,C > 0 tali che se G(r)+J(r)+

K(r) < es per un certo valore di v, allora u sia limitata in Qz(zg,%0):

1/3 )
lu(z, )| < C=—, in Qg (zy,to)

Per Hélder si ha J(r) + G(r) + K(r) < C (S(r)*/*0 + S(r)3/*) dunque:

se S(r) ¢ piccolo abbastanza allora (zy,ty) € un punto regolare.

Teorema II: (“CKN”). Esiste una costante €.k tale che se (u,p) é una

coppia pseudo NS di velocita e pressione campi e

1
lim sup — / Ou(a’,t')|? dz’dt’ = limsup 6(r) < eckn
r—0 vr Qr(ﬁo’t()) r—0

allora u(z',t"), p(z’',t") siano C*° nelle vicinanze di (zy,to).

Questo significa che vicino a (z,t) le funzioni u(z’,t’), p(z’, t’) coincidono con funzioni
C® funzioni a meno di un insieme di nulla misura (i campi pseudo NS sono definiti

come campi in L2(2)).
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Come illustrazione dapprima discutiamo come un teorema di regolarita
possa essere combinato con stime a priori al fine di ottenere una stima
della dimensione frattale.

Definizione: (a—misura di Hausdorff): La a—misura di Hausdorff di un
insieme A in uno spazio metrico M é definita considerando per ciascun

0 > 0 tutti © ricoprimenti Cs di A da insiemi F chiusi e con diametro
0 <d(F) <6 e ponendo

La funzione boreliana A su 2, A — puo(A), ¢ completamente additiva.
Dato A esiste un ae t.c. po(A) =0 if a < ae, po(A) =0 if a > ac.
a. = ¢ la dimensione di Hausdorff di A, mentre pn (A) € la misura di
Hausdorff di A.
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Una necessaria proprieta chiave delle soluzioni di Leray: “Se a un istante
to st ha Ji(to) = L' [(Qu)?*dz < oo, cioe se il numero di Reynolds

R(to) = Ji(to)? V., V, = v/L & < +o00, allora la soluzione rimane re-

golare in (tg,to + 7] con
T, L?
e Fi TC = —
T R(t0)4 ’ v

Da quest essa consegue che esiste A > 0 tale che se

1ot
lim inf <T£> ’ / ?RZ(QS‘) <A
t—o

o—0 c

allora 7 > o e la regolarita € in un intervallo che contiene ¢ talmente che
gli instanti £ € un istante in cui la soluzione e regolare. Infatti esistera

una successione o; — 0 tal che

/t; ‘i—f R2(0) < A(%—i)_%
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quindi, essendo il membro di sinistra una media temporale, debbono es-
istere ¥g; € (t — O'Z',t) t.c.

R*(90;) < A(%) E

ottenendo regolarita negli intervallo (9¢;, ¥o;+7;) con lunghezza 7; almeno

a7
Se t e nell’insieme S di singolarita deve essere
oNs [t dY
liminf(T> / YRW>A iftes
t

og—0 c g O

cioe ogni punto di singolarita e coperto da un famiglia di infiniti intervalli

F con diametri o arbitrariamente picoli e soddisfacenti
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t _1
/t_a 49 R2(9) > %(%)

Per il teorema del ricoprimento di Vitali, assegnati 6 > 0, = esiste una
famiglia numerabile di intervalli Fy, Fs, ..., con F; = (t; — 0y,t;), due a

due disgiunti e verificante la disuguaglianza o; < §/4, t.c. gli intervalli
5F; def (t; — 7o;/2,t; + 50;/2) (ottenuti da dilatando gli F; di un fattore

5 intorno al loro centro) ricoprono S: S C U; 5F;.
1

Z(mg(‘?)ﬁ _ 53 Za@—)_ <

(2 (2

25_

dﬁ R*(v

perché fo R?(t)dt ¢ (definizione) proporzionale a fo Jo(Qu)?dtdx e

questo e limitato a prior: .
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Il medesimo argomento puo essere applicato alla stima della dimensione
spazio—temporale della singolarita. Dal teorema II gli insiemi Sy dei
punti di singolarita spazio—temporale possono essere coperti da insiemi
C. = S(z,r) x (t — 2

5 vt + %731/_1] con r arbitrariamente piccolo e
tale che

1 [t 1
- dﬁ/ d& (Qlé)2 > =~Eckn
S(z,r) 2

rv 2
5

Una famiglia di Vitali, £}, di insiemi di forma F; = @, due a due disgiunti
e tal che gli insiemi 5F;= insieme di punti (2’, ") ricoprono gli singolarita
insieme Sy. Gli insiemi F; abbiano diametro diam(F;) < 18r; dunque

e ouracat < 0 [ [ (ouydca
> (18r)t < ;/Fi(_y) gdt < /0 /Q(_y) gdt < oo

i VEckn VEckn

cioe la 1-misura di Hausdorff p;(Sy) dovrebbe essere < oo, e dunque la
dimensione di Hausdorff di Sy ¢ < 1. Quindi p1(Sp) =0
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Riduzione del teorema II al teorema I

A fissato (z,%0), si consideri la “successione di lunghezza scales”: r, =
L2" conn=0,—1,—-2,.... Sia

d d d . d d
Qn éfA(rn), Kn éfKTS/5, Jn éfo/?’, Jn iy Jn, On éf(S(rn)
Sia X,, = (an,En,Jns9n) € RY. La chiave & basata sulla stima della
grandezza di X

n in termini della grandezza di X, ., purché la stima

del numero di Reynolds 6,4, su scala n 4+ p sia < 9, per qualsivoglia
p>0,1>¢>0. La disuguaglianza e

Xip30), p>0,0<d<1

dove B,(-;6) & una trasformazione dell'intero RY. Chiamiamo |X| la

somma delle componenti di X € Ri.
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“Disuguaglianze cinematiche”: cioe disuguaglianze dipendenti solo dal

fatto che u € un campo a divergenza e media nulle, ed ¢ in Ly(Q2) e
p=-A"(Qu)?
_ 1/5 4/5 1/2
T, < C27PPAYNE GLPRMD + 22 A2 5,0 ,)
K, < C(27PPK, ,+2%/*A%/8 §°/8 )

n+p“n+p

G2/3 < C (27 Apyy + 22 AL 512

“Disuguaglianza dinamica”: cioe una disuguaglianza basata sulla disug-
uaglianza dell’energia:

A < C (PG + 2P Ay sy + 2P Ty)

n—+p

Si chiami e = 277 e usi (ab)'/2 < (a +b), a* <1+aperz <1l,a>0,e
(ab)'/? < 2/ +e72/Pbelaa™¥ <14a+bperxz>0,y>0,z+y <1
Allora la disuguaglianza puo essere scritta in termini di X,,, d,,4, come

an = A(ra), 5 E K5, g, G2, 0 6, ()
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La dis. dinamica ¢ iterata, usando le disug. per Gy,4p, Jn+p € ancora la
prima dis. cinem.: si esprime Gn tp Via A, 42, con n sostituito da n + p:

1/2 1/2
an < 0(2 Qn4-2p +23p5n42p n{|-2p+

1/2 27p/55 7/20 1/2 +

p
+ 27/ (n+2phintop) n+2ppyophnt2p

+ 23p5n+2pan+2p)

Le (ab)% < za+z"'band a® < 14afora,b,z,z > 0, z < 1 la trasformano
in una relazione fra o, € Quip, Knyp (P — %p) Nella rel. fra «,, €
Qntp, kinip Si sceglie z = 27P/% disaccoppiando 2P/10 (a4 pkinyp)t/? €

a, <C (2_p/10 p T 23p/10’1n+p + §n+p)

kn <C (2_4p/5"€n+p + &nip)
o def
n+p

def 3p
K
n+p 2 5n—|—pan—|—p

2%P8 4 p(Qnp + K + 1)

Si fissa p una volta per tutte t.c. 277/10C < %
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17
Allora se C23%P6,, & piccolo, ossia se §,, ¢ tale, e.g. per 6, < 0 e per tutti

In| > 7, la matrice

M= C <2—p/10 + 23p5n+p 23p/10 + 23p5n+p )

0 274P/5 4 2%P6,

ha norma < % e iterando

Qp \ On4p 3p 1
() =8 (e ) w2vcsnn ()

I'iterazione contrae qualstasi disco nel piano o,k nel disco di raggio
const § (con const = 223C). = g,,j, sono definitivamente stimati
proporzionalmente a & e quindi per § cosi piccolo che | X | = ||+ Ky +
Jn+gn < peil teorema di Scheffer si applica perché G(ry,)+J(r,)+ K (ry)
possono diventare pit piccoli di &;..
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Esempio di disuguaglianze Dyn. per un campo pseudo—NS (u,p)

Ap < C PG 427 Ay 0y + 27 Tyy)

Sia p(x,t) = gog(%, ;—2) > 0 una funzione C*° che & 1 su Q,/ e 0 fuori
0 < o(z,t) <1, [9¢| < %, 1Ap| + |0rp| < p%. Allora

1
5 [ dalue oot s) +v [ [ ow.0jouPdsit <
2 Q t<s JQ

1 1
s/ /[—(sot+uAso)!u!2+—lul2u-390+W'3%0 dz dt
<sJQ 2 2 B T

Il membro di sinistra e > [, I lu(z, t)|?dx mentre quello di destra

—/ dtdz |u)® + / dtdz (|ul* + 2p) u - Op <

<< dtdxyuyu‘/ dtdz ([uf® — Tul2)u - 9|+
p? Q,

+2/ dtdzpu - 0p <

P
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C 2/3 _
< W(/Q dtdx Igl?’) +‘/Q dtdz (|@|2— !ul%)u-@¢‘+

2C
+— [ dtdz|pllu| <
0

By

1 -
< CpG23 4+ CpJ, + p‘; / dtdz (|u|® — uf2)u- Q@‘

P

Continuando, a t fisso e con gli integrali su dz
1 — C —
—‘/ dz (|ul* - !u!?))u@s&’ < —2/ dz |ul ’!u!z - Iu!,%‘ <
P B, p B

e per (P) con f =u? e a =3/2 (t fisso, integrali su dz):

</B 2 - @‘3/2>2/3 . c(/B M)

allora si vede che
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allora si vede che

uf — T2 lul12gl < ([ 1) ([ ulioul) <
B, P NJB, B,
O ) () )
S [ ™ () s

Integrando su ¢ e applicando (H) con esponenti 3,2, 6,
1 .
—2/ Iul‘ Jul® Iy!%‘ < CAY?GY36)% < C (G2 + ALd,)
P JQ,

e raccogliendo le disuguaglianze si trova per r =1y, € p = 7,,4p

A < C (PG + 2P Ay sy + 2P Ty)

n+p
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