Prova Scritta Elettromagnetismo - 20.01.2022
(a.a. 2020/21, C. Bini/F. Lacava/F. Piacentini)

Risolvere i due esercizi proposti: tempo massimo 3 ore.

Esercizio 1

Su un conduttore sferico A di raggio R1=40 cm & depositata una quantita di carica @ 4. Il conduttore A & posto al centro
di una calotta sferica conduttrice B di raggio interno Ro=>50 cm e raggio esterno R3=70 cm.

Sul conduttore B & depositata una quantita di carica @ g. La differenza di potenziale tra i conduttori Bed A ¢ V(R2)—V (Ry)
= - 4.5-10% V e 'intensita della forza repulsiva a cui & sottoposta una carica di prova ¢ = 1.3 - 10710 C, posta all’esterno
del sistema a distanza d =2.0 m dal centro O, ¢ F = 1.5-1075 N.

Assumendo che la presenza della carica g non alteri in maniera apprezzabile la distribuzione delle cariche sui conduttori,
determinare:

a) il valore della quantita di carica presente su ciascuno dei due conduttori;

b) il potenziale dei due conduttori rispetto al potenziale nullo all’infinito;

¢) si tracci un grafico del campo elettrico in funzione della distanza dal centro O;

Successivamente nello spazio tra i due conduttori viene inserito un dielettrico liquido di costante dielettrica relativa e, = 3.
Si determini:

d) i nuovi potenziali dei due conduttori;

e) la variazione di energia elettrostatica del sistema dei due conduttori tra dopo e prima dell’inserimento del dielettrico.
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Esercizio 2

Un elettromagnete alimentato a corrente alternata ha le espansioni polari a sezione circolare di area A e un traferro di
spessore d < /A. 1l campo d’induzione magnetica B nel traferro ¢ spazialmente uniforme e il suo modulo varia nel
tempo secondo la legge B = Bysin(wt), con By = 0.060 T e w = 500rad/s. Un cilindretto di argento (resistivita elettrica
p =16 x 1078 Qm) di raggio a = 2.5cm e altezza h = 3.0cm & posto nel traferro con asse coincidente con quello delle
espansioni del magnete.

Si determini:

a) Il campo elettrico indotto, specificando la forma geometrica delle linee di forza, la loro direzione, il verso e I’espressione
analitica della sua dipendenza dal tempo;

b) la potenza w dissipata per unita di volume nel cilindretto di argento, in funzione del tempo e delle coordinate;

¢) la potenza totale W dissipata nel cilindretto, mediata nel tempo, incluso il valore numerico;

d) il flusso del vettore di Poynting attraverso la superficie laterale del cilindretto in funzione del tempo, calcolando il suo
valore massimo ®p,,x € il suo valore mediato nel tempo (P).

Nota: Si considerino trascurabili l'effetto della corrente di spostamento e gli effetti di autoinduzione nel cilindretto.
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Soluzione 1

a)

La d.d.p. tra i due conduttori e:

R R
: ' Qa Qa R — Ry
- = Edr = —dr = m——
V{(lz) = V(E) /Rl " R, 4meqr? 4meqg RoRy
RaoR;
QA = 47‘(‘60 7R2 — Rl [V(Rl) - V(Rz)] = 012 [V(Rl) - V(RQ)] = 1,0 [LC

avendo indicato con Cis la capacita del condensatore sferico composto dal conduttore A e dalla superficie interna del
conduttore B:

Ri R,
— =222,6 pF
Ry — Ry ;0P

Nel sistema sferico, ai fini del campo elettrico esterno (dal teorema di Gauss), la carica totale dei due conduttori si pud
pensare posta nel centro:

012 = 47T€0

1 Qa+Qp
E(d) = ———-—"
(d) 4meg d?
La forza sulla carica di prova e:
_ 4 Qa+@s
47eq d?
e si ricava: 4 A
Qa+Qp = 2 g2 QB:?”“QA:ZL,MMC
b)

Per il potenziale del guscio esterno possiamo scrivere:

/OO 1 QA'FQBdT_ 1 Qa+@QsB

R, 4meo r2 4meg Rs

V(R3) = V(o) =

= 65,9 kV
Il potenziale del conduttore interno e:

V(Ry) = [V(R1) = V(R2)] + V(R3) = 70,4 kV

c)

Il campo elettrico e radiale e vale

1
E, = Q—; per R <r < Ry
dmeg T
1 +
E, = 1 Qa+@s per r > Ry
47eq r2
Il grafico che traccia il campo elettrico ¢ riportato in figura.
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d)
All’esterno della calotta sferica non cambia nulla e quindi il potenziale V(R3) non cambia. Cambia la d.d.p. tra la sfera
interna e la calotta sferica. Usando ’espressione trovata in precedenza:

V'(Ry) — V(Ry) = Q;“ V'(Ry) = V(Ry) + Q;“ = 67,4 kV
Clz Clz
essendo C, la capacitd del condensatore sferico con il dielettrico:
RiRy
C{Q = 471'6067. 7R2 — Rl = €, 012
e)
Trattando il sistema come una serie di condensatori possiamo scrivere:
1 Q> 1 2
Ui_,%_i_,w O3 = 47ey R3

T 20, 2 Cy
_ 1Q% | 1(Qa+Qs)
207, 2 Cs

1, (1 1 1Q%e —1
—U; == )=z FA =—15mJ
Uf U QQA (C{Q Cm) 2 012 € 5 m

Uy

ne segue:




Soluzione 2

a)
Per la simmetria cilindrica del sistema, le linee di forza del campo elettrico sono circonferenze centrate nell’asse del sistema.
Possiamo scrivere la I eq di Maxwell in forma integrale

d
7{E-d1: ~ 5 0(B)

e calcolare gli integrali su un cerchio di raggio r centrato sull’asse. Vale

4
dt
= —wBy cos(wt)mr?

2nrEy B(t)mr?

e quindi

B
Ey(r)=— u%r cos(wt)

Le linee di forza del campo elettrico sono delle circonferenze centrate nell’asse del sistema, dirette in verso orario durante
la crescita del valore del campo magnetico verso l'alto. b)
La potenza per unita di volume vale

w=J-E

con

e quindi

c)

Integrando sul volume del cilindretto, si ha

Tw? B2

W(t) = /0 w(r, t)2mrhdr = 0 4% h cos®(wt)

Considerando che la media temporale della funzione cos?(wt) vale 1/2, la potenza media vale

nw? B3

4
= h =12
(W) 167 a IW
b)
Il vettore di Pointing e radiale, e vale
1 EB B2
I(ry=—ExH=—¢= _ 9% cos(wt) sin(wt)r
Ho Ho 210
11 suo flusso sulla superficie laterale del cilindro vale
ha?w B2 ha?wB2 sin(2wt
O(I) = 2wahl(a) = _Tha w5 cos(wt) sin(wt) = _rha’wBy sin(2wt)
Ho Ho 2
Il valore massimo vale .
‘I)max = ey 2 :42\7\7/1112
240
e il suo valore medio nel tempo vale
(@) =0



