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Richiami di matematica

e

sm axsinbxdx = cos axcosbxdx = ( con a # b

® ; e h
E o e = — \f a> (0. ove g e“”rz dx = lim e""“2 dx
0 h= oy

. wo? ;. 3-5-7- (211—1) .
x2M e~ gy = 2,,+, iy a > 0; »n intero

@

n! ;
x2n+l dx = Wf a > 0; n intero

6. Numeri complessi

Un numero complesso A & una coppia ordinata di numeri reali che di solito si
scrive nella forma

A= a+ib
™ Se a=0¢e b=0 si ha il numero complesso nullo N = 0.
Seb=0¢a= O 11 numero complesso si riduce al numero reale A = a; in
particolare se » = 0 e a = 1 il numero complesso si riduce all’unita reale Uy =

Se a=0¢e b % 0 il numero complesso 4 = ib si dice immaginario puro;
in partlcolare sea = 0e b = 1il numero complesso si riduce all’wnita immaginaria
Uy =

Il numero complesso 4* = a — i b viene detto complesso coniugatodi A =a+ib.

6.1. Definizioni dell’algoritmo complesso
. Dati due numeri complessi 4 = a+ibe B = ¢+ idsi deﬁniscono le opera-
zioni:
— Somma algebrica di due numeri complessi: 4 + B=(a + ¢)+i(b + d)
= Prodotto di due numeri complessi: 4- B = (ac — bd)+ i(ad+ bo)
Casi particolari notevoli:
A =ad-b+i2ab quadrato di un generico numero complesso
(+ Ul =(+ 1)) =1  quadrato dell’unita reale
» (+ U) = (+ Pt=-1 quadrato dell’unita immaginaria.

Il quadrato dell’unita 1mmdgmar1d vale - 1; e rl quadmto di un qualunque
numero /b immaginario puro & negativo: (+ ib)y> = — b In effetti i numeri
complessi sono stati introdotti per dar significato all’operazione di radice qua-
drata dei numeri reali negativi.

1 1 a—ib .
— Reciproco di un numero complesso: T = =T Questa defini-
zione comporta che _JI- A =1
— Modulo di un numero complesso:
Al =la+ib|=a*+b

Si verifica facilmente che 4 - 4* = | 4|%* il modulo quadrato di un numero com-
plesso & pari al prodotto di esso per il suo complesso coniugato.
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4 asse immaginario

P
= AA=a+ib
A
b
ON asse reale
A= a—ib
P.
[
b
\9
o] a
Y

6.2. Interpretazione geomelrica dei numeri complessi

Cosi come i numeri reali sono in corrispondenza biunivoca coi punti di una
retta (asse reale), cosi i numeri complessi sono in corrispondenza biunivoca coi punti
di un piano (piano complesso). Il punto P corrispondente al numero 4 = a +ib¢
quello di coordinate cartesiane a e b rispettivamente.

L’asse delle ascisse di questo piano ¢ detto asse reale e quello delle ordinate
asse immaginario,

Il moduloIAl = ./ a? + b* di A rappresenta il modulo r,4 del vettore posizione
74 del suo punto rappresentativo P. 11 complesso coniugato 4* di 4 é rappresentato
dal punto P* simmetrico a P rispetto all’asse reale.

E immediato verificare che la somma S = 4 + B dei numeri complessi A ¢ B¢
rappresentato dal punto il cui vettore posizione rg € somma vettoriale dei vettori
posizione 74 ¢ rz di A e B rispettivamente.

L’interpretazione geometrica del prodotto 4 - B € piu immediata nella rappre-
sentazione polare che introduciamo qui di seguito.

6.3. Rappresentazione polare dei numeri complessi

Il numero complesso A = a + ib puo essere €sSpresso, oltre che tramite le
componenti cartesiane a e b del suo vettore posizione 7y nel piano complesso,
anche tramite le sue coordinate polari r4, 6 tali che:

a=rycos0 ry=4ya +b
OVVEro:
b = rysend tgf = —
per cui
A= (a+ib) = ry(cos + isenb)

L'anomalia 6 ¢ definita a meno di multipli interi di 2.
Dati due numeri complessi

A= (a+ib) = ry(cosd +isenB) e B = (c+id) = rg(cosg + iseng)
si verifica immediatamente che il prodotto

P=A.-B = (ac—bd)+i(ad+ bc) = rp(cosy + iseny)

ha come coordinate polari rp, y rispettivamente il prodotto dei raggi rqe rgela
somma degli angoli 8 ¢ ¢ dei fattori:

Ip=T,4:18
0+

y
per cui

A-B=ry-rg(cos(6+ @)+ isen(d + 1))

Cid considerato, la rappresentazione polare consente di calcolare e di esprimere ip
termini compatti le potenze n-sime e le radici n-sime dei numeri complessi.
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™ Se A= (a+ib) = ry(cos8 +isend) si ha infatti

A" = rly(cos(nB) + isen(n0))

9 .
VA= Vra [cos (T + % Zn) + isen (% + L 211)} (k intero).

n

Questa espressione ci mostra che ogni numero complesso 4 ammette » radici pates N\ 1 N
n-esime fra di ioro distinte (corrispondenti a k = 0, 1, ..., n — 1), la cui interpreta- S e
zione geometrica risulta immediata dalla figura. 52 j‘ea

6.4. Rappresentazione esponenziale dei numeri complessi

L’esponenziale ¢ ad esponente iminaginario /6 (6 reale) é definito dalla rela-
zione:

e® = cosB + isen®

suiliies on oiie J Totes

—

fr conseguenza, il numero complesso A4 = (a+ib) = ry(cos® + isen®) pud
wosere scritto nella forma compatta

” i o Bponr
A = g 0™ ‘IA:"—"-\JV'”‘ Y, n K,:OJI}..../n

Si verifica immediatamente che tutto l'algoritmo relativo all’esponenziale e® ad
esponente immaginario mantiene le stesse proprieta rispetto al caso di esponente
reale. Ad esempio, poiché si puo trattare / come una costante, si ha:

(‘,1’9 . (,.itp — Pr((Hqi)

Sono inoltre di immediata verifica le seguenti relazioni (dette formule di Eulero) gia
anticipate in A.2.1:

e® 4+ 7®

cosf = 3
oi® — i

enf =

; 2

7. Equazioni differenziali grdimonie
Un’equazione differenziale € una relazione tra una variabile indipendente 1, A_J,L?L/ qj_t 2 ,_,{c-
una variabile dipendente y ed una o piu derivate di y rispetto a . I'

L’ordine di un’equazione differenziale & I'ordine della pitu alta derivata che vi

compare. vettovs ;/@,'
Risolvere un’equazione differenziale significa trovare tutte le possibili funzioni

y = y(r) che soddisfano l’equazione data.
Considereremo nel seguito soltanto alcune semplici equazioni differenziali di

frequente uso in meccanica elementare.
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. 7.1. Equazioni del primo ordine a quadratura immediata
dy
=

o -boare] gy j}@');{{"

dove ¢ €& una costante arbitraria.

1.2. Equazioni del primo ordine a variabili separabili

dy ;
= S(t)gWw)

v _
sy T

da cui:

che pud essere risolta per quadratura, cioé integrando entrambi i membri
ﬁ_ dy
I
dy e dt

- = &j'(r) dr + ¢
ﬂ[‘ﬂ g(ﬂ) g Per esempio, I'equazione:

ﬂHs)

gW)

v _
) o a—b)

si risolve separando la variabile y al primo membro e la variabile indipendente ¢ al

secondo:
yvdy —
a- b_r2
da cui:
1 d(a — by?)
- =L .
20 (a-b) b

ed integrando

= _2]!) In(a-by*) =t1+c

7.3. Equazioni lineari del primo ordine

dove f e g sono funzioni di ¢ o costanti. _
Si moltiplicano ambo i membri dell’equazi er I’esponenziale Ve si

integra. - Q}“‘”At[ Q/”A% At —t-C-]




5(”23(0% 2

2

Si verifica immediatamente che

d { dy I dy
Varn _ ) ffdr ; ﬁrl.' _ ffdl [y ;
dt ye™] dt k' ¢ dt th

e quindi
ye]fd’ = E egfd’gdt +c

Per esempio, consideriamo I’equazione differenziale:

d
T):+ ay = bt con a e b costanti.

Si pud integrare moltiplicando ambo i membri per ¢% dt ed integrando:

ye® = bge‘”tdt+c =
{
-, =be‘"(——%)+c
a a

da cui

b 1
=—(t—-—|+ce™™
y a( G) ce

1.4. Equazioni lineari omogenee del secondo ordine a coefficienti

costanti
d?y dy ;s ;
"}}T+2“ i +by =20 con a ¢ b costanti reali.
a

Si dimostra facilmente che la funzione y = ¢™ ¢é soluzione dell’equazione dif-
ferenziale purché:

m*+2am+b=0 (equazione algebrica associata)

Dette m; ed m, le soluzioni dell’equazione algebrica la soluzione completa del-
equazione differenziale é:

J’(l) — C]ém” + Czemzl

dove ¢ e ¢; sono due costanti arbitrarie (tante quanto & I'ordine dell’equazione dif-
ferenziale).
Poiché:

ny, = —a 4+ a“—b

si possono avere tre possibilita:
i) @a*> > b, e quindi due radici reali dell’equazione algebrica

ii) a> = b, e quindi una sola radice reale; la soluzione & in questo caso

y)y=e (e, +qt)

t R
, ‘gh"’ t 375 i gl
- Ja Rf) b+jo P(#)dfgv(-(:f‘)s;/é: !
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i iii) a*> < b, e quindi radici complesse. Detto a*> — b = — n? si ha
)’(f) = {,—a.' ((Il (,m.'_i_ 0 (,—mr)
OVVEro
(1) = e ¥ (Acosnt+ Bsennt)
dove 4 e B sono due costanti arbitrarie
Se manca il termine contenente la derivata prima (a = 0) I’equazione si riduce .
alla forma
dly
+by =20
dr )
Se b > 0, si pone, di solito b = w’, e quindi:
d? 2
—5twy=20
dt ) ’
la cui soluzione é:
y(t) = Acoswr + Bsenwt = Csen(wt + ¢)
- dove C e ¢ sono costanti arbitrarie
-~ E&UASOME DIFFERSNE(ALI LINBAARL MoN OMOGEBNES
7.5. Equazioni del secondo ordine di tipo particolare
Salvo il caso in cui ’equazione sia esprimibile solo in forma implicita, la piu
generale equazione differenziale del secondo ordine ¢ del tipo
[!2 i j ; (){1,‘
2 = 3 1'1-_-
dt =% de
dove /¢ una qualunque funzione. Non esistono tecniche elementari di tipo gene-
rale per risolvere questa equazione; tuttavia possono essere trattate semplicemente
alcune sue forme particolari:
i) Equazione del tipo
2
dy -
— = f(1).
T f)
Questa equazione si risolve quadrando due volte:
= dy [ ..
g = F(1) + ¢ dove F(r) = \f(¢) dt

J = [F(f)+('|](llf+('g.

ii) Equazioni del tipo

Si pone

e dunque

ec

P

si

Sc

cl
Se

si




)_m, -

 ———— e ———

L’equazione differenziale diviene:

dx
dt

= f(1, x)

ed € cosi ricondotta a una equazione differenziale del primo ordine.

iii) equazioni del tipo

2
-/
Ponendo
% = %) 5
si ha
d’y dx dx dy dx
ar "~ Tar T d @

Sostituendo nella nostra equazione, questa diviene

che rappresenta una equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.
Separando e integrando, si ha

-—;_xl = F(y) + ¢ dove F(y) = Sf(}') dy

da cui
x:ﬂ- = + 2F(y) + 2¢

che rappresenta anch’essa un’equazione del primo ordine a variabili separabili, ed &
dunque immediatamente ricondotta alla quadratura.

iv) Equazioni del tipo

d?y dy
i (J S odir )
Mediante la sostituzione
. dy 7_ _
- X,
si ha
d’ _ _dx _ dx dy _ dx iy
dar dr dy  di dy
e dunque
dx
— s = )

L’equazione del secondo ordine & cosi ricondotta a una del primo ordine.
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