ALGEBR A
& ANAUS)
(ETTORIALE



Alcuni utili strumenti matematici 639

o il cui grafico e

6 ¢/2a

Al.12. Diffrazione da figure bidimensionali

Per cid che concerne la diffrazione da figure bidimensionali citiamo soltanto la
possibilitd di considerare una apertura rettangolare come il prodotto di due aper-
ture lineari indipendenti.

PARTE SECONDA
A 1L Alcune brevi considerazioni di algebra ed analisi vettoriale

Com’& noto il calcolo vettoriale & stato messo a punto da alcuni matematici ita-
liani (Ricci, Levi-Civita, etc.) sul finire del secolo scorso. Essi avevano denominato
questo settore della matematica calcolo assoluto (o0 intrinseco) per mettere in risalto
la possibilita di fare i calcoli, per il suo tramite, prescindendo da qualunque sistema
di riferimento.

Lo studente dovrebbe gia essere cosciente di cio. Se non lo ¢ rifletta sul fatto
che quando scrive:

A - B= ABcosa

= relazioni intrinsech
Ax B= ABsina i [ . el

sta considerando solo elementi geometrici intrinseci come il modulo dei vettori e la
loro posizione reciproca e non gia proiezioni dei vettori su sistemi di riferimento
(componenti). ’

Cid viene fatto, invece, allorché le relazioni vettoriali vengono espresse in ter-
mini di componenti:

P 1-B=AB.+AB+AB. = (LAié) (LBj&) =) ABi(- &)
AxB=0 46)x L B&) =) 4B (& x )

dove, per acquistare in compattezza e cosi come faremo nel seguito, abbiamo indi-
cato con 1, 2 e 3 rispettivamente x, y, z € con éy, &, & i versori I, j, k.
Una relazione vettoriale espressa in termini di componenti ¢ detta «rappresen-
tazione» di tale relazione.
Compattiamo ulteriormente la notazione adottando la:

Convenzione di Einstein: Un indice ripetuto in una espressione sottintende una
somma rispetto ad esso (se non altrimenti specificato). Tale indice viene detto muto.
Un indice non muto vien detto libero. Pertanto possiamo riscrivere le (2) come:

A-B= AB - ¢ [A.IL3a]
A x B= AiB;(éxé) [A.IL3Db]

Gli indici 7 e j ripetuti sono indici muti.
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Rappresentazione cartesiana del prodotto scalare

Indicheremo (¢; - ¢;) con &; (simbolo delta di Kronecker). Le proprieta della
delta di Kronecker sono quindi le proprieta del prodotto scalare fra versori ortogo-
nali. E cioé:

1l sei=j
6 = L. [A.11.4]
0 se i

Pertanto &; puo essere visto come un operatore che impone di porre indice ;
uguale a j (o viceversa). Quindi:

Si rifletta sul fatto che il membro intermedio & la somma di 9 termini, mentre I’ul-
timo & solo la somma di 3 termini.

Rappresentazione cartesiana del prodotto vettoriale

Consideriamo ora il prodotto vettoriale. Sappiamo che il prodotto vettoriale di
due versori ortogonali & uguale all’altro versore se la terna forma una permutazione
ciclica rispetto alla fondamentale, ed all’opposto dell’altro versore negli altri casi. E
nullo se i due versori da moltiplicare coincidono. In formula:

0 se i=j
€ x é=|é se i, j, k sono ciclici

—ér se i, j, k non sono ciclici
Compattamente si pud scrivere:
éi X é‘, = Ejjk ék [A.II6]

dove gy (simbolo di Levi-Civita a tre indici) & nullo se due indici sono uguali; &
pari a +1 se i, j, k sono ciclici ed & pari a (—1) se i, j, kK non sono ciclici (rispetto
ad 1, 2, 3).

Sono immediate le relazioni:

Ejjk = CRU = — &jkj, etc. [AH?]
Pertanto possiamo scrivere
Ax B = épegmABn [A.IL8]

Pud sembrare che I'introduzione dei simboli di Levi-Civita e Kronecker sia per lo
meno superflua dal momento che € una ridefinizione di quantita gia note. Invece il
loro uso sistematico consente di sveltire notevolmente il calcolo con i vettori e per-
mette, una volta superate le iniziali difficolta, di ridurre anche la probabilita di fare
errori, poiché con esso si riduce anche il numero di passaggi necessari per ottenere
il risultato. Ultimo ma non infimo vantaggio ¢ quello di avere per questa via la pos-
sibilita di individuare da sé I'identita che ¢ maggiormente utile ai fini del calcolo.
Prima di illustrare con esempi cido che intendiamo dire, riportiamo senza darne
dimostrazione la formula che consente di passare dai simboli di Levi-Civita a quelli
di Kronecker:

Eijk€itm = j!ﬁkm . 6jm5kf [AHg]

Questa formula si puo applicare solo se il primo indice degli € & lo stesso. Cio dato,
si ricordi che la regola mnemonica per ricordare gli indici delle 8 & uguale a quella
per il calcolo del determinante di una matrice di rango 2: (1122 — 12 21).
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m Prodotto tensoriale e sua rappresentazione cartesiana

Il prodotto tensoriale di due vettori consiste nell’ordinario prodotto termine a
termine dei loro componenti

AB = (4,6) (B,é) = AgB,é;é, = Ty éé, [A.IL.10]

I prodotti dei versori devono ora essere considerati come un tutt’'uno noncommu-
tante. Cosi ad esempio la «diade» ij & diversa dalla diade ji. Il prodotto scalare di
una diade per un versore & un versore. Bisogna distinguere il prodotto da destra:

ij-i=0 [ALIL11]

dal prodotto da sinistra:

1l termine tensore & un termine generico. Il tensore di rango 0 ¢ lo scalare, il ten-
sore di rango 1 & il vettore, il tensore di rango 2 ¢ il tensore propriamente detto, e
come gia riportato & possibile costruire tensori di rango piu elevato semplicemente
moltiplicando (tensorialmente), strutture di rango pill basso, fra loro.

Scomposizione di un tensore

Ogni tensore Tj pud essere scomposto nella somma di un tensore simmetrico
(S;=S;) e di un tensore antisimmetrico (d4; = —4;). Infatti, si ha:

T; = 172 (Ty+ Tp) + 12 (Ty— T;) [AIL12]

Pseudo-vettori

A questo riguardo & utile chiarire subito che il «vettore» che si ottiene dal pro-
dotto vettoriale (esterno) di due vettori & in realtd uno pseudovettore, in quanto
deriva dalla contrazione di un tensore di rango piu elevato. Esiste un modo sem-
plice per convincersi che i «vettori» che derivano da un prodotto vettoriale hanno
qualche proprieta diversa dai vettori veri (detti vettori polari per distinguerli dagli
pseudovettori, detti anche vettori assiali). Infatti se indichiamo con [, 'operatore
che inverte gli assi cartesiani si ha:

Iné = In(l;i X g) = In(ékekhnAle) = éxEim (—A) (=Bn) = 6‘
mentre
1,7 = I(éere) = ék(—n) = =7

e cioe, dissimilmente dal caso dei vettori polari, la rappresentazione dei vettori
assiali rimane inalterata dopo una inversione degli assi cartesiani.

Identita vettoriali

Si vuole ora dimostrare come le espressioni [A.IL5] e [A.IL8] per il prodotto
scalare e vettoriale siano particolarmente adatte nel calcolo delle identita vettoriali,
ciod nella ricerca di espressioni vettoriali caratterizzate dalla stessa rappresenta-
zione in ogni riferimento.

Si supponga, ad esempio, di essere interessati alla ricerca di una espressione
equivalente a:

-l
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Indicando (ﬁ X E) con X e (C"‘x 13) con )_’, si ha:

(AxB)-(CxD)=X-V= (per la AILS) = XY,
ed essendo
Xi=(AdxB) = s A1 B,
(per la [A.IL8]) e

Yi=(Cx D)= €ipnCnDy,
si ha:
€is A1Bs€imn CmDn = €jfs€imnA;BsCp Dy, =
= (8/mdsn — 81n8sm) A1B;Cri D, =
= OymOsnA;B; Cy Dy — 81485 AyB.CriD,, =
= AnBnCpDy— AyBy Coy Dy = (A1 Cp) (BrDy) — (A, Dy) (B Cr)
e cioe:

(AxR) (& xD)=-O)E-D)~(d-D) @G- )

che & P’espressione cercata.

Anche se nei passaggi intermedi abbiamo utilizzato le componenti cartesiane
ortogonali dei vettori in istudio, il risultato finale, essendo in forma assoluta, vale
immutato in ogni sistema di riferimento.

Con lo stesso metodo si possono ricavare le seguenti identitd vettoriali:

C-AxB)=B - (CxA)=A-(BxC) identita tripla [A.IL.13a]

(AxB)x C+(CxA)xB+(BxC)xA=0 identita di Jacobi [A.IL13b]

AxB)xC=BA-C)—AB-C) prodotto vettoriale  [A.I1.13¢]
doppio

etc. etc.

Nabla

Nel testo viene introdotto e commentato I'operatore vetroriale e differenziale
nabla.
Essendo un vettore esso ha una rappresentazione

/ assoluta v [A.1l.14a]
a 9 - a -

2 ian: [ ] ¢ = é;0; A.I1l.14b

e cartesiana % I+ 3y - + 3 k £;0; [A.IL.14b]

Le sue componenti esplicitano la natura differenziale di questo operatore. Essendo
queste delle derivate parziali rispetto alle variabili indipendenti x, y, z, si deduce
che il nabla opera su funzioni del punto f(x,y, z) = f(F).

Com’e noto i fisici e gli ingegneri usano chiamare le funzioni scalari di varia-
bile vettoriale:

F( campi scalari
e le funzioni vettoriali di variabile vettoriale:

A campi vettoriali.
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Gradiente, divergenza, rotore
.A
L’operatore nabla pud egsere applicato in maniera univoca ad un campo
scalare:

Vf= 60, [A.IL.15]

In questo caso prende il nome di gradiente.
Pud, invece, al pari ¢i yualunque altro vettore essere applicato ad un campo
vettoriale con tre diverse modelita:

2) V.4 = 0;4,0;= 8;4; = divd (A.IL16]
In questo caso l’operatore (V_" .) prende il nome di divergenza.

b) Vx A= éxermdAm = T0tA [A.IL17]
In questo caso l'operatore (5 x) prende il nome di rotore.

¢) VA = é;6,0,4; [A.11.18]

# Quest’ultima relazione prevede il prodotto tensoriale ('usuale prodotto termine a
termine) del nabla per il vettore A.
Tenendo presente la natura differenziale del nabla, si ha che:

a) generalmente esso non gode della proprieta commutativa,
b) quando opera sul prodotto di pill campi, vi opera come le derivate.

Tenuto conto di cid, & possibile trattarlo nel calcolo cosi come un vettore.

Dimostramo a mo’ di esempio alcune relazioni vettoriali utili in fisica.

Siano v, w due campi vettoriali ed / un campo scalare derivabili della posi-
zione. Valgono le seguenti identité:

1) V-@f) = 8i(vf)i= di(vif) = @V f+vidif =
= (V-V+V-V)f= fdivi+V-gradf

<y

2) Vx (V) = éxepmd(Vmf) = ExCim(OVmS +

+v,0/) = (Vx¥—VxV)f=frot¥—vxgradf

o ) VT xw = 3ileumVivm) =
= Eim (VIOiWm + Wn V) =

= (VxV) - w—(VxWw)-V=rotV-w—rotw-V
4) Vx (VX W) = &EmnOn(VX W=

= Es€smnEngt O (vgw) =

= éx(ﬁsqémr_ 6srﬁmt)’) (anm wy+ W0 Vq) =

= é,Vg0,w, + éqw9vg — EVg 0w — éw0gVy =

= TRV TR (V- V)
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5) Vx(VxA) = éeegmd(VxA), =
= €k kim0 (Ems 05 4)) =
= CxEkimEms0,0;4, =
= € (Bys By — 4y Oy5) 310, 4, =
= 6;,0,0;4, — ¢,0,0,4, =
= (6,9,) (8,4,) — (9,0) (6,4)) =
= V(V-A)— V24 = grad divA — lapl 4
Nel terz’ultimo passaggio si & invertito 'ordine delle derivate parziali supponendo

soddisfatte le condizioni previste dal teorema di Schwartz.
Analogamente si ricava:

6) V(A-B)=VA-B+VB.- 4
tenendo presente che V4-B# B-VA
+

S
<
X

Ny

A

=1}
<)

in quanto VA-B =

7) V(A x B) = —VBx A

[>T

A x

<)

Proprieta del simbolo di Levi-Civita

Dalla definizione del simbolo di Levi-Civita consegue che esso & antisimme-
trico rispetto ad ogni coppia di indici. Cambia segno, ciog, ogni volta che si traspon-
gono due qualunque dei suoi indici. Questo ha come conseguenza che se due degli
elementi su cui opera la € sono indistinguibili il prodotto & nullo. Infatti per I'indi-
stinguibilita degli operandi & possibile commutarli senza che questo cambi SEENno
all’espressione, ma trasponendo i loro indici I'espressione cambia segno. Poiché
I'unico vettore uguale al suo opposto & il vettore nullo, ne consegue che quel pro-
dotto vettoriale ¢ uguale a zero. ’

L’esempio che segue mostra come il rotore del gradiente di una qualunque
funzione scalare sia nullo. Infatti:

A E‘_FO[ gradgp = v X {6tp) = 1 em09,9= © [A.11.28]

invertendo l'ordine di derivazione si ha:
G0,y 09
operando una trasposizione degli indici / ed m in e, si ha:
—ékEm0,9;¢p = — rot grade
ciod A=—A che implica 4=0.
Tutto ci6 puo essere previsto osservando che nella espressione [A.I1.28] vi sono

due operandi trasponibili uguali, le due d cioé.
Dopo quanto detto si vede immediatamente che

div ['Olf:i = al(En’m a.'Am) . E:ll'm'a."a.'/'(lnu' = @

Pertanto possiamo dire che se due operandi trasponibili nell's di Levi-Civita sono
uguali espressione é nulla:

€xm Xy X1 Yy = 0 proprieta dell’indistinguibilita [A.I1.29]
degli operandi



Inoltre, se:
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eimArB;Cmn = 0 * proprieta dell’invertibilita [A.IL.39]
degli indici
allora é possibile trasporre due indici negli operandi.
Riepilogando si ha il seguente schema:
grad div rot
grad tens ﬁ(div) tens
div lapl no @
rot 0 no ViV ) -V
Il vettore posizione
P Il vettore posizione 7, essendo il vettore che individua la posizione del punto

corrente P(x,y,z) & una delle entitd vettoriali

In forma cartesiana esso ¢ dato da:

F=xf+yj+zi€= F.;("‘..‘

Sono immediate le seguenti relazioni:

g”l

-r

<1y

<l

= 6""5

= am (r; é:) = Opiéi = ém

-1 =

e B | — =
= 6yl = éul Im=1 1=

(I’) — énrfl(r) 8,,,r=f'(r) F

= 8,-r,-= 3

Xr=é Ekn’rnal‘rm = bty Oy = f

piu importanti.

amr'& Y /v

[A.IL31]

Tenendo presenti le [A.IL31] i calcoli che riguardano il vettore r ed il suo modulo

risultano molto agevolati.

Esempio n. 1 (campo di un dipolo di momento p):

Calcolare il gradiente di V(r)=T7- p/r’ essendo j un vettore costante. Si ha:

v

p-r
’J

— 3 5 =5 S
== I er'pi_3r PmImli€;i =

= r2@Pp=37@-N).

éiai ("‘_3 Pm rm) = éfprnai (rm r—S) =

éipm {I',,, (_3 r_4) "_1 ri + ng 6”11} =

645
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Esempio n. 2 (Potenziale vettore del campo di un dipolo di momento p):

Sia da calcolare il rotore del campo vettoriale C= 7 x j/r’ essendo P un vet-
tore costante. Si ha, per r # 0:

ﬁx(%xﬁ)

I

" I
€1 8kim O (Emﬂ 7:' Pr) =

1 P
= & (6k:6h_6k:5.fs)pf(r3 615'*"5( }'43) ,:) =
4 85 s (—3 Py 3 ré"3
_ g‘spr(r; ” rrfs ))_PIPI(T-*-%):
. P 3r(p-n
-

Esempio n. 3 (Irrotazionalita del campo di un dipolo).
Sia da calcolare il rotore del campo C= (37 (p- 7) — pri)/r. Per r # 0, si ha:

) V"x(?’_(ﬁ'ﬁ)s6><F(35'F)~F><V-(3'55'F)=

7 7 ’
A Pili - N B3 5 Ts -
=3e58,(r5 )xr=3ejp,-(7—+r,(—j—) r)xr=
. BExF_ISFxFFﬁ) 3pxr
=77 A
2)€x—’§—=@—ﬁxv"(~l3—)= Lo
r r r

Pertanto (1) — (2) = 0.

Esempio n. 4 (Momento torcente su spira sghemba).

Si voglia dimostrare che il valore del seguente integrale ¢ indipendente dalla
forma della linea chiusa y, ma dipende soltanto dal valore dell’area racchiusa,
(essendo B, uniforme):

/= é};x (dF x B,) = per la [All13c] =
v

(ﬁ(?- B,) di — CEJ(F- dr) B, =
Y T

= @ésdrsr,-Boj = per la [AIL.12] =
v

Il

@éSBD,-%(drsr,- + driry) + @ % é; B, (dryri— driry) =
¥ ¥
= -I—CSD(F-ﬁo)dF—(En'dF)F=—]— @)E,,x(d;xa=
2 ¥ 2 -
= — B, x é)—;—.;xdf= S x B,
T

Si noti che al 2° e 4° passaggio & stata annullata la circuitazione di un differenziale

esatto. Nell’ultimo passaggio, ’area - Fx dr & stata indicata con S.
Y
v 40
. 2 0
i Vo 1 =
Y'\



pr v4d

B =
1= 0
= 2
Y4

\VARN}
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it
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ey

Operatore gradiente

zA

Fx

Per il tratto CP:

x=Xx=cost|] dx=10
y=y=cost[ dp =10
2= dz = dz
dunque:
P H 1
(fedx +fydy + fodz) = | czdz=—+ cz?
c 0 2 .
Dunque in definitiva
S By doe TR
V(x,y,2)— ¥(0,0,0) = 7ax + bxy +—§- cz

OVVEro:
: 1 5 17945
Vix,y,z) = =5 ax®+ bxy +—2-cz + costante .

E immediato verificare che effettuando le derivate parziali di questa funzione
si ottengono in effetti le [IV.64], cosi come richiesto dalle [IV.62].

IV.8.4. L’operatore gradiente in coordinate cartesiane e polari

Abbiamo visto che, quando sia noto il potenziale in funzione delle coordinate
cartesiane, le componenti della forza secondo i tre assi possOno essere facilmente
calcolate effettuando le derivate parziali del potenziale stesso secondo le tre coordi-
nate.

Pud essere utile, talvolta, trattare il problema in coordinate polari: avendo
allora a disposizione I'espressione del potenziale in funzione di r, 8, @, si dovranno
trovare le componenti della forza secondo i versori 7, 8, § (vedi figura).

Cid pud essere fatto in maniera compatta introducendo P'operatore vettoriale
gradiente. 1’operatore gradiente, che si indica col simbolo V7, ¢ definito dalla rela-
zione:

G V.di = dv [IV.65]

1l gradiente di V' é quel vettore che moltiplicando scalarmente per lo spostamento ele-
mentare dr fornisce il differenziale dV della Sunzione.

Nel caso che V rappresenti il potenziale di un campo di forze conservativo,
essendo (per la IV.60) dV = dL = f- dr, il gradiente di V rappresenta il campo di
forze

f=vV [IV.66]

In coordinate cartesiane, lo spostamento dr ha per componenti dx, dy, dz, per cui
tenendo conto della definizione [IV.57] del differenziale, la [IV.65] diviene

VV.di= V,V-dx+ V,V-dy+ vV dz=—a—de+—Q£dy+ i

ax dy a2 2
da cui discende, per confronto,
614 14 14
V =0 . S e —
V x F vV 3 VvV 32 [IV.67]

S I A I e e e et e e R e
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Le componenti cartesiane del gradiente di una funzione V sono le derivate parziali
della funzione stessa rispetto alle tre coordinate.

Nel caso di coordinate polari, il differenziale della funzione V(r, 8, @) &,
secondo la [IV.57]

oV oV oV
ar Ut gg 48+ 5" do (IV.68]

dV =

Mentre, come si vede in figura, le componenti dello spostamento dF sono
(dr); = dr (dr)g = rd9 (dr)g = rsin@ do [IV.69]

Introducendo la [IV.68] e la [IV.69] nella [IV.65] si ha:

; 14 oV v
ViV-dr+ VoV-rdo+ VoV -rsinfde = ar dar+ 20 de + Bin do
da cui per confronto risulta:
aV 1 oV 1 14
M= or Vigli= r a0 Vil = rsin® d¢ (IV-70]

che costituiscono la rappresentazione polare (o sferica) del gradiente. Se V & il
potenziale di un campo di forze conservativo, secondo la [IV.66] si ha che le [IV.70]
rappresentano /e componenti polari del campo di forze.

IV.9. 1l teorema di conservazione dell’energia meccanica

In un campo di forze conservativo, dunque, il lavoro L,z puo essere
espresso tramite la [IV.56], cioé¢ come differenza fra i valori che la funzione
potenziale V assume in B e in A4:

L= V(B)— V(4)

Associando questa relazione con la [IV.42] - valida qualunque sia la natura
delle forze agenti - che esprime il teorema dell’energia cinetica, si ha

Ky— Ky = V(B)— V(4)
OVVvero
KA . V(A) = KB_ V(B)

Introduciamo ora la funzione U(x,y, z) definita come I'opposto del poten-
ziale (U= — V), la precedente relazione diviene

K+ Ud) = Kz + UB) [IV.71]

e poiché i punti A e B sono due punti qualunque, questa equivale a scri-
vere

K+ U= E = costante [IV.72]

Componenti cartesiane del
gradiente

Componenti polari del campo
(del gradiente)
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Py (Campi centrali ‘3 l

Ogni campo radiale a sitnmetria sferica (campo centrale) & conservativo in
tutto lo spazio. Cid significa, in termini locali, che il rotore del campo & ovunque
nullo. Infatti, indicando il generico campo centrale con:

E= f(nr
si ha: CE/‘J\-'L‘DJ& —> con 'S-t’/m/c/j.(‘v;/“
rotE =V x E = éxepm0 (F(r) Fm) =
. Y
s = & epam VO L (N + F(D) Oy} = Vem et 14
B r= ?t_, 1« Exctm (@1 (M) + (1) B } N, \[(\l_ Wr o ap t;/x-..r»\‘sﬂ.-”/di

€k Exm (f fr) rim + f(r) 5.rm) 2

Questa espressione ¢ identicamente nulla: il primo addendo per I’indistinguibilita
dei due operandi [A.I1.29], ed il secondo addendo perché la delta di Kronecker
impone I'uguaglianza di due indici nel simbolo di Levi-Civita.

~ Campi conservativi o ta‘w{‘aﬂw_m/& !/{ !

Definizione

Un campo vettoriale £ & conservativo in R se, in tutti i punti del dominio semplice-
mente connesso R, vale:

rotE =

Potenziale scalare

Si & mostrato [A.I1.18] come il rotore del gradiente di una qualunque funzione sca-
lare V sia identicamente nullo:

rotgrad V=0

E possibile pertanto associare ad ogni campo conservativo E un campo scalare V,
tale che:

E=—-VV [A.I132]

Il campo V prende il nome di potenziale scalare del campo E. Come si vede, ad un
assegnato campo conservativo E sono associati infiniti potenziali scalari. Infatti se V
& un potenziale scalare, anche

V' = V+ cost
risulta essere un potenziale scalare di E.

Per ricavare il potenziale da un assegnato campo vettoriale ¢ necessario inver-
tire 1a relazione [A.I1.32] o, in altri termini, integrare questa equazione differenziale
del primo ordine alle derivate parziali.

Nei limiti di questa succinta rassegna si segnalano due procedimenti:

1) Se il campo considerato non & anche solenoidale (div E = 0) oltre che con-
servativo, la sua divergenza sara pari ad una qualche funzione scalare, diciamo p:

divE =p
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€ poiché E=—-vVV si ha:

V. E=-V.(VN=-Vr=p
e ciog
V= —p [Equaz. di Poisson]

E noto dall’Analisi che se le sorgenti p sono tutte al finito, se non vi sono
superfici limiti (la regione di validita dell’equazione ¢ estesa a tutto lo spazio To)
ed il campo decresce con la distanza con sufficiente rapidita, allora I’equazione dj
Poisson ammette la soluzione:

=\ _ _ 1 Pi _ p(Fl)dT]
Vin) = V= an ) dn = —— i [A.11.34)
avendo definito n, = |; — 7| come distanza fra punto campo e punto sorgente.

2) Se & noto E anziché p, il modo di invertire la relazione [A.I1.32] & quello dj
realizzare che il differenziale totale di una generica funzione scalare S puod essere
scritto come:

df = Vf - dF

Pertanto moltiplicando scalarmente ambo i membri della [A.I1.32] per dr, si ha:

E-di=—VV.dfi=—dV

e, integrando fra due punti qualunque, si ottiene:
b_ b
g E.dr = —K dV=V,—V, [A.I1.35]
a “a

relazione che fornisce V a partire da E.

Proprieta dei campi irrotazionali

1) L’eq. [A.IL.35] mostra inoltre come il valore dell’integrale di linea non
dipenda dal percorso, ma solo dal valore di Vin ae b. Quindi indicanco con v, e y,
due distinti percorsi colleganti i punti @ e b, si ha lulteriore relazione:

E E.-dr= g E-dr [y v v2 = curva chiusa]
il 12

0, equivalentemente:

2) @E‘ dr =10 [per ogni curva chiusa semplice e riducibile].

E cio¢ la circuitazione di un campo conservativo lungo una linea semplice, chiusa e
riducibile ¢ sempre nulla. La riducibilita della curva, nelle relazioni non locali, cosi
come la semplice connessione di R, nelle relazioni locali rende ciascuna delle equa-
zioni riportate condizione necessaria e sufficiente per la conservativita del campo e
ciascuna di queste relazioni perfettamente equivalente ad ognuna delle altre.
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o Teorema di Gauss

Abbiamo supposto che:
divE = P,
pertanto, integrando su un volume semplicemente connesso T, si ha:

SV--Edt='§pd‘c

che, dopo I'applicazione del teorema della divergenza, diventa:

(i)E-d§=SpdrE Oine
S T

E ciog, il flusso del can.po attraverso una qualunque superﬁc1e semplice e chiusa S,
¢ sempre uguale alle intensita delle sorgenti contenute in S.

e

lCampi centrali_e solenoidalita [Z{-?

N
Indaghiamo ora sulla solenoidalita dei campi centrali. Vediamo cioé sotto quali
condizioni si verifica:
divE = 0
Si ha:
V-GN =08, r)=nrf(Nrlr+f(n)dirn=rf()+3f(r),
espressione in generale diversa da zero.
Integrandola (per separazione delle variabili) si ha immediatamente, per r= 0:
f(r) = cost/r
il che dimostra che un campo centrale solo se va all’infinito come r
noidale in tutto lo spazio tranne lorigine.
Campi azimutali \ g—l
Ogni campo sferico-tangenziale a simmetria circolare (campo azimutale) (vedi
figura) & solenoidale in tutto lo spazio.
g | o
Ae ™ A B= Kx?(ﬂw
/ o - = -
/—v—" / \\
/ > d ol \
= aad o % Fig. 37
—,
[ /
‘ i OF (‘Mujjazi
) - —
-

=2 risulta sole-
Q/V\ Pz ~30wv ¢ cost

A aae

=0 l?t. NBAC :J 0/&

—ff'/ cOMSLN Od U VT~
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Cid significa, localmente, che la divergenza del campo & ovunque nulla. Infatti
indicando il generico campo azimutale con:

kxf(rF

essendo k un vettore costante, si ha:

B

V-B=V.-(kxf(ND = 0 (eitm ki f(r) rm) =

= & k13 (1) ) = sum lL,(?)— it + £ () Bimf - = O

Questa espressione & identicamente nulla: il primo addendo per I'indistinguibilita

dei due operandi [A.I1.29], ed il secondo addendo perché la delta di Kronecker
impone 1'uguaglianza di due indici nel simbolo di Levi-Civita.

definizione

Un campo vettoriale B & solenoidale in R se, in tutti i punti del dominio sem-
plicemente connesso R, vale:

V.B=divB=0

Potenziale vettore

Si & mostrato [A.IL.18] come la divergenza del rotore di un qualunque campo
vettoriale A sia identicamente nulla:

V.(VxA)= divrotd = 0

E possibile pertanto associare ad ogni campo solenoidale Bun campo vettoriale E,
tale che:

B=rotd =Vx4. [A.IL40]

Il campo A prende il nome di potenziale vettore del campo B. Come si vede ad un
assegnato campo solenoidale B sono associati infiniti potenziali vettori. Infatti se A
& un potenziale vettore, anche

risulta essere un potenziale vettore di B.

Per ricavare un potenziale vettore da un assegnato campo vettoriale & necessa-
rio invertire la relazione [A.IL.40].

E possibile seguire un procedimento analogo a quello indicato nel caso del
potenziale scalare. Infatti, se il campo considerato non & anche irrotazionale
(rot B = 0)_oltre che solenoidale, il suo rotore sara pari ad una qualche funzione
vettoriale J, sara cioe:

rotB = J

e poiché B=rotA si ha:
rotB = rotrotd = grad divA — ]aplﬁ = — laplA—

o cid che ¢ lo stesso:

VxB=Vx((VxAd)=V(V-4)— V4 =—v4




I
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avendo scelto un potenziale a sua volta solenoidale (Gauge di Coulomb)". E in
definitiva:

Vig=—1J [Equazione di Poisson]

Come si sa una equazione vettoriale equivale ad un sistema di tre equazioni scalari
indipendenti, conseguentemente la soluzione della equazione vettoriale di Poisson
&, se soddisfatte le condizioni gia menzionate, for—almente identica alla soluzione
della corrispondente equazione scalare [A.IL.24]. Si ha pertanto:

- 1 -
A2=_4?' dT] J]/flz

avendo indicato con 1 il punto sorgente e con 2 il punto campo. La relazione
appena trovata & la relazione inversa della [A.IL.40].

Questa espressione consente di ricavare immediatamente una relazione non
locale per il campo B. Infatti, si ha:

= o 1 S . .-i]
= =—1\ ¥V _— =
Bg_ V2 X A2 An Lo 7 X ( o ) d‘fl
1 = [ 1 - 1 | &hxi7
—478 "2(‘)”‘ =73 \t =
in quanto V"’z X .7, =0. -

ra ® 2
Indicando il termine J; dt; con dEl si ha:

Il

E: _ 41“: gt dkl X I

3
i 2

Da questa relazione & evidente che il campo totale B pud essere visto come la
sovrapposizione di infiniti campi elementari, di valore:

B 1 dky % i Legge elementare
27 4q Pz di Laplace

Se, in particolare, le sorgenti .71 dt, hanno struttura monodimensionale (fili-

forme), allora la loro intensita si pud esprimere come idr, e la legge elementare di
Laplace, diventa:

dBQ:'__

Proprieta dei campi solenoidali

1. 11 flusso del campo attraverso una superficie chiusa e sempre nullo
(g) B-dS=10

M §j dice che si & scelta la gauge di Coulomb quando si impone al potenziale vettore 4 la
relazione div4 = 0. Una tale scelta & sempre possibile poiché, come si sa un potenziale vet-
tore ¢ sempre definito a meno del gradiente di una funzione arbitraria.
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2. 1l flusso attraverso una superficie semplicemente connessa non dipende

» dalla superficie, ma solo dalla curva su cui questa superficie insiste.
L B-dS, = g B-d5; [S, U S, = Sup. chiusa]
1 5

3. 1l flusso del campo attraverso una superficie semplicemente connessa &
uguale alla circuitazione del potenziale vettore lungo la curva su cui la superficie
insiste. f ,

|5 d5=|rod-a5=|d o
S s Y
Teorema d’Ampere
Abbiamo supposto che:
rotB = J

pertanto calcolandone il flusso attraverso una superficie S (semplicemente con-
nessa) avente y come curva di contorno, si ha;

| otB 5= | 7.a5
s s
che, per il teorema di Stokes, diventa:
@E - dr = fcone.
4
Campi azimutali e irrotazionalita [?’
Indaghiamo ora sulla irrotazionalitd dei campi azimutali. Vediamo cio¢ sotto
quali condizioni si verifica:
rotB = 0
Si ha:
6 X ("'-‘. Xf(!') 'T) = Egpm é.va.' (E x f(r) F)m =
- = Esln Emqr éy kqaf (f(rr)=

= (Bugu— Burbig) duky [1(7) B+ 1, L r,) -

R R ! . . ! r .
Egkgf (r) 8y + (,qqu!r’f_](r’.).__ éikof (r) 04 + Le,qu,% rg =

= B340+ krf () —kpo) - 77 L) o

"
=0k R-F LD
In generale # 0.

P ?(r):cmi’ YXE= iQE WL CPA'UJJ* ﬁwfj%‘c\:- aufwfm)
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i Se assumiamo per f(r) la dipendenza funzionale suggerita dalla legge elemen-
e tare di Laplace (f(r)=1/r%), si ha:

rotB = (3F(k- =k =C

I

Campo di un dipolo di momento k. Si vede cosi che:

-

B=kxFr

¢ un potenziale vettore di C.

P %fr’): ?\:3 VX?_:_%$K+Z.W+?(K-w) _\,{27_5:
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.,C&W‘T‘-E_A am/wﬂda& E::. K_x?(ﬂ'{‘
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VxB =0 4 VP,(V)E +zP(r)5—r(&-ﬂ 0 o

\'a
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