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148 Dielettrici

Densita di energia elettrostatica

Energia elettrostatica

Figura 5.34

campo elettrico; nella (5.47) compare e rispetto al caso in cui il dielettrico & il
vuoto I’energia & diminuita proprio del fattore k. La quantitd
s g 1 D?
bl

: ,EEE%:E? (548)

rappresenta la densita di energia elettrostatica.
Pure adesso la formula (5.48) & di validita generale: in una regione in cui esiste
campo elettrico I’energia elettrostatica & distribuita con densita (5.48) e vale

T

U= f 'u,-dr=j %sE*dt . (5.49)

Nei dielettrici anisotropi la (5.48) diventa

1
=—E-D 5.50
U, 5 . (5.50)

e il prodotto scalare mette in evidenza che in questi dielettrici i campi E e D non
sono paralleli.

Poiché per riempire di campo elettrico un dato volume occorre spendere per
unitd di volume il lavoro 1/2 & E? e in presenza di dielettrico tale lavoro risulta, a
parita di campo elettrico, 1/2 & k E?, ladifferenza 1/2 & (x — 1) E® rappresenta evi-
dentemente il lavoro necessario per polarizzare 1'unita di volume del dielettrico
(lavoro che nel vuoto & nullo). In effetti, per separare di dx la carica g dalla carica
— q occorre spendere il lavoro dW = E g dx = E dp, dove dp ¢ il momento di dipolo
elettrico creato con la separazione dx; nell’unita di volume

dW=EdP=Eg, (k- 1) dE

e integrando si ottiene appunto 1/2 g (k — 1) E*.

Esempio 5.6

In un condensatore piano, le cui armature sono quadrate di lato d e distanti h, & parzial-
mente inserita una lastra di dielettrico di spessore h. Assumendo che la carica libera

sulle armature sia costante, calcolare in funzione della posizione della lastra le densita
di carica, la d.d.p., la capacita e I’energia elettrostatica.

Soluzione
Le armature sono equipotenziali e quindi il campo elettrico & lo stesso sia nella regione

vuota larga d — x che nella regione riempita di dielettrico larga x. Dette o, e 0, le densita
di carica libera sulle armature in corrispondenza delle due zone, si ha

Bofat s poe
& K&

= 0, =K

La maggior densita di carica libera sulle armature in corrispondenza del dielettrico com-
pensa la carica di polarizzazione

0,=0,—-0,=(k-1)0,= -




Campo elettrico all’i

11 vettore induzione dielettrica & maggiore nel dielettrico che nel vuoto:
Di=6E , D2=£.,E+P=sﬁE+a,(x—1)E=£OKE=KD,
La carica totale del condensatore &

q=q1+ 4= 0, (d-x)d+ oyxd

e quindi, essendo 0, = K G, si ha

. a N . S
O W=gre-ng 2O T@rx-na
py=-29 o EO a

& K& Sﬂd[d+(!€-l)x]

(k-1gq

o, (=0 (x)— 0 (x) =m

La d.d.p. ai capi del condensatore &

g, (x) h=°'2(x) _ qh

Vigi=BN= e | &dld+(x-141

e la capacita del condensatore vale

Cl)= q9 _ gd[d+(k-1)x] =E‘od(d—x) 5 & Kdx

V(x) h h h

equivalente, come c’era da aspettarsi, alla capacita di due condensatori in parallelo.
L’energia elettrostatica del sistema si scrive

q*h
2e,d [d+(k—1)x]

q?.
U' = — =
w 2C

(5.51)
e si verifica subito che questa espressione corrisponde a

U,(.t):%soEld(d—x)IH%EO xE dxh

nterno di una cavita in un dielettrico 149

Esempio 5.7

Lo spazio compreso tra le armature di un condensatore sferico, di raggio interno R, e
raggio esterno R,, & riempito parzialmente da un dielettrico lineare e omogenco di
costante dielettrica relativa k che occupa la corona sferica compresa tra R, ¢ Ry , con
R, < R, . Calcolare I’energia elettrostatica del sistema e la densita di carica di polarizza-
zione.

Soluzione

Per ragioni di simmetria E, P, D sono radiali e dipendono solo da r. L'induzione die-
lettrica si ricava come nell’esempio 5.1 in quanto il suo flusso dipende solo dalla carica
libera sulle armature g. Vale quindi in tutta I’intercapedine la (5.29):

D= 4 u,

4mrt

Da questa e da (5.48) si calcola I'energia elettrostatica del sistema, tenendo presente che

L ED, xdh LED, d(d—)h

Figura 5.35




150 Dielettrici

Figura 5.36

Figura 5.37

¢’& una variazione di dielettrico per r =Ry :

Ry 2 R pe2
U,=j it 4m—’dr+j —D—4m3dr
R, 2K& &, 2&

v L R Ty
T 8nxe \R R 87, \Ry, R, 2\ a I

La capacita C & quella della serie di due condensatori C, e C, sferici, il primo con die-
lettrico e il secondo vuoto.
La densit di carica di polarizzazione sulle due facce della corona sferica dielettrica e

| K-1 q

o,(R)=P,-u=-P,-u,=- D -u =- _
[(l) | 1 1 1 K 4ER%

il

k-1 k-1 q
o,(R)=P,-u, =P,-u,= D, -u = i
K K 4 TR}

avendo utilizzato (5.27). E evidente che

5 -1
g, R)=0,(R)4nR}=—- &

fi’:—(J;;(Rz):*O',.(Rg)“ TI':R?_i_

All’interno del dielettrico non ci sono cariche libere per cui V - D = 0 e di conseguenza
p,=-V-P=0,essendo k costante. La verifica diretta & immediata, come nell’esempio
5.1
Se R, coincide con R, il condensatore & totalmente riempito dal dielettrico e 'energia
vale

e e
T 2 larnke \R R, 20

2

R
con C=4m K & ——— , K volte maggiore che nel vuoto.

A |

Infine se R, tende all’infinito

U,.= T = i , C=4nK&R,
8nxe&R, 2C

Abbiamo cosi I’energia elettrostatica e la capaciti di una sfera conduttrice immersa in
un dielettrico indefinito (esempio 5.1).

Esempio 5.8

Calcolare la forza con cui la lastra di dielettrico dell’esempio 5.6 & attirata dentro il con-
densatore. Esaminare anche il caso in cui la d.d.p. ai capi del condensatore resti costante.

Soluzione

L’energia elettrostatica & data da (5.51); lo spostamento della lastra comporta una varia-
zione di energia e alla fine, quando il condensatore & completamente riempito dalla
lastra, I’energia & minima. Essendo il sistema a carica costante, ciog isolato, la diminu-
zione di energia corrisponde al lavoro fornito dalla forza elettrica che vale

au, — ¢'h K—1

Fx)=-

dx  28d [d+(xk-1)x]




ovvero, ricorrendo all’espressione del campo elettrico calcolata nell’esempio 5.6,
F(x):—;—a;.(rc— DE'WE (5.52)

= hd ¢ la sezione della lastra, ciog la superficie su cui agisce la forza F. Si noti che que-
sta dipende da x.

Il processo considerato avviene a carica costante. Se_invece si mantiene costante la
d.d.p. tra le armature, tramite il collegamento con un generatore, il campo elettrico &
sempre costante, indipendentemente dalla posizione della lastra, e vale £ = V/ h.L’ener-
gia elettrostatica si scrive pidl convenientemente nella forma

2

) IC()V" ¢ i [d+(k—1)x]
= — 2= — gy —[d+ (k- ,
2 & 2 & h *

dove abbiamo utilizzato I’espressione della capacita ricavata nell” esempio 5.6. L’ener-
gia aumenta, per un avanzamento dx, della quantita
V3 Vigd
M= O @ =2 (- 1) e
2 2h

Seguiamo in questo caso lo stesso ragionamento sviluppato nel paragrafo 4.9. Per man-
tenere costante la d.d.p. V in presenza di un aumento di capacita dC(x) il generatore deve
spostare la carica dg = V dC dall’armatura negativa a quella positiva compiendo il lavo-
ro dW,, = V dg = V* dC a spese della propria energia Uy, che varia di dU, =
— dW,, == V*dC. Osserviamo che ritroviamo la meta di questo lavoro nell’aumento di
energia elettrostatica dU, e quindi la restante meta & spesa come lavoro per fare avanza-
re la lastra,

A=

dC=dU, .

la forza corrispondente, indipendente da x, risulta

podU. _ Vied(x-1)
dx 2h

Poiché

V" de=-Y ape .t
2 o

dUy=d (Upn + U)==V?>dC +

la forza appena calcolata & — dU,, / dx .
Sostituendo Eh al posto di V
F=%a,(x— ) EU::I:%&,(K— DEE

formalmente eguale a (5.52).
Riassumendo: nel processo a carica costante in cui dU,, = dU,

F:—(ﬂ) s
dx g4 = cost

mentre nel processo a potenziale costante in cui dU,,, = - dU,

F= (d&)
dx V =cost

Abbiamo ritrovato in questo caso, che & fisicamente diverso, le relazioni (4.38, 4.39). In
effetti esse rivestono carattere generale: la forza agente si pud sempre calcolare come
l'opposto del gradiente dell'energia elettrostatica se il processo é a carica costante e
come gradiente della stessa energia se il processo é a potenziale costante.

L’energia elettrostatica nei dielettrici 151
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Figura 5.38

Figura 5.39
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