METODI MATEMATICI DELLA FISICA
A.A. 2006/2007 — Prof. C. Presilla

Prova finale 29 marzo 2007

Cognome

Nome

in sostituzione delle prove in itinere (segnare) | 1 | 2

penalita

esercizio voto

1

2




Esercizio 1 Siano a, b, ¢ € C, determinare sotto quale condizione I’equazione
az+bz+c=0

ha una e una sola soluzione e determinare tale soluzione.
[punteggio 5]

L’equazione proposta e la sua complessa coniugata formano il sistema lineare
di equazioni

az +bz = —c
bz+az=—-¢

nelle incognite z e z. Il sistema ammette una e una sola soluzione se il
determinante associato ¢ non nullo

a b

02 =1aP - 0.

In tal caso, usando la regola di Cramer la soluzione &

—c b
—Cc a be — ac
z = =
b

a jaf* = bl
b @



Esercizio 2 Per la serie di potenze Y > ;a,(z — 29)" con an, 2,z € C si
definisca il numero R, 0 < R < oo, mediante la formula di Hadamard

1 1

— = limsup |a,|"/",

R nﬂoop| nl
dimostrare che la serie converge uniformemente in B(zp,7) con 0 < r < R.
[punteggio 6]

Per semplicita di notazione si ponga w = z — 2.

Sia 0 < r < R, allora 3 p tale che r < p < R. Poiché 1/p > 1/R =
lim sup|an|1/ " dalla definizione di limsup concludiamo che 3 N tale che
lan|Y/™ < 1/p ¥n > N. Quest’ultima disugualianza puo essere riscritta come
lan| < 1/p" e quindi Vw € B(0, p) si ha |a,w™| < (Jw| /p)™ < (r/p)" ¥n > N.
Poiché r/p < 1, la serie reale ) ° (r/p)"™ converge e pertanto in base al
test M di Weierstrass la serie Y " an(z — 29)™ converge uniformemente in

B(ZQ,T).



Esercizio 3 Determinare il valore dell’integrale

1
/:dZ
C <

dove C' & il cammino chiuso, percorso in verso antiorario, formato dal seg-

mento L1 congiungente i punti =1 — ¢ e dall’arco di circonferenza Lo =
{2(t) = V2e", —n/4 <t <5m/4}.

[punteggio 5]

Posto C' = L1 U L9 con

Li={z(t)=t—i, —1<t<1},
Lo = {z(t) = V2, —nx/4 <t < 5m/4},

si ha

1 1 1
/:dZ:/:dZ+/ :dz
cz L1 # Cr #

In base alla definizione di integrale

J.

Sm/4 4 1 . 1 .
/ dz = / _iV/2eftdt = Ze™/2 _ Zeim/2
Lo —7/4 \/567“t 2 2

1
1
dz = /1 st = log(1+1) — log(~1+1) = —ig

IS

0| =

In conclusione

1 s
Zdr—i(l— =
/cf Py



Esercizio 4 Determinare lo sviluppo in serie di Taylor intorno al punto
zo = 0 della funzione arctan z e il corrispondente raggio di convergenza.

[punteggio 5]

Si ha
d 1 > o\
Earctanz BETi nEO (—2z%) |z <1

e quindi integrando termine a termine

arctan z = /z i(—l)anTde — i ﬂz%ﬁ—l ‘Z‘ <1
0 n=0 n=0 n+1

Il raggio di convergenza ¢ evidentemente R = 1. Allo stesso risultato si
giunge con la formula di Hadamard

.
= lim sup | an| /™

dove
0 - (=1)»=1/2/p n dispari
"1 0 n pari

¢ il coefficiente della serie riscritta nella forma » > a,2".



Esercizio 5 Determinare la derivata quarta, f((0), in z = 0 della fun-
zione

f(z) = —

COS 2

[punteggio 6]

La funzione f(z) e analitica per |z| < 7/2 e in tale disco & sviluppabile in
serie di Maclaurin

_ M0 k

1) ;

k=0
D’altro canto utilizzando lo sviluppo notevole di cos z intorno a z =0

1

z2 24 26
1—7+ﬂ—m+...

flz) =

22 24 22 Z4 2 22 24
= 1-[-Z+=+...|+|-F+=+...) " [-+=+...

2 24 2 24 2 24
1 1 1
= 1+ =22 —— A+
+2z +< 24+4>z+

Per I'unicita dello sviluppo in serie di Taylor, si ha

f(4)(0) — <_i + i) 4! = 5.



Esercizio 6 Si determini la natura della singolarita in z = 0 delle seguenti
funzioni e, se il caso, il valore del corrispondente residuo
exp(sin 2) sin z
() SEEEL)
z og(cos z)
Per il logaritmo si assuma il ramo principale.
[punteggio 6]

(a) Ricordando gli sviluppi di Maclaurin di exp z e sin z, si ha

k
exp(sinz) ;g_jf:;g G Ve
22 22 KU\ = (2n + 1)!

Pertanto la singolarita ¢ un polo doppio e

e S
Res 7xp(521n 2) =1
z2=0 z

(a) Ricordando gli sviluppi notevoli

o~ (=t o~ (=D ("
log(1+2) = Z ——2" cosz= Z 22" sinz = Z o

n (2n)! o (2n+1)!

n=1 n=0

e osservando che log(cos z) & analitica in un intorno di z = 0, si ha

log(cosz) = log(1l+ (cosz—1))
B L 2+
B 2 24 2\ 2 24
22 24 28
- T2 TR B
e quindi
sin z _ z—%g—l—...
1 - 2 2 9,4
og(cos 2) _2 (1_,_%_‘_%.”)
2 z3+ 1 z2+2z4+ n
= - z— —=+—+.
22 6 6 45
B 2 2z
B 3

Pertanto la singolarita ¢ un polo semplice e

sin 2 9
e ——— = —
2=0 log(cos z)




In dettaglio, la funzione log(cos z) ¢ analitica in tutto il piano complesso
ad eccezione dei punti z(¢) tale che cos(z(t)) = —t con t € [0,00). Posto
w(t) = exp(iz(t)), si ha

o —tEWVI=E teo)
w()—{ —t+VEZ—1 tel,o0)

Per t € [0,1), si ha
At) = —ilog <—t +iv/1— t2>

= <1n t2+(1—t2)+i(<p(t)+2k7r)>
= o) +2kr  k=0,£1,%2,...

dove m/2 < p(t) < 37/2 (cos g negativo e sin positivo o negativo), cioe
i segmenti dell’asse reale [(2k + 1/2)m, (2k 4+ 3/2)x] con k = 0,£1,+2,....
Per t € [1,00), si ha

2(t) = —ilog(—tj: \/152—1)
— <ln<t:|: \/tzj)—i-i(w—i-mfw))
- (2k:—|—1)7r—i1n(tq:\/t2—1) k=0,+1,42,...

che rappresentano gli assi immaginari passanti per z = (2k + 1)7 con k =
0,+1,42, ...

I min

Figure 1: Grafici di livello della parte reale (sinistra) e della parte immagi-
naria (destra) di log(cos z) con z = = + iy.
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Esercizio 1 Determinare il numero di zeri dell’equazione
B4dad -2 4+1=0

nella regione |z| < 1.
[punteggio 10]

Posto f(z) = 42° e g(z) = 2% — 22 + 1 il problema & quello di trovare il
numero di zeri di f(2) 4+ g(z) = 0 nella regione |z| < 1. Sul bordo di questa
regione, cioé per |z| =1, si ha

|f(2)] =4
9(2) = |2* = 22+ 1] < |28 + |22 + 1] = 3

pertanto |f(z)| > |g(2)| per |z| = 1. Per il teorema di Rouché, fe f+g
hanno allora lo stesso numero di zeri nella regione |z| < 1. Poiché f(z) ha
uno zero di ordine 5 in z = 0, I'equazione considerata ha 5 zeri in |z| < 1.



Esercizio 2 Calcolare il valore del seguente integrale di Bromwich

1 1
— 1 =t d €C, t>0
270 Rso LRe (z—20)(z — 21) : w072

dove L ={2(y) =a+iy, —R<y <R, a>Rezy, a>Rez}.
[punteggio 12]

Si ponga f(z) = (z — 20) (2 — z1)"1. Detto C = Lg U Cg il cammino di
integrazione chiuso dove CR = {2(0) = a+ Re?, 1/2 < 6 < 37/2}, per
20 # 21 la funzione f(z)e* ¢ analitica su e dentro C' ad eccezione dei poli
semplici in z = 2y e 2 = 2;. Per il teorema dei residui

Aeth(z)dz = /LR eth(z)dz—i—/CR e* f(2)dz

= 2mi (Res e f(2) + ;Iiezs eth(z))

z=z0

Si osservi che in un intorno di zg si ha

1 1 1

ezt p _ ezote(z—zo)t
1) z— 2 zo—zll—i—;ozzol
k [e's)
_ Z (—1) A I W Z ((z = 20)t)"
zZ— 20 zo—zlk 20 — 21 = n!
e quindi
eZQt
Res e”' f(2) = .
Z=20 20 — %1

Scambiando zy con z;

eZ1t

Res e”' f(2) =

z=z1 Z1 — 20 '

Per l'integrale su C'r, usando la disugualianza di Darboux e quella di Jordan,
si ottiene

/ . ( ) 3m/2 elatRcosO)t
e f(2)dz| < / Rdf
Cr a2 (R4 [20))(R+ |z1])
Reat /7r Risi
— e sing g
R+ J20]) (B + [21]) 7
Re® T

= EBilo)&+ ) R

e quindi

lim e f(2)dz =

R—o00 Cr

In conclusione,




Esercizio 3 Sia f(z) meromorfa all'interno di C, cammino chiuso sem-
plice, e analitica e non nulla su C. Dettiag, k=1,...,m,eb,, k=1,...,n,
gli zeri e i poli di f interni a C' di ordine rispettivamente «y, e (i, dimostrare

che
f’(z) = 2m ma—n
[ (G-n) N

[punteggio 11]

Per il teorema dei residui, si ha

PR,y S e £
Lﬂ@“‘Q%E%f@’ )

dove z; sono i punti singolari isolati di f//f interni a C. Mostriamo che
tali punti sono poli semplici corrispondenti agli zeri e ai poli di f. Se f(z)
ha in @ uno zero di ordine «, allora Jp > 0 tale che Vz € B(a,p) si ha
f(z) = (z = a)*h(z) con h analitica e non nulla in a. Pertanto Vz € B(a, p)

f'z) _alz=a)* th(zx) + (z—a)*W(z) o ()

= == 3

() G~ a)h(3) ) ¥

Poiché h'/h & analitica in a, la funzione f’/f ha un polo semplice in a con
f'(z)

Res = . 4

R ) W

Se f(z) ha in b un polo di ordine 3, allora Jp > 0 tale che Vz € B(b, p) si ha
f(2) = (2 = b)"Ph(2) con h analitica e non nulla in b. Pertanto Vz € B(b, p)
f'(2) =Bz = b h(z) + (= = b) "W (2) A

flz) (z —b)=Ph(z) - + h(z) (5)

Poiché h'/h & analitica in b, la funzione f’/f ha un polo semplice in b con

f'(2)
1;{55, f(2)

1 (6)



