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1 Due particelle identiche di spin 1/2 hanno quantità di moto pa e pb. Se lo spin totale del
sistema delle due particelle è nullo, come si scrive la relativa funzione d’onda ψ(r1, s1z, r2, s2z)
in termini di posizione e componente z dello spin di ciascuna particella (indici r1, s1z e r2,
s2z)?

[punteggio 4]]

2 Sia J = J1 +J2 con J1 e J2 operatori di momento angolare e siano j1,m1, j2,m2, j,m i
numeri quantici, rispettivamente, di J2

1 , J1z, J
2
2 , J2z, J

2, Jz. Se un sistema fisico si trova nello
stato |j1 = 2,m1 = 0, j2 = 3/2,m2 = −1/2〉 quali risultati possono essere ottenuti in una
misura di Jz? Con quali probabilità? Se invece si esegue una di misura di J2 quali sono i
possibili risultati e le rispettive probabilità di occorrenza?

[punteggio 4]

3 Si consideri un gas di particelle identiche non interagenti all’equilibrio termico a tempe-
ratura T . Se le particelle, ben descritte nell’ambito della meccanica classica, sono vincolate in
una dimensione e sono sottoposte a un potenziale esterno V (q) = a |q|, quanto vale l’energia
media per particella? Motivare la risposta.

[punteggio 4]



4 Un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione ω al tempo t = 0 si
trova nello stato |ψ〉 la cui corrispondente funzione d’onda vale

ψ(x) = 〈x|ψ〉 =
C√
x0
√
π

(
2 + (1 + i)

x

x0

)
e
− x2

2x20 , x0 =

√
~
mω

.

Determinare:
1) il valore della costante di normalizzazione C;
2) i possibili risultati di una misura di energia al tempo t = 0 e le relative probabilità di
occorrenza;
3) il valore di aspettazione della posizione q e della quantità di moto p al generico tempo t > 0.
All’Hamiltoniana H0 dell’oscillatore viene aggiunta la perturbazione H ′ = λ(~ω/x0)q.
4) Determinare la correzione, fino all’ordine 2 in λ, degli autovalori di H0 indotta da H ′.
5) È possibile determinare gli autovalori esatti di H0 +H ′?

[punteggio 8]

5 Tre particelle identiche (non distinguibili) di massa m e spin 1/2 sono confinate all’interno
di una sfera di raggio R e interagiscono mutuamente tramite il potenziale

V = g(S1 · S2 + S1 · S3 + S2 · S3), g > 0,

dove Si rappresenta lo spin della i-esima particella. Ogni particella si trova in uno stato
di momento angolare orbitale nullo e una misura dello spin totale del sistema lungo l’asse z
fornisce il valore Sz = (3/2)~, avendo definito S = S1 + S2 + S3. Determinare:
1) autovalori e autofunzioni dell’energia del sistema;
2) il valore dell’energia dello stato fondamentale.

[punteggio 6]

6 Un gas ideale costituito da N particelle identiche di massa m è vincolato nel piano xy
con Hamiltoniana di singola particella

H(q,p, σ) =
p2x + p2y

2m
+
a

2
(q2x + q2y) + bσ,

dove a, b sono costanti positive e σ è una variabile discreta che assume solo i valori ±1. Nell’ipo-
tesi di equilibrio termico a temperatura T e considerando le particelle come classiche, calcolare:
1) l’energia media E del gas;
2) il numero medio N+(R) di particelle del gas contenute all’interno del cerchio di raggio R
centrato nell’origine e aventi σ = 1.
3) Nel caso in cui le N particelle siano fermioni di spin 1/2 e bσ rappresenti l’accoppiamento
dello spin con un campo esterno, determinare, a temperatura T = 0, l’energia di Fermi εF . Si
supponga, per semplicità, N � 1.

[punteggio 7]
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