MECCANICA QUANTISTICA E MECCANICA STATISTICA
A.A. 2018/2019 — Prof. C. Presilla

Prova A2 — 13 febbraio 2019

Cognome

Nome

Matricola

penalita

esercizio voto

1 Siano q = (q1, q2,q3) e p = (p1, p2, p3) gli operatori posizione e impulso nello spazio R3
e f:R? — R una funzione sufficientemente regolare. Calcolare il commutatore [p, f(q)].

[punteggio 4]]

2 Sia 9(x,t) la funzione d’onda di un sistema fisico descritto dalla Hamiltoniana H =
Ip|? /2m 4 V(x,t). La densitd di probabilitd p(x,t) = |¢(z,t)|* varia nel tempo come de-
scritto dalla cosiddetta equazione di continuita. Derivare tale equazione stabilendo formula e
significato fisico della densita di corrente di probabilita j(x,t).

[punteggio 4]

3 Scrivere la definizione di temperatura per un sistema termodinamico e, aiutandosi con
un grafico qualitativo, spiegare cosa significa la presenza di temperature negative. In quali
sistemi e possibile avere temperature negative?

[punteggio 4]



4 Un sistema, il cui spazio di Hilbert ha dimensione 3, & descritto dalla Hamiltoniana

1 0 0
H=—-A |0 0 0
0 0 —1
Nello stesso spazio e definita 1’osservabile
2 0 2
E=10 -1 0
2 0 2

All’istante t = 0 viene eseguita una misura di £ trovando il valore 0. Sia [¢(0)) lo stato del
sistema, subito dopo tale misura. Determinare:

1) lo stato del sistema al tempo ¢ > 0;

2) i possibili risultati di una misura di £ al tempo ¢ e le rispettive probabilita,;

3) il valore di aspettazione di £ al tempo t;

4) la variazione al primo ordine perturbativo dell’energia dello stato fondamentale di H e del
corrispondente autostato, quando ad H viene aggiunta la perturbazione H), = ehw§.
[punteggio 7]

5 Due particelle di spin 1/2, non identiche, sono descritte dalla Hamiltoniana

2

J
HZZ—’_O[JZ’

dove J = |J| e J = Jy + J2 con J = Ly + S somma dei momenti angolare orbitale, Ly,
e di spin, Sk, della particella k = 1,2. All'istante ¢t = 0 la particella 1 si trova nello stato di
momento angolare orbitale [; = 1 e momento angolare totale j; = 1/2 e ji, = 1/2 mentre la
particella 2 in quello di momento angolare orbitale [y = 1 e momento angolare totale jo = 3/2 e
Jj2. = —1/2. Nella notazione standard, Iy, jk, jk. sono i numeri quantici di Li, J,f, Jiz, E=1,2.
Determinare:

1) lo stato del sistema delle due particelle al tempo ¢ > 0;

2) i possibili risultati di una misura di Jy, al tempo ¢ e le rispettive probabilita,;

3) il primo tempo t; al quale lo stato del sistema torna a coincidere con lo stato al tempo t = 0;
4) i possibili risultatidi una misura di So, al tempo t = 0 e le rispettive probabilita;
[punteggio 7]

6 Si consideri un sistema di N fermioni identici di spin 1/2, non mutuamente interagenti,
vincolati a muoversi in un piano. La Hamiltoniana di singola particella e
p2 2
H(g,p) =5 +V(r), p=lpl, r=ld, apeR
dove
<r<
V(r):{ Vor/R, 0<r<R,
00, r> R,

con Vj costante positiva. Calcolare:

1) Penergia media classica all’equilibrio termico a temperatura T, E¢(T);

2) il valore limite di Ey(7T") per T'— 0 e la sua espressione asintotica per kT > Vj;

3) I’energia cinetica media classica all’equilibrio termico a temperatura 7', (p?/2m);

4) il numero N di fermioni tale che, a temperatura 7' = 0, si ha ep = Vj, dove er & l'energia
di Fermi del sistema.

[punteggio 7]




34. Clebsch-Gordan coefficients 010001-1
34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
) JoJ
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —/8/15. Notation:|
m m
1/2><l/2 +1 1 0 0 3 /2 l ’
Y =4/-—cosf 5 s sients
[r172+172] 1] o o L= Viur 2x1/2 +5/2| 572 3/2 my m, | Coefficients
+1/2 -1/2|1/2 1/2 3 § |2 +1/2 1|+3/2 +3/2
S1/2 +1/2]1/2-1/2)-1 Yl =~/ — sinf e +2 -1/2| 1/5 4/5] 5/2 3/2
|-1/2-1/2] 1 8w +1 +1/2| 4/5-1/5}+1/2 +1/2
5 /3 1 +1-1/2| 2/5 3/5| 5/2 3/2
0o_ [ 02
Yy = *(* cos™ 6 — *) 0+1/2| 3/5 -2/5]-1/2 -1/2
1x1/2 |37 dm A2 2
va2| 372 172 = | 0-1/2| 3/5 2/5| 5/2 372
[+1 +172]  1fr172 4172 Yzl Lo 6in B cos § €i¢ -1 +1/2| 2/5 -3/5|-3/2 -3/2
8T 2 -1-1/2| 4/5 1/5| 5/2
+1-1/2| 1/3 2/3| 3/2 1/2 3/2x1/2 |
0+1/2| 2/3 -1/3|-1/2-1/2 R Y S R +i i i -2 +1/2| 1/5 -4/5|-5/2
: i + + +
0-172 2/3 1/3] 32| Yo = 7\ 3, sin 0e” f2-12] o
_141/2| 1/3-273]-3/2 +3/2 -1/2(1/4 3/4] 2 1
2x1[3 I —y 1 7 +1/2 +1/2|3/4-1/4] 0 0
X -1- 5/2
3| 3 3/2x1 R/ e +1/2-1/2|1/2 1/2| 2 1
[+2 +1] 1]+2 +2 [zl il|+3/2 +322 -1/2 +1/2|1/2 -1/2] -1 -1
+2 o[/3 2/3] 3 2 1 +3/2 ol 2/5 3/5| 52 3/2 12 -1/2 -1/2] 3/4 1/4| 2
+1 +112/3 -1/3] +1 +1  +1 +1/2 +1| 3/5 -2/5|+1/2 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/4-3/4]-2
+2 -1|1/15 1/3  3/5 +3/2-111/10 2/5 1/2 |-3/2-1/2] 1
1x1 ]2 +1 0|8/15 1/6-3/10| 3 2 1 +1/2 0| 3/5 1/15 -1/3| 5/2 3/2 1/2
+2) 2 1 0+1| 2/5 -1/2 1/10| 0 0 0 -1/2 +1(3/10 -8/15 1/6|-1/2 -1/2 -1/2
frreaf e +1 +1-1|1/5 1/2 3/10 +1/2 -1|3/10 8/15 1/6
+1 0(1/2 172 2 1 o 0 0[3/5 0 -2/5 3 2 1 -1/2 0| 3/5 -1/15 -1/3| 5/2 3/2
0+1]1/2-1/2] 0 0o o -1+1|1/5 -1/2 3/10] -1 -1 -1 -3/2 +1|1/10 -2/5 1/2|-3/2 -3/2
+1-1|1/6 1/2 1/3 0-1| 2/5 1/2 1/10 |—1/2-1 3/5 2/5| 5/2
0 o[2/3 o-1/3] 2 1 -1 o|8/15 -1/6-3/10] 3 2 -3/2 0] 2/5 -3/5}-5/2
-1+1l1/6-1/2 1/3]-1 -1 -2 +1|1/15 -1/3 3/5] -2 -2 [-32-1] 1
0-1{1/2 1/2] 2 -1-1{2/3 1/3| 3
Y, = (—1)mY -1 of1/2-1/2|-2 -2 0/1/3-2/3]-3 (j1j2mimalj1jaJ M)
) 4 ; P
—1-1] 1] ;¢ y —im -2 -1] 1 _ J—j1—J2 (in s T
I o =\ 5p7 Y™ I = (=1)77172 (jajymam |21 M)
J _ (_1\ym—m/ 37 J 3/2x3/2 3 < 1+ cos@
'm’ﬂn*( 1 dm,m’f C—m,—m/ +3] 3 2 déozcos«g d}/;12:COS— d}lz—
5z +3/2] 1]+2  +2 : /2,1/ 2 g 2
2x3/2 | 7/2 0 sin 0
/ 7/21 7/2 5/2 :ig :;Z i;; —52 +3£ +i +i d{g —1/2 = —sing d{ 0=~
[z2+3/2] 1l|+5/2+45/2 P EEY7N SV RV, ) 2 ’ V2
3/2-1/2 |1/5 1/2 3/10
+2+1/2| 3/7 4/7| 772 5/2 3/2 i 35 o -2/5 3 2 ) 1 1 —cosd
+1+3/2| 4/7-3/7|+3/2  +3/2 +3/2 1 243s2 |1/8 —1/2 3710 o o o o di_= —
PtV DV iy meyraryra v B AR R
+ - - 1/4 -1/20-1/4
2x2 i — 0+3/2]| 2/7-18/35 1/5| +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 ﬂfg &f% 3523 _1f4_1f20 1f4 ) T
. +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 |1/20 -1/4 9/20-1/4| -1 -1 -1
[+2 +2] 1] +3  +3
+1-1/2|12/35 5/14 0 -3/10 T1/2-3/2| 1/5 1/2 3/10
+2+111/2 1/2] 4 32 0+1/2|18/35 -3/35 -1/5 1/5| 7/2 5/2 3/2 1/2| |1/5_1/2| 35 o -2/51 3 2
+1+2]1/271/2] +2  +2 +2 -1+3/2| 4/35-27/70 2/5 -1/10 | -1/2 -1/2-1/2 -1/2 _372+1/2| 1/5-1/2 3/10) =2 -2
+2 0(3/14 1/2 2/7 +1 -3/2| 4/35 27/70 2/5 1/10
+1 41| 4/7 0-3/7 4 3 2 1 0 -1/2[18/35 3/35-1/5 -1/5 |_;g j;; 3;_52 ;
0 +213/14 -1/2 2/7] +1 +1 +1 +1 -1 +1/2 [12/35 -5/14 0 3/10| 7/2 5/2 3/2| & -
2 —1|1/14 3/10 3/7 i/5 -2 +3/2| 1/35 -6/35 2/5 -2/5|-3/2 -3/2-3/2 3/2-3/2] 1
+1 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 -3/2 | 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 10 1 —1/2| a7 217352750 772 s/2
-1 +2|1/14 -3/10 3/7 -1/5 0 0o 0 0 0 Z2 w172 | 1/7-16735 2/5| —5/2 —5/2
+2 -2 | 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 -1-3/2| 4/7 377 7/2
+1 -1 | 8/35 2/51/14 -1/10 -1/5 —2-1/72| 3/7 -477|-7/2
0 0 |18/35 0 -2/7 0 1/5
-1 +1 | 8/35 -2/5 1/14 1/10 -1/5 4 3 2 1 -2-3/2 1
d3/2 1+ cosé 0 -2 +2 | 1/70-1/10 2/7 -2/5 1/5] -1 -1 -1 -1
3/23/2= g9 %3 +1 -2[1/14 3/10 3/7 1/5
) 05 O 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
337 _ 7\/§1+(°S‘)Smg d3, = (M) -1 0| 3/7 -1/5-1/14 3/10| 4 3 2
3/2,1/2 2 2 g 2 -2 +1|1/14 -3/10 3/7 -1/5| -2 -2 -2
3/2 ~1—cosf 6 9 _  l4cosf . 0 -2(3/14 1/2 2/7
d;3/2,71/2=\/370055 d3y = 5 sind -1 -1 47 o-3/71] ¢ 3
1+ cosf -2 0]3/14 -1/2 2/7] -3 -3
3/2 1—cosf . 6 2 .9 d? | = """ (2cos0 —1)
d = ————sin— d5o = —sin“60 1,1 s -1 -2(1/2 1/2] 4
3/2,—3/2 2 2 2,0 ’ -2 -1|1/2-1/2|-4
3/2 _30056—1 ‘0 2 -~ 1—cosﬁv, 2 _ § B ) [-2 -2] 1
dY)91/2 = D) S5 d3 1= —— sin @ dij 3 sin 6 cos 6
3/2 ~ 3cosf +1 9 (1—cosf\2 9 1—cosf } o (3 5 1
Ay _1p9 = g sing d3 _o= (T) di_1 = s (2cosf +1) dio= (5 cos® 6 — 5)

Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The

Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),

and Cohen

here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.

(Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
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