1 Introduzione

In numerosi esperimenti, il sistema studiato non e’ in una condizione adiabatica (d@Q = 0),
bensi a contatto con un termostato. In questo caso sono possibile passaggi di energia dal
sistema, al reservoir e viceversa. Quello che sperimentalmente si controlla dunque non e’ I’
energia del sistema studiato bensi la sua temperatura.

Come possiamo descrivere la statistica di un sistema a temperatura fissata, e non —
come nel microcanonico — a energia fissata 7

Per farlo consideriamo il caso in cui il nostro sistema (con volume e numero di particelle
fissate) sia parte di un sistema piu’ grande, con il quale non scambia solo energia. Ci
mettiamo nel caso in cui il nostro sistema abbia un volume V; ed un numero di particelle
N7 molto minori di quelle del sistema V5 e No. Questa scelta e’ necessaria se vogliamo
lavorare in condizioni in cui uno scambio di energia tra il sistema 1 ed il sistema 2 non
alteri la temperatura del sistema 2.

2 L’ insieme Canonico

Partiamo da quello che abbiamo imparato nel caso del microcanonico. Il sistema composto
dai due sottosistemi (uno piccolo ed uno grande) e’ isolato e dunque ha una energia ben
precisa che sara’ compresa tra F e E+2A. Quindi, come prima, E < (E1+ E3) < E+2A.
Sempre come visto prima, sappiamo che i due sottosistemi acquisiranno due specifici valori
di energia E; e Es, naturalmente con Eo > Fj.

La (densita di ) probabilita’ di trovare il sistema 1 in (p1,q1) e il due in (p2,q2) €,
essendo il sistema somma microcanonico,

1
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La (densité di ) probabilita’ di trovare il sistema 1 in (p1,q1), cioe’ con energia F =
Hi(p1,q1), indipendentemente dallo stato del sistema 2 e’ invece scrivibile (marginaliz-
zazione) integrando su tutti i possibili valori di pe,qe, compatibili con Hy(p1,q1) = Ei.
Quindi
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Poiche’ il sistema 2 €’ molto piu’ grande del sistema 1, possiamo espandere InT's(E — E})
come

983(E)
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per cui
p(p1,Q1) — e*ﬁHl(phql) FQ(E)
[142(E)
Ne consegue, visto che le due funzioni I' non dipendono da p1, g1 €’ possibile eliminare il
pedice 1 (visto che il risultato e’ indipendente dalle proprieta’ del sistema grande (reservoir)
che entra solo tramite la temperatura) e scrivere

p(p,q) ~ e M0
dove 8 = 1/kpT. Imponendo la adimensionalita’ e la indistinguibilita’ possiamo definire

_ i 1 e~ PH(p.9)
QN h3NVN!

p(p, q)

dove Q)n, chiamata funzione di partizione, garantisce la normalizzazione della probabilita’

1 _
AN V1) = i [ dge o

Notiamo che ) e’ funzione di N,V,T. Notiamo anche che ora non abbiamo piu’ al-
cuna limitazione sulle configurazioni che vengono campionate. Tutte sono tecnicamente
esplorabili, ma la probabilita’ che esse vengano esplorate dipende dalla energia. Notiamo
anche che ad alte temperature, tutti gli stati tornano ad avere la stessa probabilita’ (I’
entropia domina), mentre a basse temperature gli stati con piu’ bassa energia diventano i
piu’ probabili. Il sistema tende verso gli stati di minima energia raffreddandosi.

La funzione di partizione contiene tutti gli elementi necessari per quantificare la ter-
modinamica del sistema. Infatti il logaritmo di Qn ha esattamente il significato di energia
libera di Helmholtz, A(V,T, N), cioe’ di quel potenziale termodinamico la cui estremiz-
zazione indica la condizione di equilibrio di un sistema chiuso ma a contatto con un bagno
termico a temperatura 1. La connessione tra termodinamica e meccanica statistica nell’
insieme canonico A e’ fornita dalla relazione

A(V,T,N) = —kgTh Qn(V,T)



Per verificare I’ uguaglianza di questa A con quella usata in termodinamica ricordandoci
che (in termodinamica) A = U — T'S, che dA = dU — TdS — SdT = TdS — PdV — TdS —
SdT' = —PdV — SdT. Poiche’

0A 0A
dA = (W)Tdv+ <8T>VdT

Uguagliando le due espressioni in termodinamica si trovano le espressioni per P e S come

0A 0A
(57), (57), W
Se torniamo ora alla espressione statistica di A e deriviamo A rispetto a T' troviamo
0A 1 1 0
— | =—kpl T)— kT dp3N dadN — e—BH(P.9)
<6T>V sl Q) = kel g v s | 0 e

e moltiplicando per T

oA 1 1 H(p,q) _
T(+m) =A—kgT? dpN g3V D —pH(pa) — 4
<0T>v BN (v.T) N!h3N/ bt 2 © <H>

Quindi, indicando con U =< H >

0A
A= T|—
vt <8T>V

che coincide con la definizione della A termodinamica e della S definita in Eq. 1

2.1 Cosa €’ la pressione

Vediamo il significato statistico di pressione, quando SA = —In Q.

B oA\ 0lnQy
P=- (av>T—kBT< oV )T @

Assumendo che il sistema sia contenuto in un cubo di lato L e volume V = L3 possiamo
esplicitare la dipendanza dal volume con un cambio di coordiante, passando da q a cordinate
scalate t = g/L. In questo modo 0 < ¢ < L e 0 <t < 1. Il cambio porta ad esplicate in
Qn la dipendenza da V in due contributi. I1 V¥ che nasce dal cambio di variabili e nella,
residua dipendenza da V' della Hamiltoniana. Scriviamo dunque

QN — N';LSN VN/dpsth3N€BH(p’t)
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per cui

N oH
P kg <92
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La pressione ha dunque due contributi. Il primo, che come riconoscerete e’ la pressione
del gas ideale, e sempre presente (anche quando non ci sono interazioni tra le particelle). E’
un contributo di natura prettamente entropica e segnala il desiderio del sistema di espan-
dersi per guadagnare volume da esplorare. Il secondo contributo e’ la media statistica della
variazione della energia associata ad una variazione isotropa del sistema. Questo contributo
naturalmente e’ presente solo se c’e’ una interazione tra le particella, la cui energia cambia
a causa della variazione della distanza relativa introdotta dalla espansione/compressione
del sistema.

2.2 Probabilita’ che il sistema abbia energia ¢

Abbiamo visto che il sistema esplora tutti gli stati a temperature molto alte e invece tende
allo stato fondamentale (minima energia) a temperature molto basse. E’ interessante quindi
chiedersi, a fissata temperatura, quali valori di energia il sistema campionera’ preferenzial-
mente. La quantita’ piu’ adeguata per rispondere a questa domanda e’ la probabilita’ P(e)
che il sistema abbia a temperatura 7" una energia e. Ancora una volta, marginalizziamo la
probailita’ canonica inserendo una delta §(H — €)

1 1
_ 3N 3 3N —BH(p, _ 3N ; 3N
P(e) = /dp dg 5(H—e)h3N !e (pq)@ e Q /dp dq 5(H_6)h3NN'
1 . . 1
__ _—PBe microcanonica _ S(e)/kp ,—Be
=e¢ 7°—T €)=e e e
QN © QnAe

che possiamo anche riscrivere come

1 —Ble— €
PO = 5ogee TS
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Questo mostra chiaramente che le configurazioni piti probabili non sono quelle con
energia minima, bensi quelle con valore minimo di

e —TS(e)

Guardiamo anche come possiamo esprimere () come somma sui possibili valori di e.
Considerando che le probabilita’ sono normalizzate, possiamo scrivere

1 1 ) ,
1= /deP(e) — QN = A/dee_me_TS(e)} = A/deFA(6)€_56 = /deF"”cmc'momm(6)e‘ﬁ6
€ €

Avremmo ottenuto lo stesso risultato ricordando che [ ded(A —€) =1 e dunque

o [ de [ ¥ dgtNe 05k (g p) o) =

NIh3N

1 _
Qv(V.T) = Sw / dp*Ndg*N e PP —

[ e [y agVs(tap) ) = [ dev(e = 5 [ deete TS
€

Da ora in poi trascuriamo il Ae, che come sappiamo non ha alcun effetto nel limite
termodinamico.

Sfruttando il fatto che Qn = [ dee#(<=T5(9) e notando che sia € sia S(¢) sono estensive
possiamo stimare () con il punto sella.

Chiamando f(e) = e —T'S(e) e € il valore € per il quale la derivata dell” argomento dell’
esponenziale e’ nullo e’ dato da

d d ds
%f(G) = &[E—TS(EN =0 1—TE|E:g—0

Possiamo mostrare che effettivamente € e’ un minimo di f(e), prima definiamo la fun-

zione )
_[dS\~

e poi calcoliamo la derivata seconda come

fle) . d 1 1 dI'(e) . 1 1
de? __TiT(e)__TT(e)2 de _TT(e)QC'V(e)
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che calcolata in € ci da
d?f(e) (6) = 1
de2 7 T TCy ()
Quindi f(e) ha un minimo (ricordando che Cy > 0) in € = €. Considerando il —f,

I’ argomento dell’ esponenziale ha un massimo in € = €.
possiamo usare punto sella

Essendo € un massimo locale

€—¢€ 2
On = / dee—BI© _ o—Bf(® / dee” T = ¢ BIO . fonky 20y
Se ora espandiamo anche e~ Ple=T5()] gbbiamo

Ble—TS(O)] _ B~ LI
e~ Ble 9 — ¢ e 21T, (9

e unendo le due espressioni troviamo

1

Ple) = ¢ Ble=TS(e)] _
© QN
Ble—2)? Ble—2)?
e BI(@eTCy (@ e TOoy(®

e BI@\/2wkgT2Cy  /20kpT?Cy
che mostra, ancora una volta, che la distribuzione di un osservabile estensivo e’ gaussiana
e che il valore quadratico medio delle fluttuazioni dell’ energia altro non e’ che kgT?Cy

< (e —&)? >=kpT?Cy

Poiche’ e ~ N e Cy ~ N,
o? 1
<e> /N

che per grandi N tende a zero. Dunque tutti gli stati campionati nell’ insieme canonico
hanno di fatto nel limite termodinamico la stessa energia €.

3 Fluttuazioni dell’ energia. Metodo alternativo

Abbiamo visto che U coincide con < #H >. Sostituendo nel denominatore Q = e #4
abbiamo

U / dp*N dg* H(p, q)e” AP

1
N3N
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che possiamo riscrivere come (moltiplicando U per I’ identita’ Wlw il dp*N dgN P A-HP9) —
1)
1 _

NN / dp*™ dg*N [U — H(p, q))" VD1l — g
Differenziando rispetto a S troviamo

ou 0A

Sot < U = Hp, [ A(V,T) — H(p,q) + Bos] >=0

ap T <V 1P OlAWV.T) = Hp,q) + A5 5]

ricordandoci che A=U +T (%)V =U-p (%)V per cui

ou
—+ <[U—-H(p,q)) >=0
a5+ [ (p. )]
La quantita’ < [U — H(p,q)]? >=< H(p,q)* > — < H(p,q) >2, cioe’ la varianza di H.
Dunque le fluttuazioni della energia sono uguali a
9 ou

oU
2 = 2 — = —— = 27 frng 2
< AH? >=< H(p,q)* > — < H(p,q) > R kgl 5T kgT<Cy

3.1 Valori medi di osservabili

<0 >= Ql /deeﬁees(e)/’“B <0 >,
N

e poiche’ anche se < O >, fosse estensivo, se portato nell” esponenziale contribuirebbe con
un termine In NV e quindi non modificherebbe €. Abbiamo cosi’

<0 > canonico=< @) >e

che mostra che il valore dell” osservabile e’ quello calcolato su configurazioni con energia
tipica €. Mostra anche I’ equivalenza tra 1’ insieme micro-canonico e 1’ insieme canonico
per i valori medi degli osservabili macroscopici.

4 Applicazioni dell’ insieme canonico

4.1 Gas ideale classico

i

5. La funzione di
m

Nel caso di un gas ideale classico di N atomi, H = >  H; con H; =
partizione



1
An(V.T) = NN

/dp3qu3N€ﬁ'H(p,q)

si fattorizza in

1|1 3 g3 Pr°/2m "
QN(VaT) = N R3 dp°dq’e

1 3
]‘;;/dp:Seﬁpz/Qm =V |:h /27rm/ﬂ]

Definendo una grandezza, chiamata lunghezza termica di De Broile,

B2
A=y ——
2rmkpT
1 [viy
ANV, T) = il I:A3:|
che mostra che di fatto, dopo aver mediato sui momenti, ogni particella esplora % stati.
A € dell’ ordine della lunghezza d’ onda di una particella libera quantistica con energia

cinetica %kBT poiche’

h? 1 h2

H2k2
J—— _— = T =
a2~ okBT = A=A

2m

1

Da qui troviamo I’ energia libera di Helmholtz, (utilizzando Stirling)

Vv \%4
A=—kgTlhQ = —kBT{Nln {A?’} — NlnN—i—N} = —kBTN{ln [NA?’] + 1}

che cosi si vede e’ una quantita’ estensiva.

Se ora calcoliamo 1’ entropia

0A |4 dln A3
= [ = =kgN<{ln|—— 1 TN =
s==(57), = o {1} + o (T57),
k;NlL 1 k:TNM —/chL 1 kTN§l
B n NA3 + + kB T V— B n NA + + kB 5T

Vv 5
—kBN{IIl |:NA3:| +2}
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Possiamo adesso calcolare I’ energia interna come

U=A+TS = gNkBT — NkpT = N;kBT

Ed infine la pressione

p__(9A\ _ NksT
—\av), v

4.2 Maxwell-Boltzmann

Abbiamo visto che la funzione di partizione di un gas ideale si fattorizza

1
Qn = MQ{V
dove v )
_ Bp*
Q1= h3/dp e

Possiamo anche fare un passo ulteriore e fattorizzare le 3 direzioni scrivendo

L o0 75Po¢2
=000 Qu=7 [ dnc

—00

Da qui si vede che la probabilita’ che un atomo abbia momento p, in una direzione arbi-

traria e’
_ 31’042 _ BPOL2

Ppa) 1 L _ﬁgaQ e 2m e 2m
= — € m = =
Pa Qa h foo dpae_ nglz vV QTkaBT
—0o0

Questa distribuzione prende il nome di distribuzione di Maxwell-Boltzmann. Essendo
una distribuzione gaussiana, si vede come il valore quadratico medio del momento di una

particella e’

kT kT
2

dove < K > indica I’ energia cinetica media della particella. La velocita’ termica di un

atomo, definita come
[kgT
Vtermica = V < 02> = 7

e’ per esempio a T ambiente viermica = 1370 m/s per I’ elio. Per I’ ossigeno biatomico (O2)
Vtermica = 476 m/s (ricordiamo che il cammino libero medio e’ dell’ ordine di 10~7 m nei

gas).

< p? >=mkpT <v?>= <K >



4.3 Un oscillatore armonico classico unidimensionale in contatto con un
bagno termico

In questo caso I’ Hamiltoniana e’

1
H = 5—% + 2mw2x2

Poiche’ I’ Hamiltoniana e’ quadratica sia in p, che in x sappiamo gia’ che I’ energia
media €’

1 1
U= -kgT+ kT
2B +23

La funzione di partizione classica e’

1 1 2
Q=1 [ Mautp. = [ Pihap, [Pt

e utilizzando le regole per gli integrali Gaussiani

\/27Tm/ﬁ\/27r/ﬁmw2 2m !

hﬂw ﬁihw

L’ energia libera ¢’ dunque
A= —kBTan = kBThl(,Bﬁu))
L’ entropia €’

S — _ <g?)v = —{kpIn(Bhw) + k;BTdiT In T} = —kp[ln(Bhw) — 1]

e, come ci aspettavamo
U=A+TS = kpTn(fhw) — kT [In(fhw) — 1] = kT
Se calcolassimo la pressione, essa originerebbe dal cambio della frequenza w con il volume.

Se volessimo sapere la probabilita’ di osservare la particella in z, indipendentemente

dal valore di p, dovremmo scrivere
e—ﬂ%mw2w2 e—ﬁ%mwsz

f efﬁém"ﬂﬂdl’ \/ QWkBT/mWQ

P(x)dx =

che mostra che la particella esplora preferenzialmente 1’ origine.
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4.4 Un oscillatore armonico quantistico unidimensionale in contatto con
un bagno termico

Nel caso di un oscillatore quantistico,

P2 1
H=_"% 4+ _mw’X?
o + 2mw

1

La funzione di partizione (somma di tutti i fattori di Boltzmann su tutti gli stati)

) 0
1

_ —BE, _ —Bhw/2 —Bhwn __ _—Bhw/2
Q=S cermn S L
n= n=

Da cui b
A=—kpTInQ=—>+kpTIn(l - e Py

0 hw hwe 8w
= —71 = — _—
<U> op ne R T

AdaltaT, < U >— kpT,abassa T, <U >— %‘", differentemente dal caso classico.

5 Atomi di idrogeno a temperatura T

La probabilita’ che I’ elettrone sia sullo stato n = 2 rispetto alla probabilita’ che sia nello
stato fondamentale n =1 €’

—BE, /4
PO _ 4B en gt
P(1 n<e— Pt

A temperatura ambiente (T=300 K), kgT espresso in eV e’ 300 10~% eV per cui

P(2) — 4p—10.2/0.03 _ 4 ,—340

P(1)

un numero molto piu’ piccolo di una mole.
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6 Un gas di molecole rigide biatomiche

Guardiamo un insieme di molecole rigide biatomiche. Se sono un gas ideale, basta focal-
izzarsi sul comportamento di 1 singola molecola. Avendo a che fare con gradi di liberta’
orientazionali, dobbiamo scrivere per prima cosa I’ Hamiltoniana associata alle variabile
angolare 6 e ¢.

La Lagrangiana €’, indicando con I il momento di inerzia

Lyot = %I(éQ + sin® 0¢?)

e
aLrot A
= — =10
Pbo a0
8L7«Ot 22
= — = Isin 0
P 96 o
per cui
2 2
Py Py
H="“~2+ ———
21 2[sin’6

La funzione di partizione di una molecola biatomica e’ dunque

! 1 ; e
Q — }ﬂ/dadd}dpedp(ﬁe_ﬁf[”ot — }Y/Q/dd)/dpee_ﬁg?/d&/dp¢6_ﬂ2151ﬁ29

e svolgendo i primi due integrali e poi I’ ultimo

2
P

27 g6 2m ;

(27)21kpT , (27)2TkpgT
= hz/d@sm@ = QT

Dalla funzione di partizione possiamo calcolare I’ energia in funzione della temperatura ed
il calore specifico trovando

Oln@ Olng
= = = kpT
U a5 o5 kp
e
Cv =kp
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7 Un dipolo in un campo elettrico esterno

Guardiamo un gas di dipoli elettrici non interagenti in un campo elettrico costante esterno.
L’ hamiltoniana di un dipolo in un campo elettrico €’
H=Hu—fiE
ed assumendo che il campo elettrico sia orientato verso z
H=H,,; — uFEcosf
dove 6 €’ I’ angolo tra il dipolo e I’ asse z.

Riprendendo il calcolo che abbiamo fatto per molecole biatomiche (ripartendo dall ’
ultimo passaggio troviamo

2IkpT
o= B lkeT el / 6 sin e <00

/d@sin@eﬁ“Ecose = /7r ePrECost gin gdh = — /7r ePrECost o5 =
0 0

BuE
1/ ! eLdr = 1 (eﬁuE_e—ﬁuE)
BrE | _guE Bk

per cui
(2m)2IkgT 1

h? Buk

(eﬁuE _ e—BuE)

Q=
La probabilita’ di fare una misura e trovare il dipolo orientato con un angolo # ¢’ dunque

ePrEcosd gin 640
| eBrEcosfgin §dg

P(0)do =

Se vogliamo calcolare I’ orientazione media del dipolo (cioe’ < u, >), possiamo scrivere,
visto che u, = pcos6

fgr ePHEcost os 60 B foﬂ e PrEcost oo 0d cos O

foﬂ' eBLE cos 8 J() =H f(]ﬂ- eBrEcos8 ] cos b

<y >=p
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Definendo o = BuFE, e cambiando variabile z = cos# 1’ espressione si semplifica in

= —1In ar =—In—(e“—e %) =

<p.>  Jletzdr 4 /1 dazr) d 1
i fileaxdg; doo )4 a do «

< > d 1 1

Pez _ @ sinh(a) = [cothoz - ] = Llo]

W da « «
dove L(x) e’ conosciuta come funzione di Langevin. Per x piccoli, L(z) ~ z/3 (sviluppa
numeratore e denominatore fino al terzo ordine). Quindi, un gas di N dipoli immersi in

un campo elettrico debole presentera una ”magnetizzazione” per unita’ di volume pari a
_ N BpE _ Ny

“VET T BkeT

proporzionale al campo applicato E ed inversamente proporzionale a T' (legge di Curie). Il
coefficiente di proporzionalitd prende il nome di ”suscettivita ed indica quanto il sistema

e’ sensibile all’ effetto del campo esterno. Per campi molto intensi, tanh — 1 e anche
L(a) — 1, e dunque la magnetizzazione satura al valore

M(E)

N
M(E—>oo):7'u

8 Un polimero (siti connessi da molle)

Un esempio interessante di oscillatore armonico e’ costituito da una catena di siti connessi
da molle, un modello semplificato di una catena polimerica. Le N + 2 particelle sono
individuate da un indice che va da 0 a N +1 dove i siti 0 e N +1 indicano le due estremita’
del polimero.

2

N+1 D N2
1= 1=

Il polimero ¢’ incluso in un volume V molto piu’ grande della lunghezza del polimero.
Assumiamo che le estremita’ siano fisse in r e r’ ( e dunque i loro momenti nulli).

La funzione di partizione €’

1 N N <~ pi’ | mw? 2
Q(N,V,T,r,r') = N d p/d rexpq —f Z (2m + 5 (ri —rit1) >
i=0
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L’ integrazione sui momenti ¢’ immediata

- 3N/2 N 2
Q(N,V,T,r,r') = hf}LN (2ﬁm> /dNrexp {—ﬁ [Z (m;u (ri — ri+1)2>] }

=0

Per risolvere 1’ integrazione sulle coordinate usiamo un cambio di variabile un po’
anomalo

u _ krgq1+r
k= 1k k+1
la cui trasformazione inversa, ricorsiva, e’
T bt
ry=u;,+-—r —
AR IS h s
Occorre partire da k = N, per il qual valore
N N /L 1 Nr' +r
ry=u r r uy=ry-—
NTINTNTT TN+ NN TN+
per passare a k= N — 1,
+N—1 +1 (N—Dry+r
ry—-1 = _ r —r _1=rN-1———"7F7T—
N—1=UN-1 N Ny uN-—1 N-1 N

finoa N = 1.

Ci si puo’ convincere, per esempio per induzione studiando il caso N = 3, che

N N .
t+1 1
S =3 (T 1)

=0 i=1

La matrice Jacobiana associato a questo cambio di variabili e’

1 1/2 1/3 ... 1/N

0 1 2/3 .. 2/N
J=| o0 o 1 .. 3N

0 0 0 .. 1

cioe’ una matrice con determinante unitario. Quindi possiamo riscrivere () come

3N/2 5 [N .
QN V. T, ') = 1y <27;m) /dNuexp{—ﬂn;w [Z <Zt1ug>] }exp{_ﬁﬂgw
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Gli integrali, ora gaussiani, possono essere immediatamente calcolati per dare

3N . 3/2
n_ 1 [2mm 3N/2 _ﬁmwz 1 Y or \ V2 i
Q(N,V,T,I‘,I‘)— h3N B exp 2 N+1(r I‘) Bmwg Zl;[l Z+1

e poiche’
3N i\ 3/2 1 3/2
H i+1 AN +1

i=1

n_ Lo 2mm N2 gme? 1 L (2w \PYR 1 YR
Q(N’V’T’r’r)_hw( 5) e BT S L LRl Ve N+1) ~

(27 3N 1 3/2 Brmw? 1 N9
_(hwﬂ> (N+1> eXp{_ 2 N+1(r_r)}

Questa espressione indica la probabilita’ di una certa distanza end-to-end (r —r’). Se
integriamo anche sulle posizioni e i momenti del primo e dell’ ultimo sito troviamo

1NN/ 1 N2 1 f2mm)® 2
Q(N7 V7T) = <W) <N+1> E <7rﬁm> /drodI'NH eXP{—Bn;w N+1(TO—I'N+1)2}

and passando a centro di massa e distanza relativa 1’ integrale fornisce un termine di
volume ed un altro integrale gaussiano

1NN/ 1 N1 f2om\® . f2n(N +1)\*?
avn=(i5) (v51) w(F) V(T ) -

) ) 0 )

che si semplifica, ricordando che A\~! = \/27kgTm/h,

v 3(N+1)
owv: = (55) (55

E’ interessante e fisicamente importante calcolare la distanza media end-to-end

_ [drodryyy [ dpodpygi(r — r)2Q(N,V, T,r,r’)e_ﬁpgﬂme_ﬁp?\’ﬂﬂm 1

N2
<l=r)> QN V,T) 7
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che corrisponde ad una probabilita’ P(rg,ryy1) di trovare le due estremita’ in rg e ry41
definita come

P( ) = f dpode+1(r B I'/)2Q(N, V> Ta r, r/)efﬁp%/Qme—ﬂp?erl/?m 1
o, rN+1) = O(N,V,T) 16

(1 NP N f2mmkpT PR pmw® 1 (0 — tra)?
“\N11 Bhw) VT B2 P 2 N 10T N

Abbiamo cosi’

< |(ro — 1”N+1)2| >= /drodrN+1(ro - 1'N+1)2P(r07rN+1)

passando ancora a distanza s = r — ry41 e centro di massa ed integrando sul volume il
centro di massa ed esprimendo ds = 47s%ds

1 N2/ 1 \° /2rmkpT\*/? Bmw? 1
< |(ro—rn41)? >= <N - 1) (Bhw) < 2 > /ds47rs4 exp {— 5 N+182}
Utilizzando la formula (for n = 2)

/OO x2n6_a$2d$ _ (7’L +11)” E N /OO x46_ax2dx _ Sﬁ
0 an+1lan a 0 8ab/2

nar (1 N2 1N 2mmkpT P2 3V (2(N +1)\ "2
<lo=rie= () (o) () 55 ()~

che dimostra che la distanza end-to-end al quadrato cresce linearmente con il numero
di monomeri del polimero.

9 Calcolo della densita’ media in un punto per particelle non
interagenti

L’ osservabile associato alla densitd in un punto ¢ lo possiamo rappresentare, come
N
p(@) =) 6(G -7
i=1
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Il suo valore medio sara’, nel caso di un gas ideale

_ [ dg*Nap*Ne PRifip(q)
QN
Z;'Vzl S dQ§?dp§?e‘ﬂHf5(ffi —q) [dg*NBapPN 3P iz Hi
[1Qi
dple=P1i6(q; — @)

N
_N 9y
- ; 7

e poiche’ nel denominatore non c’e’ la delta, avremo un termine V', mentre al numeratore
un termine VV~1 e dunque

—

< p(q>

N
<@ —q) >=

Se fosse stato presente un potenziale esterno, agente su singola particella (quindi un
sistema sempre composto da particelle non interagenti) avremmo trovato

— 7 — Pe BPHi(a) < — ____
=N <0(q — Qe >= T die V@

10 Particelle non interagenti — Funzioni di partizione di sin-
gola particella

Nel caso di particelle non interagenti, abbiamo visto che la funzione di partizione si fat-
torizza in N funzioni di partizione di singola particella. A sua volta, quest’ultima puo’
essere fattorizzata in un prodotto sulle coordinate generalizzate e sui momenti (e sulle tre
direzioni se necessario)

L (B v@ [ gpe—set/am
Q1 dg’e dp’e
h

Le associate (densita’ di) probabilita’ (separate per coordinate e momenti) dunque sono

Py(q) = qu?,efBV(q’)

e—Bp*/2m

Pp(m = fgdp3e*ﬁp2/2m
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11 Particelle non interagenti — significato di p

Sappiamo che il potenziale chimico (che discuteremo meglio in seguito) e’ uguale alla energia
libera di Gibbs per particella.

Abbiamo dunque
1
A:—@TmQN:—@Tmﬁgfz—@TeNmN+N+NmQﬁ
con

1 _
Q= / dpPdgPe M

N
G:A+PV:@ﬂNmN—N—NmQQ+N&J:N@Tm§—
1

E dunque, visto che u = G/N, per particelle indipendenti

Q1
— _1 v
Bp=—In N
Per il gas ideale Q1 = —;/3 e
B = In pA3

12 Numero medio di particelle nel volume h? intorno a ¢, 7'

La densita di probabilita’ che la particella 1 sia in (g, p) €’

. 1 1 _ -
P(Q?ﬁ) = @ﬁe BH(30)

ed infatti [ dp*dq® P(q,p) = 1. Se adesso moltiplichiamo per N e per h® abbiamo il numero
medio di particelle in un intorno k3 centrato su ¢, . Ma poiche’

N
Q-

ePr

possiamo anche scrivere

Narp(G, 7, B, 1) = NB*P(q,p) = e A0 08 = =2 (@n =
che costituisce la statistica di Maxwell-Boltzmann per particelle non interagenti

19



13 Relazione Barometrica

Consideriamo un gas di particelle non interagenti contenute in un cilindro di raggio R e
altezza H in presenza di un campo esterno gravitazionale

2
H= Z (;T’n +mgzi>
7

2 2
1 Pzq TPy,

Q1= 73 /dl‘ldyldzldpxldpyldpzle_’g( 2m

2
+p
" tmgz)

L’ integrale sui momenti e’ un integrale gaussiano,

1 H 1 1
_ 9 3 2/ —Bmgz1 _ 9 3 2 1— —BmgH
Q1 h3( mm/B)°TR ; dze h3( mm/B)°TR Gmg [ e }

Se vogliamo calcolare I’ energia media, possiamo utilizzare

0
By >=——1
<EBi>=-55 n @
e scrivendo solo i termini con [

_ 0 3 —BmgH
Y [ln( 2mm/ ) —lnﬁmg—l—ln[l—e H
~3dlng  dng 1 d(1 — e=FmaH)
2 dp dpg [1 — e=PmgH)] dg

5 ¢~PmoH
= —kgT H—
Bl I G

13.1  probabilitd P(z) che la particella sia ad altezza =

Se ora vogliamo calcolare la probabilitd che la particella sia ad altezza z possiamo marginal-

izzare la probabilita’ nel canonico come

2 2 2
p1$+p1y+P12

11
P(z) = O3 /dxldyldzldplmdplydplzeB( o TRz — 2)
_ o fmez___Pmg___
[1 — e—PmgH]
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Questa formula mostra che la concentrazione diminuisce con una forma esponenziale
con una lunghezza caratteristica & = kgT'/mg. Per la molecola di ossigeno (m=32 g/mol),
a temperatura ambiente, £ =~ 8000 m. Sul monte Everest, la concentrazione di ossigeno e
dunque circa 2.7 (1/e) volte minore della concentrazione sul livello del mare.

13.2 Pressione

Iniziamo con la pressione sulla cima del contenitore. Per calcolarla variamo H di dH e
calcoliamo la corrispondente variazione di energia libera con il volume (6V = mR?0H)

Ricordiamo che con particelle indipendenti

1
QZMQ?[ N ﬁA:—anZ—N]H—I—N—{—Nh’lQl:Nln%
OBA N 9ln@Qy NpBmg e Pmoll
TR20H 7R?2 OH  7R? [1— e Pml]
Per comprendere il risultato, calcoliamo la densita’ in funzione di z. Abbiamo gia’ calcolato
la probabilita’ che una particella sia in z. Quindi il numero di particelle N(z)dz tra z e
z + dz sara’

BP =

N(z)dz = NP(z)dz
e di conseguenza
_ N(z)dz  NP(z)
plz) = 7R2dz  wRZ2

Inz=H,
N pmg
H) = BmgH
P(H) 7rR26 [1 — e—PmgH)
per cui
BP(H) = p(H)

Per calcolare la pressione ad una altezza generica z dobbiamo utilizzare un trucco,
essendo il sistema non omogeneo. Se, dopo che il gas €’ in equilibrio, io aggiungessi una
parete ad altezza z, che separa il sistema in due parti, non osserverei in nessuna delle due
parti alcun cambio di densitd in funzione della altezza. La probabilitd P(z) rimarrebbe
uguale. Questo suggerisce che la formula precedente, usata per la cima del contenitore pué
essere utilizzata anche a un qualsiasi z intermedio e

BP(z) = p(z)
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cioe’ la legge del gas ideale. In breve, se le particelle non sono interagenti, il potenziale
esterno modifichera’ la densita’, ma la pressione, diversa in ogni punto, seguira’ sempre la
legge del gas ideale. Il gradiente di pressione naturalmente genera una forza, che e’ proprio
quella che viene compensata dal campo esterno.

F(z) = P(2)7R?

r P
F(z+dz)—F(z) = %dz _ ﬂ_RQd diz)dz _ ﬂ_RngC(;)

Il termine finale e’ proprio la forza peso applicata alla massa tra z e z + dz.

dz = —mR*mgp(2)dz = —mgN (2)dz

Per convincersi ulteriormente, calcoliamo la densita in funzione di z per il sistema prima
dell’ inserimento della parete

1 1 e~Pmgz
P2) = TN P() = N g Bmym— gy
Se inseriamo una parete ad altezza L, sotto sono contenute
fL dze Pmoz [1 — e‘ﬁmgL}

L
_ 2, 0 _
Ny, _/0 p(z)TR*dz = Nﬁmg[l T N[1 = BmgH]

Se ora mi concentrassi solo sul sistema con z < L, scriverei per la sua pr(z), iterando il
calcolo gia’ fatto

1 e*,Bmgz
pr(z) = WNLﬂmgm
e sostituendo Nj,
1 [1—ePmaL] e~Pmgz 1 e~Pmgz
PLz) = N e P ey — N g I ey — P

Facciamo lo stesso per la pressione ad altezza L. Usando la stessa formula possiamo

scrivere definendo
BPL(z) PBmg e Pm9z

Ny  7R2[1 — e Pmyl]
e se sostituisco il valore di N, troviamo lo stesso profilo di pressione
[1 - e‘ﬁmgL] pmg e Pm9z fmg e Pm9z
BPL(z) =N [1— 6_/3mgH] TR2[1— e—ﬂmgL] - TR2 1 — 6_5mgH] = BP(z)

Come ci aspettavamo, possiamo anche riscrivere questa formula come

BP(z) = p(z)
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14 Densita degli stati di singola particella

Nel caso di singola particella la probabilita’ di trovare una energia € €’

1 [dgPdp e P (H) —¢)

Pe) = e o
1 dq3dp®s(H, — 1
SEW L I W

dove ho definito una densitd degli stati di singola particella g(e) come

1
gle) = m/dq3dp35(H1 —€)

15 Densita’ degli stati di singola particella nel caso del gas
ideale in 1,2 e 3 dimensioni.

2
L’ Hamiltoniana di singola particella e’ - in tutte le dimensioni

15.1 1D

Con il cambio di variabile t = p?/2m,

o) = 3 [ dadpd(s?/2m — ) = 32 [ dpie? om0

V2m2L [ 1 L1
15.2 2D
1 9 L2 00 5
g(e) = 72 dxdydp,dp,d(p°/2m —€) = = 27pdpd (p*/2m — €)

L2 00 p2 ) L2
= h22m7r/0 d%é(p /2m —€) = ﬁ2m7ﬂ9(6)
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3

1 L &
g(e) = w2 /dxdydzdpzdpydpzé(p2/2m —€) = h?’/ 4rp?dpd (p? /2m — €)
0

L3 00 p2 L3 0o L3
= o32m2m /0 pd%d(pg/Qm—e) = ﬁ27r2m\/2m /0 Vitdtd(t—e) = ﬁ27r2m\/2m\@9(6)

E’ importante notare la diversa dipendenza da € nei vari casi e la presenza di 6(e)
in tutti i casi. La funzione 6 ci indica la presenza di una energia minima ed e’ definita
dalla Hamiltoniana. Nel caso del gas ideale, I’ Hamiltoniana e’ quadratica in p e dunque
sempre positiva. L’ energia piu’ bassa, classicamente, che la particella puo’ avere (quando
la particella e’ ferma) e’ p?/2m = 0 e dunque € > 0.

16 Esempi di calcolo di g(e)

Vedi file corrispondente sul sito
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