1 Interazioni

In questa lezione guardiamo alcuni esempi di sistemi interagenti, per sviluppare una idea
della complessita’ che sorge nel passare dal gas ideale a sistemi realistici. Ci focalizziamo
su due esempi risolvibili in approssimazione di campo medio, un modello per la transizione
liquido-gas ed un modello per spin interagenti.

2 van der Waals: sfere dure ed attrazione

Il modello di van der Waals mostra come un approccio fisico consenta di capire gli elementi
essenziali di un processo. Nel caso specifico van der Waals, durante il suo dottorato,
sviluppo un modello semplificato per spiegare la condensazione dei gas e la formazione
dello stato liquido. Guardiamo questo modello in modo schematico.

Consideriamo un gas di sfere dure, di diametro . Se ¢ = 0, la funzione di partizione,
per quel che riguarda le coordinate, darebbe un contributo V. In prima approssimazione
possiamo assumere che in condizioni diluite, Vv diventi Vajgcessibile. Il volume accessibile
Viecessivite = V. — Nvg dove vg €’ il volume escluso dalla presenza di una sfera. Poiche la
distanza minima tra due sfere e’ o il volume escluso e’ 4703/3. Se associamo questo volume

alle due sfere, possiamo dire che ciascuna sfera esclude un volume vg = 2703/3 e

1 (V — Nug)¥
Q(V,N,T) = NI 8N

Per considerare I’ attrazione tra le particelle assumiamo che ogni particella interagisca
con la stessa intensita’ —e con tutte le particelle all’ interno di un raggio R.. Possiamo
allora scrivere che I’ energia della particella, trascurando le fluttuazioni spaziali, €’

E; = —e§7r ey

e " energia E del sistema F = %ZZ E;

con a costante positiva.
La funzione di partizione ora diviene

1 (V= Nug)V g,n2
Q(V,N,T) = M ey ¢V

Da cui
(V — Nup) N?

BF = ~lQ(V.N.T) = ~NIn "~ — fa> + NnN — N



Figure 1: Energia libera di van der Waals, per una scelta specifica di vg = 1/3 e a = 9/8,
taliche V. =1e kT, = 1.
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Dalla espressione della energia libera possiamo calcolare la pressione

oF  NkgT N2 pkpT 5

_W: V—NUO_CLW_ 1—110,0

che prende il nome di equazione di stato di van der Waals. Notate che con questa ap-
prossimazione, abbiamo assunto che 1’ accensione dell’ interazione attrattiva non modifica
sostanzialmente la struttura spaziale del sistema di sfere dure di riferimento.

E’ importante notare che I’ equazione di stato P(V') assume a basse 7" un andamento
non monotono. Infatti

PV*(V — Nuwy) = NkgTV? — aN?*(N — Nuvy)

V3P 4+ V*(—=PNuwy — NkgT) + VaN? — aN3ug = 0

Il fatto che sia una cubica ci insegna che, fissata T', possono esserci od una o tre soluzioni,
cioe’ puo’ esistere un intervallo di temperature dove, per lo stesso valore di P, il volume
puo’ avere 3 distinti valori. Ad alta T ¢’¢’ una sola soluzione (il termine di sfera dura €’
dominante ed il volume diverge a Vj. A bassa T, ci sono tre regioni in V' distinte. Per
V ~ Vp, P diverge indipendentemente da 1" ed e’ dunque il termine dominante per piccoli



volumi. Per grandi volumi V >> V4 , il termine dominante €’ %, cioe’ il comportamento

di gas ideale. Per valori intermedi di V, specificamente per valori di Vj < V' < Vi ross—over =
2~ a bassa T, il termine —-% domina. Dunque questa espressione prevede tre soluzioni
kT ! v

nelle isoterme di bassa temperatura.
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Passando per comodita’ a p = N/V e da V a Nv, dove v €’ il volume per particella
otteniamo

kTp 9 kT a

ap- = -3 (1)

p=_"r _
1 —wvop Vv—1v9 U

dove vg €’ il volume occupato da una particella.
Calcoliamo ora il punto critico, cioe’ il punto dove derivata prima e seconda, a 1T
costante, si annullano.

Poiche’
aj — _L + 2£ (2)
v (v—w)? 3
e
o0?P 2kT 6a
G2 = (v—1)3 vt (3)



Imponendo che a T, P.,v. entrambe le derivate si annullino abbiamo (da 02P/dv? = 0)

2KT, 6a
2= 4
oo o @
con (da dP/dv = 0)
kT, 2a
(ve—w) ~ 0 ®)
Si ha cosi’ 5 5
= 6
Ve — V) Vg (6)
da cui
Ve = 39 (7)
Sostituendo si trova facilmente g
a
kT, = ——
27 Vo (8)
¢ 1
a
Pc = ﬁvi(g) (9)

E’ possibile utilizzare questi valori per scrivere una forma ridotta della equazione di
vdW, che chiarisce la possibilita’ di stati corrispondenti. Definendo m = P/P,, ¢ =V /V. e
0 = T/T, si trova

86 3
TTGe-1) & 10)
(m+3/0*) (36— 1) = 86 (11)

La figura seguente mostra, per alcuni gas reali, il fattore di compressibilita Z = SP/p
a varie temperature ridotte 8. Gas diversi si dispongono sulle stesse curve, una volta che le
loro pressioni, densita e temperature sono scalate dai corrispondenti valori al punto critico.
Questo collasso di dati e previsto dell” equazione di van der Waals. Infatti

= —a — — -
p 1—wvgp kT 1—%? 8 kT 1—% 8 0

7 pP 1 p 1 27kTevg p 1 91

Z ¢ dunque solo funzione di 2 variabili scalate, che tramite I’equazione di stato possono
essere scelte come 60,¢, 0,7, m, ¢. Nella figura che segue si e’ scelto di mostrare Z in
funzione di w per vari valori di 6.
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Una quantita’ utile per definire il limite di stabilita’ dello stato liquido in campo medio
e’ data dalla cosi-detta curva spinodale, definita da dw/d¢ = 0. Nel caso di vdW,

—246 6

—+—==0 12
(Bp—1)2 ¢ 12)
che fornisce una relazione tra 6 e due distinti valori di ¢ lungo la curva spinodale.
(3¢s —1)°
g, =" /7 13
T (13

A 0; = 0, i due valori sono rispettivamente il valore di close-packing secondo vdW
(¢p =1/3) e ¢ =0 (gas ideale).

Inserendo 65 e ¢ nella equazione di stato (Eq otteniamo la pressione spinodale.

La curva spinodale nel piano m, 6 €’
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36, — 2

m = 2 (14

E’ interessante notare che 7, diviene negativo, suggerendo che il liquido di vdW &’
capace di sopportare pressioni negative (in equilibrio metastabile). Esiste anche un limite
alla massima pressione negativa sostenibile dal liquido, per § = 0. In questo caso, ¢s = 1/3
e ms = —27.

2.0.1 Coesistenza

La coesistenza tra due fasi prevede uguaglianza della T', della P e del potenziale chimico
u, cioe’ della energia libera di Gibbs per particella.
Questa condizione impone

(F+ Pv)fase] = (F+ Pv)fase2

e dunque
P(Vo—Vy)=F — Fy
Poiche’ oF
pP=_""
vt
integrando a 1" costante
\%
F(V.T) = FO.T) = [ Pav
Vo



la condizione di uguaglianza del potenziale chimico diviene

Vo
P(Va — 1) =F1—F2=J PdVvV
\%1
in cui a sinistra si puo’ riconoscera 1’ area di un rettangolo e dunque concludere che la
condizione di equilibrio di fase e’ data dalla condizione di aree uguali tra 1’ equazione di
stato e la retta indicante il valore della pressione di equilibrio.

Fig. 2,11 The Maxwell construction.

3 Ising

Questa parte delle lezioni segue il libro Statistical Mechanics di Huang.

In alcuni metalli, abbassando la temperatura sotto un valore detto di Temperatura di
Curie, una frazione finita degli spin degli atomi si allinea, dando origine ad una magnetiz-
zazione del materiale. Il modello di Ising offre una rappresentazione cruda del fenomeno,
che pero’ ha svolto nella storia della meccanica statistica un ruolo cruciale, essendo un
modello risolvibile analiticamenti in una e due dimensioni. Il modello di Ising e’ definito su



un reticolo (lineare, quadrato, cubico...). Su ognuno degli N siti reticolari e’ collocato uno
spin s che puo’ avere solo due orientazioni, up (s = 1) e down (s = —1). Spin adiacenti
interagiscono con un potenziale -es;sj. Valori di € positivi indicano un ferromagnete, €
negativi un anti-ferromagnete. L Hamiltoniana del modello e’ (indicando con < i,j > le
coppie di spin adiacenti)

N

H{si} = — 2 €5;8j — HZ Si
<i,5> =1

La funzione di partizione nel canonico ¢’ data dalla somma sui 2V stati

QUH,T) =) > o Dje sl

S1 82 SN

3.1 Se non c’e’ !’ interazione

Se € = 0, abbiamo un sistema di spin non interagenti in un campo esterno H. La soluzione
a questo problema e’ nota

N
Qo(H.T) =YY .. P =) SN Ca (Z eﬂH&) = (e'BH + e*ﬁH)N = (2cosh(8H))

51 82 S51 S2
e
BA =—NIn2cosh(GH)

Se vogliamo calcolare la magnetizzazione per sito reticolare, possiamo focalizzarci su
un singolo spin e scrivere
(1) # ePH 4 (=1) x e PH
2cosh(BH)

< 5 >= = tanh(SH)

3.2 Cone>0

La magnetizzazione M =< Zi\il s; > la possiamo calcolare come derivata rispetto ad H

di mQ(H,T)

10lmQ 04 1 N it N
MZB 8111{ =—6—H=§ZZ ....Z(Zsi>eﬁﬂ{l}=<25i>

S1 82 SN =1 =1

4 Ising 1D

In una dimensione, con condizioni al contorno periodiche (sy4+1 = $1),

N N
H{Sz} = — Z €5;Si+1 — H Z S;
i=1 =1



e, simmetrizzando il termine con il campo magnetico

ZZ Z B{Zz 1[—es sl+1——(sl+sl+1)]}

S1 82

Se definiamo una matrice P

eﬂ(e-‘:—H) e—ﬂe
P = [ 6_56 eB(E_H) :|

i cui elementi sono < 1|P|]1 >, < 1|P| -1 >, < —1|P|1 > e < —1|P| — 1 >, possiamo
riscrivere la funzione di partizione come

ZZ Z<81|P‘82 >< 82|P|S3> " <SN|P‘81>

81 89
e poiche’ 3, [sg >< sif = 1,
Q(H,T) = 2 < 51|PN|sy >=TrPY = AV + AV
S1

dove Ay e A_ sono gli autovalori di P e abbiamo sfruttato la invarianza della traccia. Per
N grandi solo il maggiore tra A; e A_ conta.
Per chiarire perche’ 3,  [s; >< s =1 considerate un caso specifico, per esempio

Z < Sl‘P‘SQ >< 82’P|83 >

52

che riconoscerete come la somma equivalente al prodotto riga per colonna della moltipli-
cazione di P per P, trovando cosi che

Z < 81|P‘82 >< 82|P|S3 >=< 81|P2|83 >

52

4.1 H=0
Quando H =0,

P-M]=(z-)\N?>-—==0 — A =z+

8|

e, poiche’ e + e™* = 2 cosh(z)

Ay = e+ e7Pe Qn =2V [coshN(ﬁe) + sinhN(ﬂe)]



4.2 H#0

In questo caso, chiamando x = exp(fe) e

cosi che’

T +1 N 12+4 1 +1 L ( 12+1
= — — - — R =2 — — — — — JR—
2 | \Y y) Y y x4 2 \Y y) |4 Y y x4

Ay = eP€ [cosh(ﬁH) + \/sinhQ(ﬁH) + 6466:|

e per grandi NV

A=—kgTInQ = —kgTNln\; = N (—e — kpTln [cosh(ﬁH) + \/sinhQ(BH) + e—456]>

La magnetizzazione per spin la otteniamo derivando A/N rispetto ad H (cambiando di
segno) trovando

A/N kT
oH [cosh(BH) + \/sinhQ(ﬁH) + 6455]

Bsinh(BH) + 8 sinh(8H ) cosh(8H) _

M= —
\/sinh2(BH) + e—4Pe

_ sinh(BH) 14 cosh(BH) _ sinh(GH)

[cosh(ﬁH) +y/sinh (BH) + e—we] \[Sink®(BH) + e=45< |\ [sinh®(8H) + c~45¢

Poiche’ sinh(0) = 0, M(H = 0,7) = 0. Per nessuna temperatura finita, il sistema in una
dimensione si magnetizza spontaneamente.

Troviamo dunque che in assenza di campo, nonostante ci aspettiamo che spin adiacenti
siano orientati nella stessa maniera, non e’ presente magnetizzazione. Il sistema apparira’
come una sequenza di spin spesso paralleli con un numeri di inversioni di segno che deter-
minano in media magnetizzazione nulla.

10
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Possiamo capire meglio perche’ la magnetizzazione e’ sempre nulla (eccetto che stret-
tamente a T' = 0) considerando 1’ energia libera in funzione del numero di ”interfacce”,
chiamando interfaccia il luogo dove due spin successivi hanno segno opposto. Lo stato
fondamentele (I’ unico con M = 1) non ha interfacce ed ha una energia per spin pari a
A(0) = —Ne. Lo stato con una interfaccia ha energia libera A(1) = —Ne +2¢ — TIn N
dove abbiamo aggiunto I'energia associata all’ aver flippato tutto gli spin a destra dell’
interfaccia in modo coerente. Il termine entropico In N indica gli N luoghi dove possiamo
collocare 1’ interfaccia. Continuando troviamo A(3) = —Ne+4e — T In[N(N —1)/2] e cosi
via. Un grafico dell’ energia libera in funzione del numero di interfacce vi fa vedere che per
N — o0 il minimo di A si ha per un numero di interfacce diverso da 0. Lo stato con una
interfaccia (e M = 0!) diventa infatti piu’ stabile dello stato fondamentale (con M = 1)
gia’ per T =

€
In N
4.3 Funzione di correlazione in Ising 1D

Per caratterizzare la lunghezza di correlazione tra spin dello stesso segno guardiamo la
funzione di correlazione spaziale tra spin distanti j siti reticolari in assenza di campo

magnetico
< S; 8Z+] >= — QN ZZ Z Sisi-!,-je_ﬂ’H{sk}

s1 82 SN

Per calcolare questa funzione indichiamo con 0.5 < pp < 1 la probabilitd che due spin
adiacenti abbiano lo stesso segno (+4 o ——) e di conseguenza con 1 — py la probabilita’
che due spin adiacenti abbiano segno discorde (il limite inferiore 0.5 ¢’ dovuto al fatto che
se gli spin sono messi a caso (I' = o) la probabilita’ di averne due adiacenti paralleli €’
1/2). Ognuno dei j spin ha 2 stati per un totale di 27 stati tra i e i + j. Scrivendo

1= (py + (1 —py)) Z () Pl (= pp)F =

J y . J .
- Z (i) p%{k(l —pi)" + Z ( ) pTT — )" = Spari + Saispari
5

k=0,2,4 k=1,3,

notiamo che i contributi con £ pari (la cui somma indichiamo con Sp,r;) avranno uno spin
finale (in 7 + j) concorde con lo spin . Gli altri (j — k dispari), la cui somma indichiamo
con Sgispari contribuiranno con spin discordi. La funzione di correlazione e’ dunque data

< 8iSj+j >= I x Spari —1x Sdispari

11



Se scriviamo

J

k i—k
(2py = 1) = (o = (L =py)) = D (= Q_w)p%(l_m“k_sm”_&mW”

k=0

troviamo pI'OpI'iO < SiSi+j >7
) j In 2[7 —1

che mostra che il decadimento della correlazione e’ esponenziale con una lunghezza di
correlazione spaziale &
1 .
T < 8:8i1; >= 6_‘7/5
IH(Q]DTT — 1) G
Se py = 1/2, che corrisponde ad una probabilita’ del tutto casuale, £ = 0, se pyy — 1,
§{— o
Nel caso unidimensionale, possiamo scrivere py come

ebe
Pt = epe g e pe
a basse T' )
N _ 1 _ 2B
Dt (T O) s 1—e
e
1 62,36

§T—0)=-

In(1 — 2e—2P¢) T2
Quindi, nonostante la magnetizzazione sia nulla, la lunghezza di correlazione diverge

per T'— 0.

4.4 Lunghezza di correlazione (in assenza di campo magnetico). Metodo
2, per i curiosi
Vogliamo calcolare
< 1 Besisit1
SkSk+r > Q 5k5k+ eXi=

s1 82

Se apparentemente complichiamo il modello rendendo gli € ¢ dipendenti, e chiamando
~v; = B¢; la funzione viene scritta

< SpSpep > ZZ Z%m oSN yisisign

S1 82

12



Notiamo che

SN Yisisit
Jexi SN visisict

Oy momee
da cui
i . ¢ 62?;1 ViSiSi+1

N N
-4 YiSiSi _ 2 2 N esis
SkSk+1Sk+1Sk+2---- skﬂ«_lskwezklw P = SE Sk sk+r713k+rezwl% ivitl

Poiche’ i termini tipo si sono sempre uno, indipendentemente dal segno di sy,

0o 0 0

1 o 0 0 N
R Dlim1 ViSiSit1 _
< SkSk > E E E ..... € = = .....
o QN o1 59 S Ok OVk+1 OVk+r—1 Ok 0Vk+1 Ve+r—1

Se ricalcolassimo la funzione di partizione per «y diversi troveremmo (per grandi N o

per catena aperta)
N-1

QN = oV Z cosh ;
i=1

per cui, visto che dIn(cosh(z))/dx = tanh(z),

r

< SkSktr >= Htanh7k+i—1

i=1
e riscrivendo ~y; = €0,
< SkSk+r >= (tanh fe)" = e Intanh e
per cui
1
f=——
In tanh e
Espandendo per T' — 0, tanh(z) = % ~1—22% da cui
1
§= g0

4.5 Ising 2d

In questo sito trovate la simulazione in real time del modello di Ising in 2 d (kp7./e = 2.2609,
reticolo quadrato).
Visita il sito web: https://mattbierbaum.github.io/ising.js/
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5 Il campo medio: Bragg-Williams

La funzione di partizione del modello di Ising puo’ anche essere scritta in funzione di due
grandezze: il numero totale di spin up (N4) ed il numero di coppie di spin adiacenti di
tipo up-up N; ., conoscendo la funzionalita’ v del reticolo (2 in una dimensione, 4 in 2
dimensioni per un reticolo quadrato e 6 in 3 dimensioni per un reticolo cubico). Infatti
possiamo scrivere che

’}/N+ :2N+++N+7 ")’N, :2N77+N+, N++N7 :N

La prima relazione si dimostra contando i legami che partono da tutti gli spin up v/N4. Tali
legami connetteranno o spin up-up (e saranno contati due volte) e quelli che connettono
I’ up con il down (contati una volta). Analogamente per la seconda relazione. Abbiamo
cosi’ che delle 5 quantita’ Np, N_, Ny, N__, N,_, tre possono essere espresse in termine
delle due rimanenti. Troviamo cosi’ che

N, =N, -2N.,, N_.—=N-N, N__— %N 4 Nyy —yN,

Poiche’
Z Sisj = N++ + N__ — N_+ = 4N++ — Q’YNJ,_ + %N
<t,5>

e la magnetizzazione M
M=>si=N,—N_=2N, - N

possiamo riscrivere ‘H come

H(N, Nyy) = —4eNyy + 2(ey — H)Ns — (%e - H) N (15)

e corrispondentemente calcolare la funzione di partizione come

N !’
Q= eB(Fe—H)N Z Z g(N+,N++)6_26(€7_H)N+6456N++

dove g(N4, Ny 4) conta il numero di stati con Ny spin up e N4 coppie up-up.

L’ approssimazione di Bragg-Williams consiste nel definire una relazione tra N, e
N,. Assumendo che gli N siano distribuiti a caso con probabilita’” N./N. In questo
caso, una qualsiasi connessione tra primi vicini ha probabilita’ (N, /N)? e dunque N, , =
N«v/2(Ny/N)2. Questo fa si che la sommatoria su N, scompaia e

N
Qpw = LGN 1 g(N, )em28(—HINy AN /2N /N)?

N+=0

14



dove g(N4) conta il numero di stati con Ny spin up. Il numero di modi di scegliere N
siti up da N siti e’ dato da

N!
N.)=—— """
9(N+) (N — N;)IN,!

per cui
Q B(ze—H)N JEV: N! —2B(ey—H)N ,2BeN~(N+/N)?
BW = €72 e e
(N — N;)ING!
N+=0

Se utilizziamo il trucco imparato precedentemente, valido per il logaritmo di una somma i

cui termini dipendono da N con N grande, e’ sufficiente calcolare solo il termine maggiore

del logaritmo dell” argomento della sommatoria per capire quale e’ I’ Ny dominante.
Troviamo cosi’

d N%
— [m N!—in(N — N.)!'—=InN.! — 28(ey — H)Ny + 2/6’6N7N§] =0

N,
e poiche’
d d
@ (NN = L (N-N ) In(N=N.)—(N-Ny) = —In(N-N,)—1+1 = — In(N—N,)
N, N,
€
N = L N N - N =N

(da qui impariamo la regola che dIn N!/dN = In N). Abbiamo cosi’

N
In(N — Ny) —In Ny —28(ey — H) + 456N7F; =0

che possiamo anche scrivere

Esprimendo tutto in funzione della magnetizzazione per sito L = ), s;/N, troviamo

N, L+1
N 2

Se scriviamo

N — N, N 2 2—L—-1
n({——)=h|{—-1]=h({—=-1)=n|———] =
(M) () () e ()

troviamo

—L
In (LLL> = 208(ey — H) — 2Bey(L + 1)

15



1-L

che possiamo anche scrivere, mettendo una sbarretta su L (L) per indicare il valore
massimo

_ H €y =
L= h(—— L 1
tan <k;BT + kpT ) ( 6)

Infatti

il

<1 - > _ e_QBH_QBEVE & 1-T = (1 + E)e—QﬁH—Qﬁmi
+

il

E(6725H7256’YZ + 1) -1 6725H72567E

[e-‘rﬁH-i-,Be'yE + e—ﬁH—Be'y[_/]

o [e—ﬁH—Bevi _ e-&-ﬂH-‘rﬁevE]
che possiamo condensare in
L = tanh[3H + BeyL] (17)

Questo e’ un risultato interessante. In campo medio troviamo che 1’ espressione per la
magnetizzazione e’ identica a quella che avevamo ottenuto per spin indipendenti, ma in
presenza di un campo magnetico aggiuntivo che dipende dalla magnetizzazione spontanea
(eyL). La magnetizzazione spontanea crea dunque un campo che si somma al campo
esterno ed ogni spin, indipendentemente dalla presenza dei vicini, sente il campo totale.
Questa descrizione e’ naturalmente intrinseca alla approssimazione di campo medio.

In assenza di campo (H = 0), I’ Eq. puo’ essere risolta numericamente. Ad alte
temperature esiste solo la soluzione L = 0, che indica I’ assenza di magnetizzazione. Ma
quando 7' diventa minore della temperatura critica kg7, = ~ve, nascono oltre alla soluzione
instabile L = 0 due soluzioni stabili L = + L.

Ricordiamo che lo sviluppo di tanh(z) ~ z —23/3 4 22°/15) e che la derivata di tanh ax

e’ da/(e”% +e%)2 inz = 0 ¢’ a. Quindi avremo che la pendenza di tanh (k?TI_’) e’ uguale

a uno (e dunque tangente a L quando k:T = 1. Questa relazione definisce T.

Se espandiamo per piccoli L la funzione tanh (%I:), le soluzioni sono date da

T 1 (T.\?
L=2L--(=L
-5 (71)

che ammette come soluzioni, oltre a L = 0, anche

72 3(% B 1)

NESE
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1 ‘ T
— tanh(OL5L)
— tanh(0.5L)
tanh(L
j 0.5 _ I_m (L) |
y
[<a N
=
& o .
©
&
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L (magnetizzazione per sito)

Figure 2: Soluzione grafica della equazione

E se espandiamo la espressione funzione di 1" per T intorno a T,

T\ (T) LT
T T T

per cui, per T' < T, abbiamo soluzioni non nulle

_ T.—T
L=+
+ 3( T, >

5.1 L’ energia libera in funzione della magnetizzazione

L’ energia libera BW per uno specifico valore di Ny si puo’ scrivere

N! 2
_ B(Ze—H)N ~28(ey—H)N, 4BeNv/2(N4./N)
QBW(N+)_6 2 (N—N+)'N+'€ te *
Se calcoliamo
N!

lnm = NInN-N—[(N=N4)In(N=N3)=(N=Ny)|=[(N4) In(Ny)— (N4 )] =

N_ N,
—N_ IH(W) — N+ ].H(W)
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e sostituendo % = (L;rl) e % - (1;L)
1-L 1-L 1+L 1+L
=N |- In . + n + .
2 2 2 2
N
= =5 [0 =L)In(1 = L) + (1 + L) In(1 + L) + 2In2]

Se sviluppiamo intorno L = 0 con Taylor, troviamo per f(z) = (1 + z)In(1 + z)

f@) =l —a)+1  f(@)]omo =1

@ =1 f@) e =1
@ = gm0 =
1

f(:L‘)”” _ QW f(l')m|x:0 -9

da cui

1 1 1
flz) ~x+ 53;2 — ix?’ + 211’4

Analogamente per f(z) = (1 —z)In(1 — z)

1 1 1
fle)~ —z+ 5372 + st + 2ax4

da cui

N! > Lt
M = —N|-In2+ — + =
(N = NIV, [ nEtg 12]

I termine energetico corrispondente e’ (vedi Eq.

E 4 N, Ny 2ey >

:7'2Ye+H+9rE—HL+yy/—H—?LQ—%—Q{z—HL—G;H

La energia libera per sito reticolare in funzione di L, per L piccolo, €’ dunque scrivibile
come

FILT) __ pnQew(Ny)

I=—% N

kT — 1
— _kgTIn2+ BTWLZ + kBTﬁL4 _HL
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— T/T =1.05]"
08 _ T =1
062 T/Tc=0.95
\\|— T/T_=0.90
-0.641 A
L
Z -0.66}- -
- I
-0.68f- -
-0.7F -
-0.72 -
I w5 0 o5 1
M agnetizzazione per sito (L)
06 ‘ ‘ ‘ w
X H/k, T =0.02
-0.62f Be
-0.641
© 066 g
Z I
L o068 .
{— TIT =105 1
07 TIT =1 .
o7l TIT =095 ]
"ol — T =0.90
i 05 0 o5 1
Magnetizzazione per sito (L)

Figure 3: Energia libera in funzione di L secondo la teoria di Braggs-Williams, senza e con
campo esterno applicato.
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Ricordandoci che kT, = ev, troviamo che vicino a L = 0, in assenza di campo mag-
netico esterno (H = 0), |’ energia libera ha una espressione data da una parabola sommata
ad una quartica, entrambe centrate su L = 0. Ma il coefficiente di L? cambia segno proprio
a T =T, generando due minimi simmetrici che indicano magnetizzazione spontanea.

6 Campo medio come tecnica variazionale

Una comprensione piu’ profonda del campo medio, come sviluppo in termini di sistemi non
interagenti, puo’ essere ricavata dall’ approccio variazionale.

Abbiamo visto che, sotto una certa temperatura, nasce una magnetizzazione media,
che di fatto agisce come ulteriore campo magnetico che favorisce 1’ allineamento degli spin.
Quindi, possiamo pensare che il problema di fatto e’ simile a degli spin non-interagenti su
cui agisce sia il campo esterno che un campo autogenerato proporzionale alla magnetiz-
zazione media. Questa idea puo’ essere resa precisa utilizzando un approccio variazionale.

In questo approccio, I’ Hamiltoniana di interesse H viene divisa in due parti, una Hg di
cui conosciamo la soluzione (ed il piu’ delle volte corrispondente ad un modello di particelle
non-interagenti) ed una W che contiene la parte difficile da valutare.

Indicando con s il singolo microstato

H(s) = Hy(s) + W(s)

allora
Q= Z e BlHo(s)+W (s)]

s

e dividendo per Qg
QY. e—B[Ho(s)+W(s)]

Qo 3, e PlHoG)]

Dunque, indicando con A and Ag le energie libere di H e Hy,

_ o BIW()]

>0

e BlA-A0) — o =BIVEN -
Utilizzando la relazione di Jensen (valida x funzioni convesse, come la funzione e, la cui
derivata seconda e’ sempre positiva)

< ef(r) >> €<f(x)>

Questa relazione si puo’ capire graficamente dalla figura associata:
dove si vede che la convessita’ della funzione ”allunga” i dati trasformati. La relazione
e’ pure dimostrabile espandendo entrambi gli esponenziali e notando che a tutti gli ordini
k
< f@)f >2< f(z) >
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Y=¢p(X)

E{Y} - \‘1
o(ELG) =<

S,

:
Exy X

Figure 4: Relazione di Jensen (Wikipedia)

Potete anche convincervi di questa relazione assumendo per esempio che la variabile x
sia uniformemente distribuita tra 1 + A, cosi che <  >= 1, con P(z) = i Assumendo
che y = e® abbiamo per il valor medio di y

1+A 1 1+A
<y>= j e*P(z)dr =
1-A

+A _ 1-A
—(e —e
1-A oA )
Se sviluppiamo in serie di Taylor

A" N
<y>:£[§m‘;<‘” | = 2z

Troviamo cosi che

<e®>>=e=e
Dalla relazione di Jensen dunque consegue che

e—BlA=A0) _ _ BIW()] 5 5 o= B<IW(s)]>0
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da cui
—B(A—Ag) = -5 < [W(s)] >0 (A—Ay) << [W(s)] >0 A< Ag+ <W(s) >

Questo vuol dire che I’ energia libera che cerchiamo e’ sicuramente minore od uguale a
Ao+ < W(s) >¢. Provando arbitrarie W (s), la soluzione che piu’ si avvicina ad A e’ quella
con il minore valore di < W (s) >¢p. Ognuno di voi puo’ proporre una perturbazione, e la
migliore soluzione sara’ quella con il minore valore di < W (s) >o. Oppure, potete scegliere
una perturbazione dipendente da alcuni parametri e cercare il valore dei parametri per i
quali < W (s) >¢ e’ minima. Questa tecnica prende il nome di calcolo variazionale.

6.1 Calcolo variazionale x il modello di Ising

Nel caso del modello di Ising, possiamo ri-scrivere la Hamiltoniana aggiungendo e sot-
traendo un termine variazionale di particelle non interagenti

H{si} = —¢ Z 585 — HZSH_/\ZS’_)‘ZSZ

<i,j>

ed identificare

N
H(] = —)\Z S
i=1

W = —¢ Z 5i8j — HZSZ—F)\ZSZ

<i,j>

Hjp e’ un sistema di spin non interagenti in un campo esterno \. La soluzione a questo
problema e’ nota

0 -EE LA TR S (5] () e

81 82 S1 82
La magnetizzazione, in questo caso e’ uguale per tutti gli spin e calcolabile come

BAs A B
=S Z 12cosh(,6’)\) ~ 2cosh(BA)

cioe’
< 81 >=m = tanh(S\)

m e A sono dunque univocamente collegati.
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Guardiamo ora la perturbazione < W >. Abbiamo, considerando che < s;5; >¢=<
5; >0< sj >¢ essendo nel sistema 0 spin indipendenti

N N
Y 2
< W >9= —¢ < 8;8; >0 —H < 8 >0 +A < 8 >0:N[—e—m —Hm+)\m]

(notate che quando sostituite < s; >¢= m, il contributo esce dalla sommatoria e dunque
la sommatoria da come risultato il numero di elementi su cui si somma, rispettivamente
N~/2 e N). Ora ci resta da trovare il valore di A per cui Ag+ < W (s) >¢ sia minimo.
Dividendo tutto per N si ha

d gl

E— — —_— —_— 2— =
d/\[ kpT In(2 cosh(B\) exm Hm+)\m] 0

Scrivendo A\ = tanh_l(m)/ﬂ
d tanh ™! d
% [—k;BTln(2 COSh(tanh_l(m)) N E%mQ — Hm + anﬁ(mm} g =0
e poiche’ fl—’j\"” # 0, basta annullare la derivata in m e trovare i valori in m, che forniscono

la migliore soluzione al problema.
Ricordiamo che

cosh(z) ¥ 1+ — + —

3
_ (z+%)2 (z+ %) z? 3
h(tanh™') ~ 1 3 3 =14+t
cosh(tanh™") + 5 + 1 +2+8a:

In(1+z)=2— -
n(l+z)=x 5

Per piccoli m,

4 6
mtanh™!(m) ~ m? + % + m?

-1 m2 1
In(2 cosh(tanh™ (m)) ~ In2 + - tm

Cosi’ che, per m piccolo la funzione da derivare, quando H = 0 €’

4

1 m* m? m*  m?
—In24m*(—= —e=———+1)+ — = —In2 kpT — y€) — — 4+ —
n2+m-( € +1)+ 1 n +27€BT( B ~e) 1 + 3
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m2 m4
kT — m
2k:BT( sl =e)+ 75

che mostra che per kgT > ~e il minimo e’ in m = 0, mentre per kg1 < ~e abbiamo un
massimo in m = 0 e due minimi per |m| # 0.

=—In2+

6.2 Suscettivita’ magnetica y,,

Calcoliamo la suscettivita’, definita come

(L
Xm = oH o

Vicino al punto critico, utilizzando la solita espansione di tanh al primo ordine possiamo
scrivere

R A O R I - e
H=0

l

kgT = kgT kpT 0H kp(T — T,)

Quindi la suscettivita’ magnetica diverge al punto critico. Cio’ indica che una variazione
infinitesima di campo esterno determina una variazione finita della magnetizzazione, in
analogia con quanto visto per la compressibilita’ isoterma.

6.3 Critical Isotherm

La variazione della magnetizzation a T' = T, ¢’ fornita dalla espressione

_ H T.. _o 1 _
L = tanh <M+TL> = (5H+L)—§(BH+L)3

cioe’ B B
3(BH)>=BH+L — Lp_g ~H3

6.4 Relazione tra suscettivita e correlazione, per i curiosi

Consideriamo per semplicita’ una versione continua
<M >=< Jd?’r m(r) >

La magnetizzazione per unita’ di volume e’ dunque

<M> §dm [§ &®r m(r)] e PH
v §e—BH
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dove H = Hy — H { & m(r'). Se calcoliamo la derivata rispetto ad H troviamo

8<A‘f> L Sdm [§d3r m(r)] [§d®r" m(x')] e PH — §dm [§d3r" m(x')] e PH {dm [§ d®r m(r)] e PH

oH (§ dme—BH)2

= of<| [ @ me]| [ @ mw] = - < | [ moe] =2}

E passando a r” = ' — r ed r e sfruttando la isotropia

-3 {< Ud?’r”d% m(x” + 1) m(r)] > < U i m(r')] >2} _
ﬁ{V < fd?’r m(r) m(0) > — < M >2} =p {V < fdgr m(r) m(0) > — < m(0) >2} _

sV {fdg’r [< m(r) m(0) > — <m(0><m(r >]}

che mostra che la suscettivita’ €’ 1’ integrale della funzione di correlazione. Se la suscettivita
diverge, allora la funzione di correlazione deve diventare a lungo range.

7 Bethe-Peierls: un campo medio piu’ raffinato, per i curiosi

Per migliorare rispetto a BW, guardiamo la cosiddetta approssimazione di Bethe-Peierls
(in assenza di campo esterno). Questa volta non ci focalizziamo piu’ solo su uno spin, ma
includiamo nella nostra discussione anche gli spin adiacenti. Abbiamo quindi un sistema
con v + 1 spin. Lo spin 0, centrale, interagisce con i vicini con la Hamiltoniana H =
—€s Zj.:l sj. Gli spin j = 1, interagiscono anche con un campo esterno h, che descrive
I’ effetto del resto del reticolo. Questo contributo aggiunge alla Hamiltoniana un termine
—h Z;Ll sj. Dobbiamo dunque calcolare

Q=3 .. YA m-hL )

S0 S1 Sy

Passando alla variabile Ny che conta quanti dei v spin sono up, H = —esg Z}Zl 5j =
—eso[ Ny — (v — Ny)] possiamo riscrivere @) come

2 2
Qpp — ZNZO ( &) PN =CNDLAIN = (=N} Y = Bllsuchn] NZO ( &) Al(2eso+21)Ny ]
S0 1= S0 1=

da cui, separando i due termini con sg =1 e sp = —1,

Opp — e~ P1=Fy (1 n eﬂ[(2e+2h>]>7 4 eBer—Bhy (1 n 66[(—2s+2h>])7
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La probabilita’ P(1o, Ny) che lo spin centrale sia 1 e circondato da Ny spin €’

P19, Ny) = ——e Bev=Bhy ( U ) Bl(2e+2h) Ny ]
(fo, V1) QP N,
e la probabilita’ che lo spin 0 sia up P(19)
.
P(fo) = > P(10,Vy)
N;y=0

Ora possiamo anche calcolare la magnetizzazione di un generico spin adiacente, P(1;)
sommando su tutti gli stati con qualche spin tra 1 e v che sia up e dividendo il risultato
per 7y

Y Y
P(1) :i S NPt N+ S Ny P(lo, V)
Ny=0 N;y=0

Poiche’ il generico spin ¢ €’ in realta’ del tutto equivalente allo spin che abbiamo selezionato
come 0, ne consegue che P(1g) deve essere uguale a P(1;). Questa relazione ci consente
di trovare il campo esterno h. Abbiamo infatti, indicando con z = €2P" e trascurando il
termine @e_ﬁh'y che compare sia a destra che a sinistra la relazione P(1g) = P(1;) si
scrive

Y Y Y
—Be Y 2BeNy N 1 Y —Bey 2BeNy N Y €y ,—28eN
o Z <N¢>6ﬁ b TZ? Z <NT>NT6 e 2 (M)Nwﬂhe -
Nfﬂ Nfﬂ Nfﬂ

e~ P <1 + zegﬂe>7 = {e_ﬁwz; (1 + 26256)7 + e+5€72§ (1 + ze_Qﬁf)W}
z 2

1
N

(e*ﬁe + zeﬁey = e Py (1 + 26256)7_1 e2Be 4 etPery (1 + 267256>W_1 e 28¢

2 7—1 y—1
(6756 + zeﬁe) =2z (6756 + zeﬁe) el 2 <6+BE + 26766> e Pe

y—1 y—1 y—1
(e7P¢ + 2¢%9) (6_56 + zeﬁ€> =2z (6_56 + zeﬁe> e’ + 2 (eJrBE + ze_6€> e Pe

(eJrBe + Zefﬁe)'Yfl

~Be
e
(e=B¢ + zefe)T™?

(e7P¢ + 2eP¢) = 2eP¢ + 2
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da cui finalmente
(6_56 + 2656)7_1 (1 + 262&)7_1
z = = (18)
(etBe + ze_ﬂe)'yfl (z+ e+2f3€)771

Poiche’ P(1¢) €’ proprio N./N = % possiamo scrivere

5 —Be Be
- Le_ﬁw 2 2PN N = Le_ﬁw(l + 2e279)7 = (€77 + 2e7)7
? @sp N;=0 Qpp QBp

e sostituendo 1’ espressione di Qpp

1+L (e7P€ + zef)v

2 (e=Be + zeBe)7 + (ePe + ze=Pe)Y

. 1 28e —Be Be . .
Poiche’ t = z7-1 = zlieszé = Eﬁé+:ez—e - possiamo scrivere

1+L: 1 _ tv [ _9 t7 B :ﬂ—l

2 14+t v+ 1 7+ 1 t7 4+ 1
cioe’ ey ,
L= r=——
2% +1 v—1

Questa espressione mostra che z = 1 €’ sempre soluzione dell’ Eq. [18| e descrive lo stato
con L = 0.

Notiamo inoltre dalla equazione che se z e’ una soluzione, anche 1/z e’ soluzione.
Scambiando z con 1/z si inverte L in —L.

Come per la soluzione BW, per trovare la temperatura critica occorre calcolare la
pendenza in z = 1 e porla uguale ad 1.

Troviamo cosi’ (indicando a = e2¢, derivando il lato destro della Eq. e ponendo
uguale ad 1 il risultato)

dz z+a zZ+a dz z+a Z+a (z + a)?

che calcolata in z = 1 da

d 1+za\"' a-1 e2Pe 1
=L — )= —(v—1
dz‘z_1<z+a> a—i—l(’y ) 1+€256(,y )

La pendenza assume il valore 1, e quindi si comporta come z quando
e 41 = (62'36 —-1(y-1)

da cui

2e
kpT, =
=2 Bfe ™ I 2

y—2

v = 62ﬂ€(’7 —2) 2Be=1In

La temperatura critica e’ piu’ bassa di quella stimata da BW.
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f(z)

approximation and in the Bragg-Williams ap-
20 proximation.

C,(0,T)/Nk
flz)=z Bethe-Peierls
eBety=1) L
y=1
2B
| \HZ) =iltze™ [<—Bragg-Williams
| z 4+ e2B¢
|
I
| h )
I LT
! 2c e &7
} | ioglicr— 21
o= 2Bely—1) | I Fig. 14.14 Specific heat in the Bethe-Peierls
] 1 2
1

N -
&

o]

Figure 5: (sinistra) Soluzione grafica della equazione di BP. (destra) Confronto tra il calore
specifico predetto da BW e da BP.

7.1 Back to van der Waals, per i curiosi
7.1.1 Compressibilita’... esponenti critici

Torniamo alla equazione di van der Waals, espressa in unita’ scalate (P, T¢,V, tutti uguali
al)
8T 3
3V -1 V2
Guardiamo il comportamento della compressibilita’ isoterma, una delle importanti fun-
zioni di risposta, definita come

1 7_197‘/‘ _
™ “vyor™ ™

lungo isochora critica, V = 1.

-3V 6 -3

oP
— 8T 4+ — _°8T —6(1—T 1
aV|T 8 (3V—1)2+V2 48 + 6 = 6( ) (19)

per cui la compressibilita’ diverge con un esponente critico (di campo medio) di meno
uno

1 1 1 _
= —sa—m em—1 6 VY 1

7.1.2 scaling del parametro d’ ordine

Se espandiamo la equazione di stato intorno al punto critico,

8T 3 8T — 8+ 8 3 8(T—1)+8 3

T3V-1 V2 3V-343-1 (V-1+12 3V-1+2 [V-1)+I1]
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troviamo (utilizzando

1 1. 3 9., 27, 3 ),
S PR L % 312 4
S+ 2 2[ 2 1" sx} S s ] U )
—1)* 27(V —1)3
P=1—3W;)+%T—U(—7U;)+%V—D2—&V—D+A>

Se assumiamo (e lo mostreremo dopo) che O(V —1)%2 ~ O((T—1)), possiamo semplificare

3(V —1)3

P=1- +4(T —1)—6(T —1)(V —1)

che costituisce una espressione dell’ equazione di stato vicino al punto critico. Quando
P=1+4(T—-1),V =1 ¢ soluzione. Per lo stesso valore di P e T esistono anche come
soluzioni

3(V—1)°3
—(2)-—aT—1xv—1)=o
cioe’
(V-1)2=-4T—-1) Vig=1++4(1-T)
cioe’ due soluzioni simmetriche rispetto a V =1 [(V; — 1) = — (Va2 — 1)]
Chiamiamo 1 + 4(T — 1) = P,pe,. Infatti per questo valore di P e T,

3(V —1)*
8

Vo—1
—aT—le—lﬁ] =0

\ %}
J(P‘HmWV:L‘
Vi—1

Wi
poiche’ la quantita’ tra parentesi e’ una funzione pari rispetto a V' = 1 e quindi uguale se
calcolata in (V4 — 1) oin (Vo —1). [(V4 —1)? = (Vo — 1)?]. Dunque

V-V, 4 T.-T
Ve o TIe
che mostra che il parametro d’ ordine V' — V, scala con |T' — T¢| con un esponente critico

1/2.

7.1.3 Scaling a T,

Abbiamo visto che

e dunque a T' =1,

per cui




0.999+- _

0.998; T=0.999 ]

a 0.997- _
0.996

0995 — vdW EOS (scaled form) |

, — 144(T-1) A

0.994 = \ | \ \ \ A

09 095 1 105 11

Figure 6: vdW vicino al punto critico (7'/T. = 0.999)

7.2 Esponenti Critici, per i curiosi

Se confrontiamo il comportamento della teoria di van der Waals e di una qualsiasi delle
teorie qui sviluppate per il modello di Ising scopriamo che si manifesta un comportamento
uguale vicino al punto critico. Identificando come parametro d’ ordine la differenza di den-
sita’ nel caso del fluido e la magnetizzazione nel caso di Ising in entrambi i casi, chiamando
= (T—T)/T.,

L(T) ~ (=) p—pc=(—¢) B=05

oL 10V
e ~lelmr 2L el -1
(0H>H=0 S T I

Infine, se guardiamo com varia il parametro d’ ordine con il campo esterno
LH)~HY p—p.~(P—-P)° 5=3

Tutti questi andamenti sono descritti quindi da leggi di potenza. Sperimentalmente si
osservano effettivamente leggi di potenza ma con esponenti, universali, differenti. Specifi-
camente 8~ 1/3, v~ 5/4, 0 ~ 5.

Il campo medio quindi ci consente di capire quello che sta succedendo, ma la descrizione
dell’ energia libera in vicinanza del punto critico non e’ esatta. Una nuova teoria, il gruppo
di rinormalizzazione, consente di predire gli esponenti corretti.
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8 Lattice gas

Guardiamo di nuovo il problema della transizione gas-liquido ma su reticolo. Sviluppiamo
un modello ogni sito reticolare puo’ contenere un atomo (uno e solo 1). Se il sito i €’
occupato diremo che n; = 1 se €’ vuoto n; = 0. Se ogni sito reticolare ha ”volume” vg, I’
intero volume del sistema e’ Nvg con N il numero totale di siti reticolari. Fin qui abbiamo
messo nel modello solo la repulsione ”hard-core”. Infatti gli atomi non possono occupare
lo stesso sito. Se vogliamo inserire 1’ attrazione lo possiamo fare come in Ising, dicendo
che atomi vicini si attraggono con energia —e. Questo fa si che I’ Hamiltoniana del sistema
possa essere scritta come

H = —¢ Z nmj
<i7>
Se mettiamo Np particelle nel reticolo la funzione di partizione sara’

- 213 M (S N

ni n2

Se scriviamo la funzione di partizione di questo sistema nel gran canonico avremo, sfrut-
tando la delta

1 1 1
D D
Np n1=0mn2=0 ny=0

Ora possiamo scrivere n; = 31; L con s; variabile di Ising (s; = +1). Con questo cambio

di variabile 1 N

1 N
Z nmjzf Z 5i5j+12g sz—i-?7

<ij> <U>

e I'argomento dell” esponenziale (a parte [3)

Z nm]—kuZm— Z Si8j+zy23i+6];r7+[t;;8i+ﬂ];7

<iy> <z'j> 7
M SO
— Z 87,8] —_— 5)2 1+(§+§)N
<z]>
e chiamando . o
J=- H=—+4 =
4 4 + 2



si trova la stessa espressione del modello di Ising (a parte una costante)
_ D4y EVN BJZ - SiS'+BHZ-Si
Que = PFTHNTIT) | 18I By sisy 481 5,
S1 S2 SN

Quindi, con un opportuno mapping dell’ energia e del campo magnetico del modello di
. lattice—gas : ) : ising 3
Ising, Qge (gran canonica) e’ identica a @ (canonica).

Nel gran canonico

BPN =InQy = InQ*m p=-—__ 1 _=

N 8 2
Aising J,Y Aising J")/
P=- —— —(H—~J)=-— — —H
N o HE=D N T2
e la magnetizzazione ci da la densita’
< s> +1
<n; >= 72

Il modello di lattice gas non include i contributi cinetici alla pressione. Inoltre non in-
clude il termine N! che tipicamente e’ al denominatore della funzione di partizione canonica.
Questi termini non cambiano la fisica della transizione di fase.

32



	Interazioni 
	van der Waals: sfere dure ed attrazione
	Coesistenza

	Ising
	Se non c'e' l' interazione
	Con >0

	Ising 1D
	H=0
	H 0
	Funzione di correlazione in Ising 1D
	Lunghezza di correlazione (in assenza di campo magnetico). Metodo 2, per i curiosi
	Ising 2d

	Il campo medio: Bragg-Williams
	L' energia libera in funzione della magnetizzazione

	Campo medio come tecnica variazionale
	Calcolo variazionale x il modello di Ising
	Suscettivita' magnetica m
	Critical Isotherm
	Relazione tra suscettivita e correlazione, per i curiosi

	Bethe-Peierls: un campo medio piu' raffinato, per i curiosi
	Back to van der Waals, per i curiosi
	Compressibilita'... esponenti critici
	scaling del parametro d' ordine
	Scaling a Tc

	Esponenti Critici, per i curiosi

	Lattice gas

